Punctul Fermat-Torricelli

Prezentam aici o problema celebra de geometrie plana, si anume cea pro-
pusa spre rezolvare, pe la 1650, de Pierre de Fermat lui Evangelista Torricelli,
care a rezolvat-o prin mai multe metode.

Problema lui Fermat. Fiind dat un triunghi AABC intr-un plan w,

sa se determine un punct Q) in plan pentru care suma distantelor la vafurile
triunghiului este minima:

QRA+QB+QC = IllDlin{PA + PB+ PC}.
Sy

Figure 1: Punctul lui Fermat

Solutie. Vom da o rezolvare folosind numere complexe. Amintim definitia
si proprietatile produsului scalar in C: daca z; = x1 + iy; si 20 = X9 + 1Yo,
atunci

_ 1, —
< 21,29 >= 1122 + Y1y2 = Re 212 = 5(2122 + Z122) = |z1]|22| cos 210 z,.



Pentru orice z # 0 vom nota cu u, versorul sau, dat de relatia

Este evident ca u, este un numar complex de modul unu, fiind chiar punctul
de intersectie al razei vectoare Oz cu cercul trigonometric. Din definitie avem
z = |z|u,, prin urmare

< zyuy >=<|z|uy,u, >= |z < uy,u, >= \z||uz\2 = |z|.

Fie P si () doua puncte oarecare in plan, cu afixele notate zp si 2. Notam
cu uga versorul diferentei z4 — zg. Avem

QA =24 — 29| =< 24 — 20, uga >=< 24 — 2p,Uga > + < Zp — 20, UQA >

< |ZA - Zp||UQA|+ < Zp — 2Q,UQA >

Am aratat ca
QA < PA+ < Zp — 2Q,UQA >

si, analog pentru celelalte varfuri, avem
QB < PB+ < zp — zg,ugp >
QC < PCH < zp — 2zg,ugc > -
Agadar, pentru un @ fixat arbitrar, avem inegalitatea
QA+ QB+ QC < PA+ PB+ PCH < zp — 29,uga + ugp + ugc >,
pentru orice P din plan. Este clar ca, daca
ugQa + ugp + uge = 0,

atunci

QA+QB+QC = min{PA+ PB+ PC}.

Este ugor de vazut ca suma a trei numere complexe de modul unu este
zero numai daca impart cercul trigonometric in trei arce de 120°, rezulta ca
versorii segmentelor QA, QB si QC fac intre ei unghiuri de 120°, prin urmare
am demonstrat ca punctul de minim cautat, punctul lui Fermat, este chiar
centrul izogonal al triunghiului, adica punctul ) cu proprietatea

BQC = CQA = AQB = 120°.



Figure 2: Punctul lui Torricelli.

Existenta centrului izogonal este stabilita de urmatoarea problema:

Problema lui Torricelli. Fiind dat un triunghi AABC, se construiesc
in exterior triunghiurile echilaterale AAC'B, ABA'C si ACB'A. Aratati ca
dreptele AA', BB’ si CC" sunt concurente intr-un punct (numit punctul lui
Torricelli) care este chiar centrul izogonal al triunghiului dat.

Solutie. Vom da, pentru eleganta ei, o rezolvare geometrica. Notam
cu €(AAC'B), €(ABA'C) si €(ACB'A) cercurile circumscrise celor trei
triunghiuri echilaterale, si notam cu O¢, O4 si, respectiv, Op centrele lor.

Cercurile €(AAC'B) i €(ACB’A) se intersecteaza in doua puncte, unul
este A iar pe celalalt il notam cu ). Vom arata, pentru inceput, ca punctul
Q, astfel definit, este centrul izogonal.

Patrulaterul AC'BQ este inscriptibil cu C = 60°, rezulta ca A/Q\B =
120°. Analog, din patrulaterul inscriptibil AB'C'Q) rezulta A/Q\C = 120°.
Prin urmare B/Q\C' = 360° — 120° — 120° = 120°, deci

BQC = CQA = AQB = 120°.

Mai mult, sa observam ca EQ\C + BAC = 120° + 60° = 180°, deci si
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patrulaterul BA'C(Q) este inscriptibil, prin urmare ) apartine si cercului
¢ (ABCA).

Vom arata acum ca punctele A, (Q si A’ sunt coliniare. Pentru aceasta
este suficient sa observam ca

AQA = AQB + BQA" = 120° + 60° = 180°.

Aici am folosit faptul ca @) se afla pe cercul circumscris triunghiului echilateral

ABCA
Analog se arata si coliniaritatile B—@Q — B’ si C' — @Q — C".

Observatie. Este usor de vazut ca triunghiul AA’BA, rotit cu 60° in
jurul lui B, se suprapune peste AC' BC’. Urmeaza ca segmentele AA" si CC’
au aceeasi lungime, egala si cu lungimea lui BB’, desigur.

In final, sa rezolvam si

Problema lui Napoleon. Aratati ca triunghiul AO,OgO¢, format
de centrele celor trei triunghiuri echilaterale, este la randul sau un triunghs
echilateral.

Solutie. Rezolvarea este imediata!: latura O4Op, de exemplu, este linia
centrelor cercurilor € (ABA'C) si € (ACB’A), iar linia centrelor este perpen-
diculara pe secanta comuna, C'(). Am aratat astfel ca laturile triunghiului
AO,0p0¢ sunt perpendiculare pe dreptele QA, QB, si QC, iar cum acestea
fac intre ele unghiuri de 120° urmeaza ca laturile lui AO4OgO¢ fac intre ele
unghiuri de 60°.

Leu numere complexe: https://ro.wikipedia.org/wiki/Teorema_lui_Napoleon
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