Tema 6

Triunghiuri si rapoarte complexe.

Ne vom ocupa, in cele ce urmeaza, de problema triangulatiei topografice: fiind cunoscute
pozitiile a doud puncte, B si C, punctele care formeaza baza de triangulatie, se cere sa se determi-
ne pozitia punctului 4, punctul nou, masurand anumite elemente ale triunghiului AABC.

ZA

ZB ZC

Pentru a utiliza notatiile consacrate din geometria triunghiului, vom nota aici cu z,, zg si
z¢ afixele varfurilor triunghiului AABC, cu a, b si ¢ lungimile laturilor BC, CA si AB, iar cu 4, B
si C marimea unghiurilor triunghiului, masurata in radiani si cuprinsa strict in intervalul (0, 7).

Cu numere complexe avem relatiile:
a=|z;—zgl, b=|zy—2zc|, c=|zg— 24
si
A=larg wal, B =larg wp|, C=larg wcl,

unde am notatcu w,, wg $1 W, rapoartele

Zc — Zy Zp — Zp Zgp — Z¢

Wy = Wp = We =

ZB_ZA’ ZC_ZB, ZA_ZC,

pe care le vom numi in continuare rotori. Denumirea este justificatd de formula de calcul
7y = zg + wp(zc — zp),

de exemplu, care spune ca punctul A se obtine din punctul C printr-o rotatie in jurul lui B de

unghi egal cu argumentul lui wg si o scalare de marime cat modulul lui wg.



In clasa complex avem urmatoarele implementari ale marimilor precizate mai sus:

Complex i = new Complex(@, 1);

Complex zA =1+ 1i, zB= -1+ 2 * i, zC =2 - i;

double a = (zC - zB).Ro, b = (zA - zC).Ro, ¢ = (zB - zA).Ro;
Complex omegaA = (zC - zA) / (zB - zA), omegaB=...

double A = Math.Abs(omegaA.Theta), B=...

Cazul bazi-unghi-laturi. Incepem cu cazul cel mai simplu, cel numit in topografie
radiere: fiind date punctele de bazd zgsi z., se cere sa se afle z, cunoscand unghiul B si lun-
gimea c. Rezolvarea este imediata, deoarece rotorul varfului B este gata determinat:

c
lwg| = —— = x argwg = B,

si prin urmare z4 se calculeaza cu relatia
7y = zg + wp(zc — 7).

Urmatorul program construieste de doua ori triunghiul AABC, prima data pe stanga bazei cand
aceasta este parcursa in sensul de la B la C, si apoi pe dreapta:

public class BazaUnghilLatura : ComplexForm
{
Complex i = new Complex(@, 1);
void bazaUnghilLatura(Complex zB, Complex zC, double B,
double c, out Complex zA, bool peStg = true)

{
if (!peStg) B *= -1;
double a = (zC - zB).Ro;
Complex omegaB = Complex.setRoTheta(c / a, B);
zA = zB + omegaB * (zC - zB);

}

public override void makeImage()

{
setXminXmaxYminYmax(-5, 5, -5, 5);
ScreenColor = Color.WhiteSmoke;
PenColor = Color.Navy;
initScreen();
Complex zB = -3 - i, zC = 1.5 , zA;
double B = Math.PI / 7;
double ¢ = 7.5;
setLine(zB, zC, Color.Red);
bazaUnghiLatura(zB, zC, B, c, out zA);
setLine(zB, zA, Color.Green);
setLine(zC, zA, Color.Green);
bazaUnghilLatura(zB, zC, B, c, out zA, false);
setLine(zB, zA, Color.DarkMagenta);
setLine(zC, zA, Color.DarkMagenta);
setAxis();
resetScreen();
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Observati cd in metoda bazaUnghiLatura() parametrul peStg are setatd valoarea
implicitd true, deci la apelare este necesar sa fie precizat numai daca dorim sd aiba valoarea
false, iar parametrul zA este declarat ca parametru de iesire, cu out, ceea ce Tnseamna ca este
primit prin referintd iar metoda noastra trebuie neaparat sa-i atribuie o valoare.

Exercitiul 1. Puneti in evidenta locul geometric al varfului A al triunghiului AABC, atunci cand
baza BC este fixa, iar unghiul B si lungimea c variaza dupa legea:

c =t,

1
B = arccos? t € (1, +oo).

Justificati rezultatul observat.
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Cazul baza-unghi-unghi. Consideram cazul cand se cunoaste baza si unghiurile B si C
de la baza triunghiului. Evident ca si unghiul A este cunoscut, A = m — (B + C). Pentru deter-

minarea varfului 4 se poate folosi rotorul oricarui varf al triunghiului, noi il preferam, pentru
ZA—ZB
Zc—ZB.

uniformitatea prezentarii, tot pe wp = Acum, pentru a-i calcula modulul, avem nevoie de

Teorema sinusurilor:

a b c
2R.

sinA sinB sinC
Prin urmare numarul complex wg este determinat din relatiile

o] |zg —zg| ¢ sinC B
Wl =—7——=—-= argwg =
B ze—2z5] ~ a sind’ 5@z '

iar z, se calculeaza cu tot relatia z, = zg + wg(z; — zp).

Exercitiul 2. Implementati metoda

public void bazaUnghiUnghi(Complex zB, Complex zC, double B,
double C, out Complex zA, bool peStg = true)

{

if (!peStg) B *= -1;

Complex omegaB = ...

zA = zB + omegaB * (zC - zB);
}

care determina, din datele prezentate, cele doud pozitii posibile ale varfului 4. Utilizati acesta
metoda pentru a desena urmatorul sir de triunghiuri dreptunghice, toate cu aceleasi unghiuri:
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Exercitiul 3. Punctele B si C fiind fixate Tn mod arbitrar, puneti in evidenta, in fiecare dintre
cazurile urmatoare, locul geometric al varfului 4 al triunghiului AABC cand masura unghiurilor

B si C variaza dupa legea

B =2t -

a) {sz_t te(03); b)
) 2

2 C=§—t,

B = arctan(3t) _ {B = arctan(sint)
€) { C = arctan(2t), t € (0, +00); d) C=t, t € (0, 7).

- %
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Cazul baza-latura-latura. Consideram, in final, cazul cand sunt date varfurile B si C si

se cunosc lungimile b si c. Evident ca si latura a este cunoscuta, a = |z; — zg |. Folosim, de

. - . ZpA—Z
exemplu, iarasi rotorul wg = ZA ZB . Acum modulul este cunoscut:
C™4B

|24 —zp| ¢

lwg| = ==
|zc —zg| a

iar argumentul se determind din Teorema cosinusului:

b? = a? + ¢? — 2ac cos B.

Prin urmare
B a® + c? — b?
arg wg = B = arccos ———
& 2ac ’

iar z, = zg + wp(zc — zp).



Exercitiul 4. Implementati metoda

public void bazalLaturalLatura(Complex zB, Complex zC, double b,

double c, out Complex zA, bool peStg = true) { ... }
care determind, din datele prezentate mai sus, cele doua pozitii posibile ale varfului 4 si puneti in
evidenta locul geometric al punctului z4 in cazul in care zg = —1 — i, z; = 1 + i, iar lungimile
. . - b=3+t
b si ¢ variaza dupa legea: { c=3—t te (—\/f \/E)
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Exercitiul 5. Acelasi enunt ca mai sus, cu alta lege de variatie: { Cb: 3t t e (% 2\/7) .
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Cazul triunghiului isoscel. Daca triunghiul AABC este isoscel, cu AB = AC, atunci este
mai elegant sa folosim rotorul varfului A, deoarece acesta este un numar complex unitar,

|z — z4| _

=1
|zg — 24| '

lwal =

prin urmare produsul cu w, reprezinta o rotatie de unghi 4, fara scalare. Afixul z4 al apexului 4
Zc—ZA

se determina din definitia rotorului w, = — si obtinem
B~Z4A
Zc — WpZp
Zy=—
1—wy

Exercitiul 6. Desenul urmator a fost obtinut construind triunghiuri echilaterale pe exteriorul
laturilor pentagonului interior si repetand constructia pentru pentagonul exterior obtinut:
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Studiati codul clasei care a realizat acest desen:

class PentagoaneExterioare : ComplexForm
{
void bazaApex(Complex zB, Complex zC, double A,
out Complex zA, bool peStg = true)
{ //calculeaza apexul zA al triunghiului isoscel zB zA zC
Complex omegaA = Complex.setRoTheta(1, A);
if (!peStg) omegaA = omegaA.conj;
zA = (zC - omegaA * zB) / (1 - omegaA);
}
void traseazaTriunghi(Complex zA, Complex zB, Complex zC, Color col)
{
setLine(zA, zB, col);
setlLine(zB, zC, col);
setLine(zC, zA, col);



bool esteInTriunghi(Complex z, Complex zA, Complex zB, Complex zC)

double s = ((zB - z) / (zA - z)).Theta + ((zC - z) / (zB - z)).Theta
+ ((zA - z) / (zC - z)).Theta;
return Math.Abs(s) > 0.5;

}
void umpleTriunghi(Complex zA, Complex zB, Complex zC, Color col)
{
foreach (Pixel px in bmpPixels)
{
if (esteInTriunghi(getZ(px), zA, zB, zC)) setPixel(px, col);
}
}

void transformaPoligon(ref Complex[] p, Color col)
{ //pentagonul p trece in pprim
int N = p.Length - 1;
Complex[] pprim = new Complex[N + 1];
for (int k = @; k < N; k++)
{
bazaApex(p[k], p[k + 1], Math.PI / 3, out pprim[k], false);
umpleTriunghi(p[k], p[k + 1], pprim[k], col);
traseazaTriunghi(p[k], p[k + 1], pprim[k], PenColor);
}
pprim[N] = pprim[@];
p = pprim;
}
public override void makeImage()
{
setXminXmaxYminYmax(-10, 10, -10, 10);
ScreenColor = Color.WhiteSmoke;
PenColor = Color.Navy;
initScreen();
int N = 5;
Complex[] pInterior = new Complex[N + 1];
double delta = 2 * Math.PI / N;
Complex q = 0;
Complex a = new Complex(9, -1.6);

//incarcam in tabloul p pentagonul cu centru q si primul varf a
for (int k = 0; k <= N; k++)
{

}

pInterior[k] = q + Complex.setRoTheta(1, k * delta) * (a - q);

//repetam constructia de trei ori
for (int kol = 0; kol < 3; kol++)

{
transformaPoligon(ref pInterior, getColor(100 + 20 * kol));

resetScreen();

}

Incercati sa modificati acest program astfel incét si obtineti desenul urmator, in care s-a pornit
de la pentagonul exterior si s-au construit triunghiuri isoscele pe interiorul laturilor, apoi s-a
repetat constructia pentru pentagonul nou obtinut:
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Exercitiul 7. Desenati si rezolvati problema lui Napoleon : pe fiecare latura a unui triunghi
oarecare AABC construieste in exterior cate un triunghi isoscel cu unghiul de la varf de 120° si
cu baza pe latura triunghiului dat. Cu notatiile din figura urmatoare, aratati ca triunghiul AA'B’C’
este echilateral.
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. . . 2 . . 2T . .
Indicatie: Folosim rotorul w = cos— +isin— si avem zp, = (z4 — wzc) si celelalte.

1
1-w
. . . . 1

Folosind relatiile w® = 1 si w? + w + 1 = 0 obtinem z, — zg, = P (w?z4 + wzg + zp), etc.

Exercitiul 8. Ilustrati urmatorul caz al Teoremei Petr—Douglas—Neumann: pe laturile unui
- A . . e . ~ 2

pentagon convex oarecare construim in exterior triunghiuri isoscele cu unghiul de la varf de -

radiani. Varfurile acestor triunghiuri formeaza un alt pentagon pe care construim iarasi

. e . A 4T . . . o o .
triunghiuri isoscele, acum cu unghiul de la varf de - radiani. Mai repetam o data constructia cu

unghiul de la varf de 6?“ radiani. Aratati ca ultimul pentagon este un pentagon regulat.

Link: https://en.wikipedia.org/wiki/Petr%E2%80%93Douglas%E2%80%93Neumann theorem
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