Desene recursive

O imagine sau un desen are un model recursiv (recursive pattern) daca o anumita parte a
sa este compusa din mai multe componente similare cu aceasta si, la randul lor, fiecare astfel de
componenta este compusa din parti similare cu ea, si asa mai departe. De exemplu, capatana de
conopidi/broccoli Romanesco'

Figura 1. Romanesco broccoli

are un model recursiv. La fel si o frunza de cucuta:

Figura 2. Conium maculatum

! vezi https:/en.wikipedia.org/wiki/Romanesco_broccoli




Vom prezenta aici trei metode de trasare a unui desen recursiv utilizand un exemplu mult
mai simplu decat imginile de mai sus, si anume vom desena patratul lui Sierpiski2 , S, care nu
este altceva decat varianta bidimensionald a mulfimii ternare a lui Cantor’, K, mai precis

S =K XK.

Sa definim multimea S in mod direct (vezi Figura 3). Pornim cu un patrat P de latura € pe
care il Tmpartim in 9 patrate p de latura €/3, dispuse in trei randuri si trei coloane. Eliminam
interiorul patratului central si ne rdman 8§ patrate p. Pentru fiecare dintre acestea repetam
procededura de imprtire si eliminare. Obtinem 82 pitrate de laturd £/32. Repetdm la nesfarsit
procedura. Punctele care raman ne-eliminate formeaza, prin definitie, mulfimea S.

Este clar ca S, patratul lui Sierpinski, este nevid: macar punctele aflate pe laturile
patratelor centrale raiman ne-eliminate. Aceastd multime are multe proprietai interesante care {in
de topologia lui R? si de teoria masurii, dar aici noi dorim numai si o desenim in C#.

ol ComplexExplorer.Sierpinskid (complet) - X

Menu

et
T
e
it
a
B

TITEE

S
14
3

I
£
E3E 3
i

it
T
e
i
o
B

Figura 3. Patratul lui Sierpinski

Vom folosi liste de patrate, deci va trebui sa definim o structura care sa pastreze toate
informatiile necesare desenarii unui patrat. Obsrvam ca toate patratele care apar in figura sunt cu
laturile paralele cu axele de coordonate, iar pentru a trasa un astfel de patrat este suficient sa
cunoastem centrul si lungimea laturii.

? Wactaw Sierpinski (1882-1969), matematician polonez.
3 vezi https://en.wikipedia.org/wiki/Cantor set




Vom ingloba definitia structurii si a metodelor de trasare ale ei intr-o clasa derivata din

ComplexForm, pe care o vom mosteni mai departe cand vom trasa efectiv desenul cu metoda

makeImage().

public class ComplexFormSierpinski : ComplexForm

{

public static Complex i = Complex.setReIm(@, 1);
public struct Patrat
{ //patratul de centru q si de latura lat
public Complex q;
public double lat;
public Patrat(Complex qq, double llat)

{
q = 499,
lat = 1lat;
}
}
public void deseneazaPatrat(Patrat P, Color col)
{
double r = P.lat / 2;
int iimin = getI(P.q.Re - r), iimax = getI(P.q.Re + r);
int jjmin = getJ(P.q.Im - r), jjmax = getI(P.q.Im + r);
for (int ii = iimin; ii <= iimax; ii++)
for (int jj = jjmin; jj <= jjmax; jj++)
{
setPixel(ii, jj, col);
}
setLine(iimin, jjmin, iimax, jjmin, PenColor);
setLine(iimin, jjmax, iimax, jjmax, PenColor);
setLine(iimin, jjmin, iimin, jjmax, PenColor);
setLine(iimax, jjmin, iimax, jjmax, PenColor);
}
public void traseaza(List<Patrat> 1i, Color col)
{
foreach (Patrat p in 1i) deseneazaPatrat(p, col);
}

Incepem cu metoda cea mai usor de programat si cea mai grea de executat de calculator:

functii recursive. Despre ineficiena implementarilor cu functii recursive am mai discutat §i vom

mai reveni.

Ce executam pe un anumit nivel de autoapelare? Daca am depasit nivelul final nu avem

nimic de facut: inchidem cu return apelul curent, daca nu, trasam patratul curent, apoi il impar-
tim n 9 parti egale si trecem la nivelul urmator cu 8 autoapelari. Simplu:

public class SierpinskiRecursiv : ComplexFormSierpinski

{

void deseneazaRec(Patrat P, int niv)

{
if (niv <= @) return;
deseneazaPatrat(P, getColor(900 - 50 * niv));
if (!resetScreen()) return;

niv--;
double x = P.q.Re, y = P.q.Im;



double lat = P.lat / 3;
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public override void makeImage()

{
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setXminXmaxYminYmax(-0.1, 1.1, -0.1, 1.1);
ScreenColor = Color.White;
Patrat P = new Patrat((1 + i) / 2, 1.0);
deseneazaRec(P, 5);

resetScreen();

}
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i ComplexExplorer SierpinskiRecursiv (in lucru) -

Rezolvarea care urmeaza, prin metoda motivelor iterate, este cea mai buna: si usor de
programat, si usor de executat. Singura dificultate care apare: trebuie sd memoram cumva
patratele generate la fiecare etapa si pentru aceasta vom folosi, asa cum am spus, liste generice.

In ce constd metoda: in etapa initiald baza este un patrat care va fi inlocuit cu motivul
format din 8 patratele care in etapa urmatoare vor deveni 8 baze. Prin urmare, in fiecare etapa,
transformam o listd Inlocuind fiecare patrat din lista cu alte 8 patrate mai mici. La fel de simplu

ca mai inainte, dar mai eficient:
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public class SierpinskiMotiveIterate : ComplexFormSierpinski

{

void transforma(ref List<Patrat> 1i)

{

}

List<Patrat> rez = new List<Patrat>();
foreach (Patrat P in 1i)

{
double x = P.q.Re, y = P.q.Im;
double lat = P.lat / 3;
rez.Add(new Patrat(new Complex(x - lat, y -
rez.Add(new Patrat(new Complex(x - lat, y),
rez.Add(new Patrat(new Complex(x - lat, y +
rez.Add(new Patrat(new Complex(x, y - lat),
rez.Add(new Patrat(new Complex(x, y + lat),
rez.Add(new Patrat(new Complex(x + lat, y -
rez.Add(new Patrat(new Complex(x + lat, y),
rez.Add(new Patrat(new Complex(x + lat, y +

}

1i = rez;

public override void makeImage()

{

setXminXmaxYminYmax(-0.1, 1.1, -0.1, 1.1);
ScreenColor = Color.White;

List<Patrat> fig = new List<Patrat>();
fig.Add(new Patrat((1 + i) / 2, 1.0));
traseaza(fig, getColor(650));

for (int k = 1; k < 5; k++)

{
transforma(ref fig);
traseaza(fig, getColor(650 + 50 * k));
if (!resetScreen()) return;

}
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In sfarsit, ultima metoda, cea a transformarilor geometrice iterate, se deosebeste de cele
precedente prin modul de aplicare a similitudinilor: pana acum in etapa curenta fiecare patrat era
inlocuit cu 8 patratele, acum 1n etapa curentd vom inlocui intreaga figura S cu 8 figuri s, similare
cu S prin 8 transformari geometrice stabilite de la bun Inceput, si anume cele care duc patratul
initial, U =[0,1] x [0,1], in cele 8 patratele de latura 1/3 .

Dificultatea metodei consta numai in stabilirea acestor transformari geometrice. Sa studi-
em codul:

public class SierpinskiTransformariIterate : ComplexFormSierpinski

{

Complex wl = (1 +1 *1i) / 6;

Complex w2 = (1 + 3 * i) / 6;

Complex w3 = (1 +5 * i) / 6;

Complex w4 = (3 +1 * i) / 6;

Complex w5 = (3 + 3 * 1) / 6;

Complex we = (3 +5 * i) / 6;

Complex w7 = (5 + 1 * 1) / 6;

Complex w8 = (5 + 3 * i) / 6;

Complex w9 = (5 + 5 * i) / 6;

Patrat T1(Patrat P) { return new Patrat(wl + (P.q - w5) / 3.0, P.lat / 3); }
Patrat T2(Patrat P) { return new Patrat(w2 + (P.q - w5) / 3.0, P.lat / 3); }
Patrat T3(Patrat P) { return new Patrat(w3 + (P.q - w5) / 3.0, P.lat / 3); }
Patrat T4(Patrat P) { return new Patrat(w4 + (P.q - w5) / 3.9, P.lat / 3); }
//lipseste T5

Patrat Teé(Patrat P) { return new Patrat(wé + (P.q - w5) / 3.9, P.lat / 3); }
Patrat T7(Patrat P) { return new Patrat(w7 + (P.q - w5) / 3.9, P.lat / 3); }
pPatrat T8(Patrat P) { return new Patrat(w8 + (P.q - w5) / 3.0, P.lat / 3); }
Patrat T9(Patrat P) { return new Patrat(w9 + (P.q - w5) / 3.0, P.lat / 3); }

void transforma(ref List<Patrat> 1i)

{
List<Patrat> rez = new List<Patrat>();
foreach (Patrat P in 1i) rez.Add(T1(P));
foreach (Patrat P in 1i) rez.Add(T2(P));
foreach (Patrat P in 1i) rez.Add(T3(P));
foreach (Patrat P in 1i) rez.Add(T4(P));
//lipseste T5
foreach (Patrat P in 1i) rez.Add(T6(P));
foreach (Patrat P in 1i) rez.Add(T7(P));
foreach (Patrat P in 1i) rez.Add(T8(P));
foreach (Patrat P in 1i) rez.Add(T9(P));
1i = rez;

}

public override void makeImage()

{
setXminXmaxYminYmax(-0.1, 1.1, -0.1, 1.1);
ScreenColor = Color.White;
List<Patrat> fig = new List<Patrat>();
fig.Add(new Patrat(w5, 1.9));
traseaza(fig, getColor(650));



for (int k = 1; k < 5; k++)

{
transforma(ref fig);
traseaza(fig, getColor(650 + 50 * k));
if (!resetScreen()) return;

}

Dupa cum se vede obtinem acelasi rezultat:
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Aici Complex ws = (3 + 3 * i) / 6; este centrul patratului initial, U = [0,1] X [0,1], iar
celelale 8 w-uri sunt centrele celor 8 patratele de latura 1/3 din interiorul lui U.

Transformarea patrat Ti(Patrat P),de exemplu, duce orice patrat P din plan in patratul
obtinut dupa ce se aplica o omotetie de centru w5 §i raport 1/3, urmata de o translatie de vector
wl- ws, care mutd centrul patritelului rezultat in wi. In primul foreach din transforma(), apli-
cam transformarea geometrica T1 la toate patratele din lista primita, altfel spus transformam prin
T1 intreaga figurad obtinuta pana in etapa curenta. Aplicdm apoi si celelalte transformari T.

In cazul exemplului nostru, patratul lui Sierpinski, aceastd metoda pare mai dificila decat
cea a motivelor iterate, deoarece acolo, la aplicarea motivului am facut doar cateva calcule foarte
simple pentru a determina centrele celor 8 patratele. Totusi, in general, aplicarea motivului pre-
supune utilizarea locala a unor transformari geometrice, vezi cazul curbei lui Koch, si atunci cele
doua metode sunt comparabile ca dificultate.

In final, revin cu discutia despre ineficienta implementarior cu functii recursive.
Deoarece problema este aceeasi si in C#, in C/C++, care sunt limbaje imperative executate pe o



singura stiva, adaug aici un curs mai vechi, care nu mai apare in programa actuala a disciplinei
Fundamentele programarii din anul 1 de studiu, dar al carui continut este valabil in continuare.

Functii recursive in C/C++
(Cursul 9.b din 2017, anul 1)

Antetul unei functii contine toate informatiile necesare compilatorului pentru a proiecta

apelarea ei. De exemplu, in cazul functiei f cu antetul
int f(double x, double y){ ... }

la evaluarea unui apel de forma

a=£(1.0,2.0)
compilatorul stie ca mai intai trebuie depuse pe stiva valorile actuale 1.0 si 2.0 ale celor doi
parametrii 1n doud locatii de tip double nou create, dupa care trebuie pus in executie codul
functiei f printr-o instructiune call a asamblorului, iar la incetarea apelului rezultatul, lasat de
functie intr-un registru al microprocesorului, trebuie atribuit lui @. Cand proiecteza codul
functiei f compilatorul deja a citit antetul acesteia, deci apelul de mai sus poate fi tradus in cod
magsind chiar si in cazul in care el apare chiar in corpul functiei f. Intr-o astfel de situatie spu-
nem ca f se auto-apeleazd, sau ca f este o functie recursiva.

In programul urmator avem doud exemple de functii recursive, unul bun si altul rau.
Amandoua trec de faza de compilare, dar la rulare functia asaNu produce o eroare grava de
executie (depasire de stiva), in timp ce asaDa are rezultatul afisat in comentariul final:

#include<iostream>
using namespace std;

void asaNu (char ch) {
cout << ch;
asaNu(ch + 1);
return;

void asaDa (char ch) {
if (ch > 'z') return;
cout << ch;
asabDa(ch + 1);
return;

int main(void) {
asaba('a'");
//asaNu('a') ;
cout << endl;
return 0;



abcdefghijklmnopgrstuvwxyz
Press any key to continue . . .*/

In cazul functiei asaNu compilatorul ne da avertismentul
warning C4717: 'asaNu' : recursive on all control paths, function will cause
runtime stack overflow

deoarece constatd ca nu a fost prevazuta nici o cale de iesire din recursivitate, printr-o testare
care sa opreasca auto-apelarea la nesfarsit a functiei. Daca trecem peste acest avertisment §i
lansam in executie functia, stiva se va umple imediat iar programul va fi stopat de catre sistemul
de operare.

La proiectarea unei functii recursive prima grija a programatorului este sa asigure iesirea
din recursivitate, pe cat posibil chiar din prima instructiune (ca in cazul functiei asaDa).

O functie f poate sa fie recursiva si fara sa se auto-apeleze, atunci cand face parte dintr-
un sir de functii care se apeleaza ciclic, de exemplu cand in corpul ei existd un apel catre o
functie g care, la randul ei o apeleaza pe f. Si in acesta situatie trebuie asigurata, in primul rand,
iesirea din recursivitate.

Sa observam ca orice bucla iterativa poate fi implementatd cu o functie recursiva. De
exemplu, urmatorul for

for (int i = imin; i < imax; 1i++) {
cout << 1 << endl;

este echivalent cu apelul pascuPas(imin, imax) al functiei auto-apelante

void pasCuPas(int i, int imax) {
if (i >= imax) return;
cout << 1 << endl;
pasCuPas (i + 1, imax);
return;

Avem aici doud modalitati distincte, una iterativa si alta recursiva, pentru a produce
acelasi rezultat, dintre care prima este de preferat, deoarece se executa mai repede (reiterarile cu
for, while sau do-while sunt mult mai rapide in C/C++ decat apelurile de functii) si nu incarca
deloc stiva. In general, in limbajul C/C++ rezolvarile iterative sunt mai eficiente decat cele
recursive.

Iata o rezolvare cu functii recursive a problemei determinarii valorii maxime a unui
tablou, bazatd pe observatia cd maximul unei multimi {a;, g@;+1 ,... g, aj+1, ... ax} este egal cu cel
mai mare dintre maximul submultimii {a;, @;+1 ... @;} si maximul submultimii {@;:1, ... ax}:

#include<iostream>

using namespace std;

int maxim(int a[], int i, int k) {
if (i>=k) return alk];
int J=(i+k)/2;



int maxStg=maxim(a,i,]j);
int maxDrp=maxim(a,j+1,k);
return maxStg<maxDrp? maxDrp : maxStg;
}
int maximIterativ(int al], int i, int k) {
int max=al[i];
for (int j=i+1;j<=k;Jj++)
max=(max>=al[j] ? max : al[j]l);
return max;
}
const int n=100000;
int a[n]={1,2,300,4,50,60,7,8,9,100};
int main(void) {
cout<<maxim(a, 0,n-1)<<endl;
cout<<maximIterativ(a,0,n-1)<<endl;
return 0;

Am prezentat spre comparatie si rezolvarea iterativa clasica. Chiar daca metoda recursiva
de mai sus pare foarte eficientd, numarul total de comparatii este in ambele cazuri de ordinul lui
n, de unde urmeaza ca vitezele de executie sunt comparabile. In cazul recursiv, deoarece la
fiecare etapa se injumatateste dimensiunea problemei, nivelul maxim de auto-apelare este de
ordinul lui logyn; dar fiecare apel de pe nivelele intermediare genereaza doua auto-apelari, in
consecintd numarul total de apeluri este de ordinul lui 7.

Subliniem ca orice metoda iterativd se bazeaza tot pe surprinderea unei relatii de
recursivitate a problemei rezolvate, de exemplu metoda implementata in functia maximlIterativ
urmatoare foloseste in mod recurent faptul cd maximul multimii {a;, a;11,... ax} este egal cu cel
mai mare dintre a; si maximul submultimii {a;, a;+1,... @1}-

Sa studiem urmatoarea varianta recursiva a functiei maximliterativ

#include<iostream>
#include <windows.h>
using namespace std;

int maxim(int a[], int i, int k) {
1f (k<=1) return alil;
int max=maxim(a,i,k-1);
return max>=alk] ? max : alk];
}
const int n=5000;//Depasire stiva!
int a[n]={1,2,300,4,50,60,7,8,9,100};
int main(void) {
// bloc try-except special
// pentru a prinde erorile grave
// blocul standard C++ "try-catch" nu functioneaza aici
_ try{ // (Microsoft specific)
cout<<maxim(a,0,n-1)<<endl;
}
__except (EXCEPTION EXECUTE HANDLER) {
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if ( GetExceptionCode () ==EXCEPTION STACK OVERFLOW )
cout << "Depasire stiva!'"<< endl;

else
cout << "Eroare la executie!"<< endl;

}

return 0;

Programul functioneaza pentru n=4000, dar pentru n=5000 avem depasire de stiva. Spre
deosebire de prima abordare cu functii recursive a maximului unui sir, in care dimensiunea
problemei se injumatdtea la fiecare auto-apelare, acum scade doar cu o unitate, deci nivelul
maxim de auto-apelare este acum de ordinul lui 7, si dupa cum se observa 5000 de apeluri
nerezolvate si, prin urmare, stivuite unul peste altul au epuizat stiva, care in mod implicit are
marimea de numai 1 Mb.

Iata o aplicare si mai dezastroasa a auto-apelarii: se cere definirea functiei

double x(int n)
care returneaza valoarea termenului x, al sirului dat de relatia de recurentd x,=(x,.1+2/x,2)/2
pentru n=2, 3, ..., cu xo=1 si x;=10 fixati.

Programul

#include<iostream>
using namespace std;
double x0=1.0;
double x1=10.0;

double x(int n) {
1f (n<=0) return x0;
if (n==1) return x1;
return (x(n-1)+2.0/x(n-2))/2.0;
}
int main(void) {
int n=30;
//la n=50 executia se blocheaza
cout<<x (n)<<endl;
return O;

functioneaza pentru n=30, dar la =50 ramane “atarnat in gol” si trebuie oprit cu Task Manager.
Este usor de vazut cd nivelul maxim de auto-apelare este ca si in exemplul precedent de ordinul
lui 7, dar acum numarul total de apeluri este de ordinul lui 2". Volumul de ocupare a stivei fiind
de ordin exponential, rezolvarea este inutilizabila.

Ineficienta metodei de mai sus provine din faptul ca nu pastreaza nici un rezultat interme-
diar. Pentru calculul lui x4 este calculat x3 si x;, dar la calcularea lui xs din x4 si x3, termenul x;
este calculat din nou. Comparati cu urmatoarea varianta iterativa:

#include<iostream>
using namespace std;
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double x0=1.0;
double x1=2.0;

double x(int n) {
1f (n==0) return x0;
double xTrec, xPrez=x0, xViit=xl;
for (int i=2; i<=n; 1i++){
xTrec=xPrez;
xPrez=xViit;
xViit=(xPrez+2.0/xTrec)/2.0;
}
return xViit;
}
int main(void) {
int n=300000000;
cout<<x (n)<<endl;// 1.41421
return 0;

Sa analizdm acum calculul sumelor de forma s,=a; + a, + ... + a,. Metoda iterativa
standard se bazeaza pe relatia de recurentd  s,=s,.1ta, , cu so=0, si se implementeaza prin
alocarea unei singure variabile initializata cu 0 la care adundm pe rand termenii a; pe masura ce 1i
formam.

Rezolvarea cu functii recursive se bazeza pe aceeasi relatie de recurenta si arata astfel:
#include<iostream>
#include <windows.h>
using namespace std;
double a(int n){ return 1.0/n; }
double sumalterativa (int n) {
double suma=0;
for (int i=1;i<=n;i++) suma+=a(i); //adica: suma=suma+a (1) ;
return suma;
}
double suma (int n) { //metoda recursiva
if (n==0) return 0;
return suma(n-1) + a(n);
}
int main(void) {
int n=4700;
cout<<"n="<<n<<endl;
cout<<"suma iterativa = "<<sumalterativa (n)<<endl;

cout<<"suma recursiva ;

_try{
cout<<suma (n) <<endl;

}
__except (EXCEPTION EXECUTE HANDLER) {
if ( GetExceptionCode () ==EXCEPTION STACK OVERFLOW )
cout << "Depasire stival!"<< endl;
else
cout << "Eroare la executie!"<< endl;
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return 0;

/*REZULTAT

n=4700

suma iterativa = 9.03264

suma recursiva = Depasire stiva!
Press any key to continue . . .*/

Daca analizam comportamentul stivei la apelul suma(n), observam ca mai intai sunt
calculati si depusi pe stiva termenii a,, a,., ... ao, in acestd ordine, care apoi sunt adunati in
ordine inversa si rezultatul este returnat din aproape in aproape pe masura ce se inchid cele n
apeluri deschise pe stiva.

In concluzie, implementarea recursivitatii prin functii definite recursiv este simpla pentru
programator dar cel mai adesea este epuizantd pentru masina de calcul, limitand drastic volumul
datelor de intrare ce pot fi prelucrate. Limbajul C/C++ este un limbaj imperativ prevazut cu
instructiuni de ciclare foarte eficiente si rapide, iar in acest limbaj fiecare program are la
dispozitie o singurd stiva pentru apelul functiilor, stivd de dimensiune relativ micd. Din acest
motiv in C/C++ sunt de preferat rezolvarile iterative. Totusi, exista situatii in care, din motive de
simplitate, eleganta si uneori chiar eficienta, sunt preferate functiile recursive. lata un astfel de

finclude<iostream>
#include<math.h>

using namespace std;
const double eps=0.1le-12;

double f (double x) {
return x*x-2;

double cauta (double a, double b) {
double med=(a+b)/2;
if (abs (f(med))<eps || abs(a-b)<eps)return med;
return f(a)*f (med)<=0 ? cauta(a,med) : cauta(med,b);
}
int main(void) {
cout.precision(12);
cout<<cauta (0,10)<<endl;
cout<<sqgrt (2.0)<<endl;
return 0;
}
/*REZULTAT
1.41421356237
1.41421356237
Press any key to continue . . .*/
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In final un exercitiu: incercati sa calculati suma produselor termenilor unui sir (a,)
Sy,=a1taiayt ...+ aq1az... a,
pe baza recurentelor s,=S,.11p, S$i py=Pn-1an, cu =0 si po=1, abordand mai intdi o metoda
recursiva si apoi una nerecursiva, si comparati eficienta si aria de aplicare a celor doua rezolvari.
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