Spirala logaritmica

Vom prezenta in acest tutorial spirala logaritmica, o curba cu proprietati
remarcabile, care apare in mod natural in analiza complexa, fiind solutia ecuatiei

diferentiale liniare
2 (t) = Az2(t).

Aici vrem s evidentiem proprietétile geometrice ale acestei curbe!, insistand
asupra faptului ca puterile ¢, cu n € Z, ale oricarui numar complex ¢ € C \ R,
cu |g| # 1, sunt situate pe o spirala logaritmica. Daca g € C\ R are modulul 1,
puterile lui sunt pe cercul unitate, dupa cum bine stim, iar daca ¢ este numar
real, puterile lui sunt pe axa reala, desigur.
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Figura 1: Progresii geometrice

De exemplu, triunghiurile din Figura 1 au varfurile in punctele
Zn,m:wnqm, TLZO,...,N, mzl,...,M,

cu N =205 M =15, iar
B 27r+,, 2 _ 08 27T+,, 271')
w=cos o +isin—, ¢=08-(cos - +isin—).

lyezi https://www.mathcurve.com/courbes2d.gb/logarithmic/logarithmic.shtml
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Definitie. Numim spirala logaritmica o curba care admite o reprezentare para-
metrica de forma

(T) 2(t) = q +upe™, t € (—o0,+00), (1)

unde A = a + ib este un parametru complex cu a # 0 si b # 0, iar q $i ug sunt
doua numere compleze cu ug # 0.

Observatie. Cazul a = 0 corespunde cercului iar b = 0 dreptei. Daca uy = 0
traiectoria lui z = z(¢) se reduce la un punct.

Notam cu r = r(t) distanta de la punctul ¢ la punctul curent z(¢) si cu
0 = 0(t) unghiul facut de semidreapta de la ¢ la z(t) cu orizontala. Tinand cont
de expresia functiei exponentiale

M = @t — et (cog bt + i sin bt)

obtinem
r(t) = |2(t) — q| = |uole = roe®, (2)
0(t) = ang(=(t) — q) = arg(uo) + arg ™ = 6, + b, )
unde am notat rqg = |ug| si p = argug. Din ultima relatie rezulta ca punctul

curent z = z(t) se roteste in jurul punctului fix ¢ cu viteza unghiulara constanta

d

—0(t) = (6o + bt) =b # 0,

dt

in timp ce se apropie de acesta, daca a < 0, sau se indeparteaza, daca a > 0,
dupa legea exponentiala data de (2). Parametrizarea (1) descrie astfel o migcare
in spirala in jurul centrului q.

Observam ca prin schimbarea de variabila u = z — ¢, care reprezinta o tran-
slatie, obtinem pentru u = u(t) legea de migcare

u(t) = upe™,
iar aceasta este o miscare pe o spirala logaritmica centrata in origine.

Deoarece orice spirala logaritmica poate fi translatata astfel cu centrul in
origine, vom prezenta in continuare proprietatile geometrice ale curbei (I') con-
siderand numai cazul ¢ = 0.

Proprietatea definitorie a spiralei logaritmice este urmatoarea:

Propozitia 1. O curba este o spirala logaritmica daca si numai daca unghiul
dintre raza vectoare a punctului curent si tangenta la curba este constant, diferit
de zero (caz in care curba este o dreaptd) si de unghiul drept (caz in care curba
este un cerc).



ol ComplexExplorer.SpiralaLogaritmicaTangente (complet) - X
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Figura 2: class SpiralalogaritmicaTangente

Demonstratie. Fie (I') spirala logaritmica data de ecuatia

2(t) = zpeM.

Unghiul ¢ = ¢(t) dintre raza vectoare si tangenta este unghiul dintre directiile
lui 2(t) si 2/(t), unghi care apare in definitia produsului scalar

< 2(t),2'(t) >=|2(t)||2'(¢)| cos ¢(1).

Prin urmare

Q

Q

n
S
—~

~
S~—

I

N~—
I

|2(t
1 1

- W@ 2 (z(t)/\z(t) + 2(t)Az(t) ) =

_ m . % (Nz(0)2 + Mz(1)?) =
1 1 — R€>\
=52 A+ 2A) = g

Aici am folosit expresia produsului scalar in complex:
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<u,v>= §(uv—|—uv).



Implicatia inversa, daca (I") are proprietatea descrisa atunci este o spirala lo-
garitmica, se justifica pe baza rezultatelor de unicitate locala din teoria ecuatiilor
diferentiale, si este lasata cititorului.

Urmatorul program ilustreaza aceasta proprietate, vezi Figura 2:

/KKK sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok o o o o K Kk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok o  k /
public class SpiralalogaritmicaTangente : ComplexForm
{
Complex i = new Complex(0, 1);
Complex Exp(Complex z)
{
return Complex.setRoTheta(Math.Exp(z.Re), z.Im);
}
public override void makeImage()
{
double r = 2.5;
setXminXmaxYminYmax(-r, r, -r, 1);
ScreenColor = Color.White;
double a = -0.2, b = 1.0;
Complex lambda = a + b * 1i;
double x0 = 1, yO = 2;
Complex z0 = x0 + yO * 1i;
sethAxis();
double T = 10; //t in [0,T]
int N = 10000; //nr. puncte
double deltat = T / N;
for (int k = 0; k < N; k++)
{
double t = k * deltat;
Complex z = z0 * Exp(lambda * t); //z=z(t)
setPixel(z, Color.Navy);
if (k % 1000 == 0)
{
Complex zprim = lambda * z; //z’=z’(t)
double dt = 0.5;
setLine(z - zprim * dt, z + zprim * dt, Color.Red);
setLine(0, z, Color.Red);
}

if ('resetScreen()) return;

[/ H ook ok ok sk sk sk ok ok ok ok okok ok sk sk sk koo ok okok ok sk sk sk ok ko ok kok ok sk sk ok ko ok ok /



O alta proprietate remarcabila a spiralei logaritmice este urmatoarea:

Propozitia 2. Rotirea unei spirale logaritmice in jurul centrului sau are acelagi
efect ca o scalare in raport cu centrul.

M ecuatia spiralei date. Pentru orice § € R avem

Demonstratie. Fie z(t) = ze
relatia

2(t 4 0) = 20N = MM = 2()e® (cos bh) + i sin b)),

pe care o scriem sub forma
(cosbf +isinbd)z(t) = ez (t +0).

Egalitatea de mai sus arata ca punctul curent z(¢) rotit in jurul originii cu
unghiul b0 ajunge in acelasi loc ca punctul z(t + @) de pe spirala data scalat cu
factorul real e=%.

Aceasta proprietate care i-a fascinat pe cei care au descoperit-o, vezi de
exemplu https://en.wikipedia.org/wiki/Logarithmic_spiral, este pusa in
evidenta printr-o animatie grafica de clasa urmatoare.

Animatia are doua parti: in prima parte este afisata cu rosu spirala memorata
in tabloul Complex[] sp, scalata in mod repetat cu facorul alfa = 1.01, iar in
a doua parte este afisata in albastru aceeasi spirala rotita in mod repetat cu un
unghi de 7/100 radiani. Observati ca efectul vizual este acelasi.

/************************************************/

public class SpiraMirabilis : ComplexForm

{
Complex Exp(Complex z)
{
return Complex.setRoTheta(Math.Exp(z.Re), z.Im);
}
Complex[] spirala(Complex lambda, double T, int N)
{
Complex[] rez = new Complex[N];
double deltat = T / N;
for (int k = 0; k < N; k++)
{
double t = k * deltat;
rez[k] = Exp(t * lambda);
}
return rez;
}
void transforma(Complex[] sp, Complex omega)
{



for (int k = 0; k < sp.Length; k++)
{
splk] *= omega;

}

void traseaza(Complex[] sp, Color col)
{
for (int k = 1; k < sp.Length; k++)
{
setLine(splk - 1], spl[k], col);

}
public override void makeImage()
{
setXminXmaxYminYmax(-0.5, 0.5, -0.5, 0.5);
ScreenColor = Color.White;
Complex lambda = Complex.setReIm(-0.1, 0.8);
double T = 100;
int N = 1000;
Complex[] sp = spirala(lambda, T, N);
//scalare iterata cu factor alfa
double alfa = 1.01;
for (int t = 0; t < 500; t++)
{
initScreen();
transforma(sp, alfa);
traseaza(sp, Color.Red);
setAxis();
if ('resetScreen()) return;
}
//rotatie iterata cu unghi alfa
sp = spirala(lambda, T, N);
alfa = Math.PI / 100;
Complex omega = Complex.setRoTheta(l, alfa);
for (int t = 0; t < 1000; t++)
{
initScreen();
transforma(sp, omega) ;
traseaza(sp, Color.DarkBlue);
setAxis();
if (!'resetScreen()) return;

}

/************************************************/
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Figura 3: class SpiraMirabilis

Propozitia 3. Spirala logaritmica transforma orice progresie aritmetica a argu-
mentului intr-o progresie geometrica pe curba.

Demonstratie. Fie t,, = ty 4+ nf o progresie aritmetica de ratie § € R, 6 # 0.
Notam z, = z(t,) si avem

A(tn+0 Mn A0 _ 20
Zni1 = 2(tns1) = 2(t, +6) = 2ze (tnt0) — 5 MMl — ¢
prin urmare
Zn+1
T — M = = const.
Zn

ceea ce trebuia aratat.

Ultima relatie spune ca toate triunghiurile 0z, 2,1 sunt toate asemenea intre
ele.

Triunghiul 0z,2,.1 degenereaza cand raportul w este un numar real. Cel mai
mic 6 > 0 pentru care

Imw=1Im e = ePsinbh = 0

este 0 = 7, caz In care 2, sunt toate punctele de intersectie cu spirala ale unei
drepte care trece prin origine. Pentru



Figura 4: Progresia geometrica

obtinem punctele de intersectie cu spirala ale unei raze vectoare. Din cele aratate
mai sus rezulta ca distantele pana la origine ale acestor puncte formeaza o pro-
gresie geometrica reala, cu ratia

’w’ — ‘6271-/\‘ — 627“1.
Are loc si proprietatea reciproca:

Propozitia 4. Punctele oricarei progresii geometrice avand rafia
w = p(cosf +isinf),
cu p#1si0#km, seafla pe o spirala logaritmica cu centrul in origine.
Observatie. Cazurile exceptate corespund cercului, respectiv dreptei.
Demonstratie. Consideram progresia geometrica p, = pow” cu ratia w € C
satisfacand cerintele. Avem
w" = p™(cosnf + isinnh) = (e™*)"(cosnf + isinnb) =

nlnpt+ind _ An

= e""P(cosnf + isinnf) = e e

unde
A=lInp+ib. (4)
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Prin urmare punctele p,, se afla pe spirala logaritmica
2(t) = zpeM,
cu zg = po si A dat de (4), deoarece

Pn = pow" = poe’™ = z(n).

Foarte interesant este faptul ca si seria geometrica se inscrie pe o spirala
logaritmica:

Propozitia 4. Sumele partiale ale oricarei progresii geometrice avand ratia
w = p(cos @ + isinb),

cu p#1 510 +# kr, se afla pe o spirala logaritmica.

Demonstratie. Consideram progresia geometrica p, = pow”. Avem

Sn=po+pi+-F+on=p(l+w+ - +w") =

1= wt pg Pow ., Do PowW
= Do = — W = — e,
1 —w l—-w 1—-w l—-w 1—-w
cu A dat de (4). Notam g = 2% si 29 = po, si obtinem

sn = q+ (20 — q)e,

deci, conform formulei (1), punctele s, se afla pe spirala logaritmica de centrul
q si parametri 2 si A, vezi Figura 5.

Observatie. In figurile ilustrative pentru ultimile doua propozitii a fost aleasa
ratia w subunitara in modul pentru o mai buna incadrare a imaginilor, deoarece
in acest caz spiralele se infagoara in jurul centrului, dar rezultatele sunt adevarate
si pentru |w| > 1, cand spiralele se desfagoara.

Propozitia 5. Fie (a,) un sir de puncte in planul complex astfel incat linia
poligonala ag,aq,as, ... are urmatoarele doua proprietati:

(1) toate unghiurile dintre doud laturi consecutive au aceeagi masurd, diferita
de kr, k intreg,

L(anan41

(17) toate rapoartele ) dintre lungimile laturilor consecutive au aceeasi
E(anflan)

valoare, p # 1.

In aceste conditii linia poligonala are varfurile pe o spirala logaritmica si, in
plus, daca raportul p este subunitar atunci sirul a, este convergent la punctul q,
centrul spiraler.



S9 :pn(l+w+w2)

/

1=po(1l +w)

Figura 5: Seria geometrica

Demonstratie. Aratam ca urmatorul raport este constant si 1l notam cu w:

Ap41 — Ap
——— = w = const.
ap — Ap—1
intr—adevér, avem
Apy1 — G _ |an+1 - 6Ln| _ E(anan—‘rl) _
Qp — Ap—1 |an - an—1| g(an—lan)
si
arg Ontl — On _ arg(any1 — ap) — arg(any1 — a,) = const.
Ay — Ap—1

fiind unghiul dintre doua laturi consecutive.
Prin urmare, avem relatiile

as —a; = w(ay — agp),

az —as = wlag —ay) = w2(a1 — ap),

Uni1 — ap = W(an — an_1) = W"(a1 — ao),
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care sumate conduc la

1 —wn
2 n
ny1 — 1 = (WHw’+ - +w") (a1 —ap) =w T u (a1 — agp).
De aici, dupa un calcul simplu, urmeaza ca
ap — wWag Ao — a1 4
Apt1 — = w
" 1—w 1—w

de unde, notand

a; — wWag

1—w ’

deducem ca sirul b, = a, — q este o progresie geometrica cu ratia w. Din

Proporzitia 4 urmeaza ca punctele b, se afla pe o spirala logaritmica cu centrul
in origine, prin urmare translatata acesteia cu vectorul ¢ va fi spirala cautata.

Urmatoarea clasa traseaza, plecand de la trei puncte ag, a; si ay fixate ar-
bitrar, linia poligonala cu proprietatile (i) si (é¢) unic determinata de cele trei
puncte initiale, precum si spirala logaritmica pe care se afla varfurile ei.

o) ComplexExplorer.LiniaSpiralata (complet) - X

Menu

Figura 6: Seria geometrica
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public class LiniaSpiralata : ComplexForm
{
static Complex i = new Complex(0, 1);
Complex Exp(Complex z)
{
return Complex.setRoTheta(Math.Exp(z.Re), z.Im);
}
void traseazaSpirala(Complex a0, Complex al, Complex a2)
{
//trasam linia poligonala
Complex omega = (a2 - al) / (al - a0);
int N = 12;
setLine(a0, al, Color.Blue);
Complex aTrec = al, aPrez = a2;
for (int k = 0; k < N - 1; k++)
{
setLine(aTrec, aPrez, Color.Blue);
Complex aViit = aPrez + omega * (aPrez - aTrec);
aTrec = aPrez;
aPrez = aViit;
}
//trasam spirala logaritmica
Complex lambda = new Complex(Math.Log(omega.Ro), omega.Theta);
Complex z0 = (a0 - al) / (1 - omega);
Complex q = (al - a0 * omega) / (1 - omega);
for (double t = 0; t < N; t += 0.001)
{
Complex zt = q + z0 * Exp(t * lambda);
setPixel(zt, Color.DarkSeaGreen);

}

public override void makeImage()

{
setXminXmaxYminYmax (-25, 25, -20, 30);
ScreenColor = Color.White;
sethAxis();
Complex a0
Complex al 1+ 2 % 1i;
Complex a2 = 3 + 4 * i;
traseazaSpirala(a0, al, a2);
setLine(a0, al, Color.Red);
setLine(al, a2, Color.Red);
resetScreen();

2;
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In continuare prezentam doua aplicatii celebre ale Propozitiei 5.

Spirala de aur. Dintre toate dreptunghiurile, cele mai armonioase se considera
a fi cele pentru care raportul dintre lungimea L si latimea [, notat cu

L

Y= 77
este astfel ales incat daca decupam din dreptunghiul dat un patrat cu latura [,
vezi Figura 7, drepunghiul care ramane are laturile tot in acelagi raport, mai

precis daca are loc egalitatea
l

I ¥

s ComplexExplorer.DreptunghiulDeAur (complet) = X

Menu

Figura 7: Spirala de aur

Din aceste relatii rezulta imediat ca raportul ¢, numit raportul de aur, este
solutia pozitiva a ecuatiei
PP —p—1=0,

1++5

2
Numarul ¢ si dreptunghiurile de aur au multe proprietdti, noi suntem inte-
resati aici doar de spirala de aur: drepunghiul ramas dupa decuparea patratului

adica

—1,618....

2vezi https://en.wikipedia.org/wiki/Golden_ratio
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este tot un dreptunghi de aur, deci dupa ce decupam si din acesta un patrat
ramanem tot cu un dreptunghi de aur, i agsa mai departe. Daca alegem modul
de decupare ca in Figura 7 obtinem o spirala de patrate.

Problema. Sa se arate ca centrele patratelor din Figura 7 formeaza un sir con-
vergent la un punct q, aflat in interiorul tuturor dreptunghiurilor de aur obtinute
prin decuparile succesive.

Rezolvare. Acum prima parte a enuntului este foarte usor de demonstrat:
este suficient sa observam ca linia poligonala formata de diagonalele galbene ale
patratelor are proprietatile cerute de Propozitia 5, cu raportul dintre laturile
consecutive subunitar

1
p=—=0618--<1.
@

Din propozitia mentionata rezulta ca varfurile acestor diagonale sunt situate
pe o spirala logaritmica, numita spirala de aur, i deoarece raportul p este sub-
unitar, sirul varfurilor este convergent la centrul ¢ al spiralei. Evident ca in acest
caz si mijloacele diagonalelor formeaza un sir convergent la q.

Partea a doua a problemei este lasata spre rezolvare cititorului.

o ComplexExplorer.TringhiulDeAur (complet) - X
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Figura 8: Triunghiul de aur

Triunghiul de aur. Raportul de aur apare in mod natural in pentagonul re-
gulat, emblema scolii lui Pitagora, fiind raportul dintre lungimea diagonalei si
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lungimea laturii. Semnalam, cu notatiile din Figura 8, si alte aparitii ale lui ¢:

_AC _CD DF
Y=CD DF _FG

Triunghiul isoscel AAC'D, cu unghiul de la varf (apexul) A= grad = 36° si

~ o~ 2
unghiurile de la baza C' = D = % rad = 72°, are proprietea ca bisectoarea C'F

a unghiului de la baza C , de exemplu, 1l imparte in doua triunghiuri, dintre care
unul, ACDF, este asemenea cu cel dat, avand aceleasi masuri pentru unghiuri,
dupa cum este ugor de constatat.

Un astfel de triunghi, cu unghiurile de 36°, 72° si 72°, este numit triunghs de
aur.

Prin urmare: sectionam triunghiul de aur AAC'D si obtinem alt triunghi de
aur, AC'DF', il sectionam si pe acesta si obtinem inca unul, si continuam tot asa.
Daca alegem modul de sectionare ca in Figura 8, obtinem o spirala de triunghiuri.

Problema. Ardtati ca toate triunghiurile de aur obtinute prin procedeul de mai
sus au varfurile pe o spirala logaritmica si trasati aceasta spirald.

Rezolvare. Aplicam Propozitia 5 pentru linia poligonala ACDFG ... si actu-
alizam clasa LiniaSpiralata.
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