Cursul 1

Introducere

Suport de curs: www.math.uaic.ro/~necula

Bibliografie

V. Barbu, Ecuatit diferentiale, Ed. Junimea, Iasi, 1985.

C. Corduneanu, Ecuatii diferentiale si inegrale, Ed. Univ. Al. 1. Cuza, lasi,
1971.

G. Morosanu, Ecuatii diferentiale. Aplicatii, Ed. Academiei, Bucuresti, 1989.

I. I. Vrabie, Ecuatii diferentiale, Ed. Matrix Rom, Bucuresti, 1999.

Algoritmul de notare

La sfarsitul semestrului fiecare cursant primeste o nota care evalueaza activi-
tatea depusa la seminar si cunostintele dobandite.

In sesiune, examenul consta dintr-o proba orala, teorie si probleme.

Nota finala este media dintre nota la examen si nota din timpul semestrului.

La restante si la mariri de nota nu se mai tine cont de nota din timpul
semestrului.

Cerinte minimale

Pentru promovarea examenului sunt necesare cunostintele de analiza mate-
matica din programa preuniversitara (limite, continuitate, derivabilitate, repre-
zentarea grafica a functiilor reale de un singur argument, calculul primitivelor
functiilor elementare), precum si cunoasterea metodelor de integrare a ecuatiilor
diferentiale rezolvabile prin cuadraturi.

Pentru nota minima de promovare aceste cunostinte sunt si suficiente.

§1. Generalitati despre ecuatii diferentiale
Exemplul initial: Sa se integreze ecuatia

2
a:’:TI,t>O, (1)

si sa se determine solutia care la momentul ¢y = 5 are valoarea xy = 10.

Rezolvare. Deoarece variabila x apare sub simbolul de derivare, deducem
ca x este functia necunoscutd, presupusa de clasa C*, iar t este argumentul sau.

Avem de rezolvat o ecuatie diferentiald, adica o ecuatie functionald in care
functia necunoscutd apare in ecuatie Impreuna cu derivatele sale. A integra o
ecuatie diferentiala inseamna a o rezolva, a afla solutiile ei. Conventia uzuala de
scriere a unei ecuatii diferentiale prevede ca argumentul functiei necunoscute si
al derivatelor sale sa nu fie scris in mod explicit daca el reiese clar din context.
Mai mult, se noteaza de obicei cu aceeasi litera atat functia cat si variabila care
desemneaza valoarea functiei, altfel spus se foloseste notatia x = z(¢) in loc de

x = f(t).



Daca functia necunoscuta are un singur argument avem o ecuatie diferentiala
ordinara, altfel avem o ecuatie cu derivate partiale. Ordinul ecuatiei este ordinul
maxim al derivatelor functiei necunoscute care apar in ecuatie.

Functiile necunoscute sunt presupuse, in mod implicit, ca sunt definite pe
multimi conexe. In cazul unei ecuatii ordinare aceasta Insemna ca prin solutie
vom intelege, intodeauna, o functie definita pe un singur interval, derivabila de
atatea ori cat este ordinul ecuatiei.

Forma generala sub care poate fi enuntata o ecuatie diferentiala de ordin n
este

F(t,z, o . ™ M) =0,

cu F o functie continui pe un domeniu (multime deschisa si conexd) Q C R™*1.
Din motive practice, se prefera explicitarea formei generale in raport cu ultima
variabila, adica aducerea ei la forma normala:

™ = f(t,x, 2, ... ™).

Dupa cum vom vedea, o ecuatie diferentiala admite, de regula, o infinitate
de solutii. Pentru a reduce numarul acestora se formuleaza diverse conditii su-
plimentare, dintre care cea mai folosita consta in prescrierea valorilor functiei
necunoscute si a primelor n — 1 derivate la un moment initial t = ty. Obtinem
o problema cu wvalori inifiale sau pe scurt, o problema Cauchy:

{x(”) = f(t,x,2',..., " Y),

z(to) = x0, 7'(to) = 21,..., 2" V(ty) = .

Revenind la exemplul dat, observam ca avem de rezolvat o problema Cauchy
pentru o ecuatie diferentiala de ordinul inai. Vom afla mai intai solutia generala a
ecuatiei, care in cazul nostru va fi o familie de curbe care depinde de o constanta
¢ € R arbitrara, si apoi vom determina constanta c astfel incat solutia ecuatiei
sa satisfaca conditia initiala.

Ecuatia o abordam aplicand in mod explicit strategia generala de rezolvare
in doua etape a unei probleme de matematica: aflam mai intai forma solutiei si
apoi verificam forma gasita.

Etapa I, forma solutiei. Fie x = x(t) o solutie, deci o functie de clasa C?,
definita pe un interval I C (0, +00), care satisface egalitatea

pentru orice t € I. Presupunem ca z(t) # 0 in [, impartim la z(¢) §i integram
de la un tg € I la t. Obtinem

t .1 t
/ M — 2/ d_T’ Vt c [’
to ,T(T) to T

Prima integrald o calculam cu schimbarea de variabila z = z(7), rezulta

dxr = o' (1)dT,

t o (P dr z(t) T x
/tﬂ_/ 9 fe(t)] = In Jo(te)] = 2

o x(7) (to)) T x(to)




In ultima egalitate am renuntat la modul deoarece x(t) si x(t,) au acelasi semn.
A doua integrala este

td t2
2/ —T:2(lnt—1nt0) =In,
tw T t5

. N t . o .
prin urmare, notand ¢ = %, obtinem ca functia x = z(t) are forma
0
x(t) = ct?,

cu ¢ o constanta arbitrara, si putem alege ca domeniu de definitie al solutiei cel
mai mare interval pe care s-a formulat problema, I = (0, 400).

FEtapa a II-a, verificarea formei gdsite. Fie z(t) = ct?, t € (0, +00). Evaluim
pe rand cei doi membrii ai ecuatiei si avem: in stanga

7' (t) = (ct?) = 2et,

iar in dreapta
x(t)  ct?
Tt ot
deci functia z = x(t) verifica ecuatia data.
Am aratat astfel ca solutia generala a ecuatiei (1) este data de relatia

= 2ct,

r=ct?, (t,z)€ (0,+00) xR,

care reprezinta o familie de parabole cu axa de simetrie verticala si cu varful in
origine, restrictionata la semiplanul drept, ¢t > 0.

Rezolvam acum problema Cauchy determinand constanta c astfel incat sa
avem x(5) = 10, obtinem ¢ = 2.

In concluzie, problema enutata are ca unica solutie functia x : (0, +00) — R,

2
x(t) = th, Vt € (0, +00).

Observatie. Exemplul dat fiind extrem de simplu, in prima etapa am fi putut
afla direct solutia problemei Cauchy, alegand chiar ¢y = 5 ca limita inferioara a
z(to) _ 10 _ 5

integralei, si am fi obtinut imediat valoarea lui ¢ = =3* = 7 = 3.
0

§2. Exemple de probleme care conduc la ecuatii diferentiale

Problema 1. Sa se determine o curba plana neteda ale carei tangente in-
tersecteaza azele de coordonate in punctele A(a,0) si B(0,5) cu o+ B = 1.

Rezolvare. Este clar ca orice dreapta care intersecteaza axele in A(«,0) si
B(0,5) cu aw + 8 = 1 este o solutie a problemei noastre, aga ca in continuare
vom cauta o curba care nu are portiuni rectilinii. Vom presupune ca aceasta este
graficul T' al unei functii derivabile x = x(¢), cu ¢ dintr-un interval /. Pentru
simplificarea expunerii vom considera numai cazul ilustrat in Figura 1, cand
a>0,8>0si1C(0,+00).



Fie M(7,x(7)), cu 7 € I, un punct oarecare pe graficul I'. Tangenta in M la
grafic are ecuatia
x—x(r)=2(1)(t — 7).

Intersectam aceasta dreapta cu axele gi avem:

t=0 = z=x(r)—72(1) =8

_ !
e o M) —Td(r)
/(1)
Deoarece

—=-1'(7), Vr e,

o
deducem ca 2/(7) < 0, pentru orice 7 € I.

B0, )

A, 0) ¢

Figura 1: Parabola v/t + vz = 1

In sfarsit, conditia o + 8 = 1 conduce la ecuatia diferentiald

(e(7) — 7'(7)) (1 - 273

ecuatie pe care o scriem, renotand ¢t = 7, sub forma

(z — t2') (1 - xl) 1

Aici am folosit conventia de scriere uzuala a ecuatiilor diferentiale: argumen-
tul functiei necunoscute st al derivatelor sale trebuie scris explicit numai daca el
nu reiese clar din context.

Punem ecuatia sub forma

):1, Vrel,



si o derivam. Obtinem
x//(lj . 1) — "
(@ — 1)

z” (t— ﬁ) =0.

Cum z” = 0 pe un interval inseamna ca functia x = z(t) are graficul pe acel
interval un segment de dreapta, nu suntem interesati de acest caz. Prin urmare,
avem

- -t =

1

t=——
@ =1

iar din ecuatia (2) obtinem

2
1 o T

—_— / f— .
x_(a:’—l)2x+x’—1 (2 —1)2

Deoarece 2’ < 0 avem

1
Vi=— siVI=

-1 -1’

de unde, prin adunare, obtinem ecuatia implicita a curbei cautate
V4V =1,

care poate fi explicitata sub forma

z(t)=t—2vt+1, te(0,1).

Tema. Aratati ca I este un arc de parabola care are ca axa de simetrie prima
bisectoare si este tangenta la axele de coordonate. Rezolvati si celelalte cazuri,
de exemplu: o > 0si 8 < 0.

Problema 2. Sa se studieze miscarea unui punct material M de masa m,
suspendat cu ajutorul unui resort elastic de un reazem fix O, in cazul in care
pozitia initiala My este situata perfect sub reazem, iar viteza initiala vy este pe
directia verticalei. Se va neglija rezistenta mediului $i masa resortului.

Rezolvare. Pentru simplificarea expunerii, admitem ca, datorita conditiilor
initiale, miscarea punctului M va fi pe verticala prin O si notam cu € versorul
acesteia.

Vectorul de pozitie al lui M la momentul ¢ este

OM = (t) = r(t)e,

vectorul viteza



Figura 2: Oscilatorul armonic

iar vectorul acceleratie
a(t) = —u(t) = #(t)e.

Aici am folosit conventia uzuala in mecanica de a nota cu 7 derivata functiei
r in raport cu timpul.

Asupra punctului M actioneaza doua forte, forta de greutate 8 = —mge si
forta elastica E, presupusa proportionala cu elongatia r = OM (legea lui Hooke),

deci E = —kre, cu k > 0.
Aplicam legea fundamentala a dinamicii punctului material, legea lui Newton,

ch:?,

cu

an—i-ﬁz(—mg—kr)é’,

si obtinem ecuatia

mi = —mg — kr,

pe care o scriem sub forma
P4 wir = —g,

unde w? = k/m > 0. Observam ci aceastd ecuatie admite solutia stationard
ro(t) = —g/w? = const., solutie care corespunde punctului de echilibru. Notam
cu x = r — rg elongatia punctului M fata de pozitia de echilibru si obtinem, in
final, ecuatia oscilatorului liniar neamortizat:

i+ wr =0,
Se observa, prin calcul direct, ca functiile
x(t) = coswt

st
x(t) = sinwt



verifica aceasta ecuatie si, o data cu ele, orice combinatie liniara a lor
x(t) = ¢1 coswt + cosinwt,

cu ¢y, ¢ constante reale. Notand cu
_ 2 2
A=/ci +c;

C1
p = arctg —
C2

amplitudinea oscilatiei si cu

defazajul ei, obtinem ca M descrie o oscilatie armonica de ecuatie
z(t) = Asin(wt + @), t € R.

Vom arata, intr-un curs viitor, ca acestea sunt toate solutiile ecuatiei oscila-
torului liniar armonic neamortizat.



