Cursul 2
Ecuatii rezolvabile prin cuadraturi

§1. Ecuatii cu variabile separabile. O ecuatie cu variabile separabile este o
ecuatie de forma

2 = f(Dg(x), (EVS)
unde f si g sunt doua functii continue.

Teorema. Daca f : I = (t1,t2) — R gig: J = (x1,22) — R sunt functii
continue cu g(x) # 0 pentru orice x € J, atunci, pentru orice moment initial
tg € I si orice valoare initiala xg € J, problema Cauchy

{x’ = f(t)g() (PC)

l’(to) = 29

are local o solutie unica, data de formula

rma /t:f(S) ), 1)

unde G : J — R este definita prin

T du
Gla) = / o 2)

pentru orice x € J.

Observatie. In continuare vom avea nevoie de Teorema de inversare locald in
cazul uni-dimensional, cu urmatorul enunt: daca ¢ : (t1,t2) — (x1,22) este o
functie de clasd C* cu ¢'(tg) # 0 intr-un to € (t1,t2), atunci pe o vecindtate a
lui tg functia @ este inversabild, cu inversa o=t de clasd C' gi, mai mult,

dp=t 1

(@) =
dz dy
E(t)

in punctele care se corespund (adicd © = p(t) sau, echivalent, t = ¢~ (x)).
Justificarea acestui rezultat este foarte simpla: ¢’ este o functie continua cu
¢'(to) # 0, rezulta ca are semn constant pe o vecinatate V = (to — a, to + a) C
(t1,t2) a lui ¢y si, prin urmare, ¢ este strict monotona pe V. Notam W = ¢(V)
si, din proprietatea lui Darboux a functiei ¢, rezulta ca restrictia ¢ : V- — W este
surjectiva. Am aratat astfel ca aceasta restrictie este inversabila. Derivabilitatea
el Intr-un punct oarecare z* = ¢(t*) € W se obtine cu schimbarea de variabila
x = @(t) in limita raportului incrementar:
dp™! (%) = lim p @) i@ ottt ]
dx Tz T — x* t—t* gp(t) — gp(t*) do
a(t )

Functia ¢! fiind derivabild este si continud pe W, iar din relatia de mai sus
urmeaza ca si derivata sa este continud, deci o=t € CH(W).



Demonstratia teoremei. Cum g nu se anuleaza gi este continua, ea pastreaza
semn constant pe (1, x2), la fel si functia 1/g. Urmeaza ca G este o functie de
clasia C! strict monotona, deci inversabild, iar din teorema de inversare locala
rezultd cd si functia G este de clasa C1L.
Fie tq € I gi xo € J fixati arbitrar. Ne propunem sa rezolvam problema (PC).
FEtapa I, forma solufiei. Fie x = x(t) o solutie a problemei (PC), definita pe
un interval Iy C I cu ty € Iy. Scriem ecuatia (EVS) sub forma

(1)
g(x(t))

pentru orice t € Iy, si o integram membru cu membru de la ¢y la t. Obtinem
x

I coR REE

pentru orice t € I si, mai departe, cu schimbarea de variabile

= f(t),

aveln ®) .
"Wod
/ du / £(s) ds
z(to) g<u> to

de unde, tinand cont ca x¢ = z(ty), urmeaza ca

Gla(t)) = / £(s) ds,

pentru orice t € Iy, cu G functia definita de relatia (2). Aplicand ambilor membrii
functia G, obtinem ca solutia z = z(t) are forma precizata de relatia (1), pentru
orice t € fo, unde 1:0 C Ij este un subinterval care il contine pe tg.

FEtapa a II-a, verificarea formei gasite. Fie x = z(t) functia data de relatia
(1), definita pe un interval Iy C I, cu tg € Ip. Din continuitatea lui f rezulta
imediat ca z este de clasd C!, iar derivata sa satisface relatia

v0= 67 ([ r9as)] - = o (flt T

pentru orice t € I.

S& observam in final cd, deoarece G(zy) = 0, avem G~'(0) = mg, si prin
urmare, din (1), rezulta x(tg) = xo. Am aratat astfel ca formula (1) ne furnizeaza
o solutie a problemei Cauchy (PC), definita local, pe un interval care il contine

pe to-

Exemplu: Sa se rezolve problema Cauchy

' =2t(z* + 1)
z(1) =0.

Rezolvarea 1. Aplicam teorema. Avem o ecuatie cu variabile separabile cu
fy=2t, f: I=R—->R, glx)=2*>+1,9g: J=R >R, tp=15i 29 =0.



Scriem ecuatia sub forma

si o integram de la 1 la ¢, obtinem

t / t
/ L) 85 (s) ds :/ 2sds,
1 2?(s)+1 0y

si cu schimbarea de variabila u = z(s) avem
r t
/ 5 v / 2sds,
o v+l 1

arctgr = t* — 1.

de unde rezulta egalitatea

Deoarece functia G(x) = arctgz este inversabila ca functie de la J = R in
G(J) = (=%, %), este necesar ca

T 9 ™
—-<t-1<
2 2’

(75,

z(t) =tg (£*—1),
definita pe intervalul I, = (—\/g +1,/5+1) CI=R.

adica

Obtinem solutia

Rezolvarea 2. Calcul formal. Scriem ecuatia sub forma

dx
— =2t(z*+1
separam variabilele
dx
= 2tdt
2+ 1 ’
integram
d
/ S / 2dt,
x?+1
sl avem

arctgr = t* + C,
de unde gasim solutia ecuatiei diferentiale sub forma generala:
r = tg(t* + O).

Pentru a afla solutia problemei Cauchy, determinam constanta C' impunand
sa fie satisfacuta conditia initiala, x(1) = 0. Se obtine solutia

x(t) =tg (£*—1),



iar intervalul maximal care sa il contina pe ¢ty = 1 si pe care functia sa fie bine
definita este I = (—\/g +1,/5+1).

§2. Ecuatia diferentiala a functiei inverse. Sa consideram problema Cauchy:

Lo
bt 41
z(v2) = 1.

Ecuatia fiind cu variabile separabile o integram prin metoda descrisa mai sus si
obtinem urmatoarea solutie generala

dx B 2t
dt  5rt+1

— (52 +1)dx = 2tdt — /(5:p4+1)d:17 = /Qtdt — 2+ =t*"4+C

Din conditia initiald (v/2) = 1 rezulti C' = 0, si astfel am obtinut solutia
problemei Cauchy sub forma implicita

° 4+ =17

Este usor de vazut ca pentru fiecare t fixat ecuatia numerica de mai sus are
o solutie x unica (functia ¢(z) = 2° + z, ¢ : R — R, fiind strict crescitoare si
surjectiva) dar, conform Teoremei Abel-Ruffini, fiind o ecuatie polinomiala de
grad 5, nu avem pentru ea o metoda generala de rezolvare cu radicali.

Nu reugim sa explicitam solutia sub forma z = z(¢) dar reusim sub forma
t = t(x). Intr-adevir, pentru ¢ in vecindtatea lui to = v/2 (conform conditiei

initiale) avem
P +r=1st= Vi’ +u.

Se pune intrebarea: cum verificam ca functia t(x) = vVa® + x, cuz € (0, +00),
este functia inversa a solutiei x = z(t) a problemei enuntate? Raspunsul este dat
de urmatoarea teorema:

Teorema. Fie f: I x J — R o functie continua si fie x = x(t) o solutie a

problemei Cauchy
v =Jtz) (PC.Dir)
l’(to) = X

definita pe un interval I' C I. Daca f(to,zo) # 0, atunci functia x = x(t) este
inversabild local in vecinatatea lui ty $i functia sa inversa, t = t(x), este o solutie
a problemei Cauchy

f(t,z) (PC.Inv)
t(zo) = to.

Demonstratie. Fie z = Z(t), cu & : I’ C I — J' C J, o solutie a problemei
(PC.Dir), deci o functie de clasa C' pentru care

di i ,
) = fli), vie T,



cu &(tg) = wo. Rezulta ca 7'(ty) = f(to,Z(to)) = f(to,z0) # 0 si, din Teorema
de inversare locala, obtinem ca functia = este inversabila in vecinatatea lui tq si
notam inversa sa cu t, adica avem echivalenta

v=7i(t) & t="t)

pentrute I”"cl'size J CJ.
Din formula de derivare a functiei inverse avem:

dt 1 1 1

A o ) aw) )
92 i)
pentru orice x € J”, si, cum x¢ = Z(to) < to = t(w), urmeaza ci t = t(x) este o
solutie pentru problema Cauchy a functiei inverse, (PC.Inv).

Observatie. Teorema de mai sus justifica urmatorul calcul formal de trecere
de la ecuatia diferentiala a functiei directe, = = x(t), la ecuatia diferentiala a
functiei inverse, t = t(x):

dx dt B 1

Mai mult, acest calcul formal permite ca o ecuatie diferentiala de ordinul intai
in doua variabile, ¢ si z, sa poata fi enuntata sub forma simetrica

a(t,x)dt + b(t, z)dz = 0,

forma care poate fi explicitata ca

de _ al(t,z)

dt bt )
pentru functia necunoscuta x = x(t), sau ca

dt  b(t,x)

de  a(t,z)’

pentru functia necunoscuta t = t(z).
Sa revenim la exemplul initial: ecuatia
dr 2t
dt bt +1

are forma simetrica
2tdt — (5z* + 1)dx = 0,

iar ecuatia functiei inverse este

dt _5x4—|—1
de 2t

Sa verificam acum solutia gasita, t(z) = va° + x. Avem
sxt 41 bat+1

NV €))

t'(z) = , Yz € (0,400),



asa cum era de asteptat.

§3. Ecuatii omogene. Ecuatiile de forma
2 =h (f) , (EO)

t

numite ecuatic omogene in sensul lui Fuler, se rezolva cu substitutia

U= —
t

care le transforma in ecuatii cu variabile separabile.
Intr-adevar, din z = tu rezultd «’ = u + tu’ i ecuatia devine u + tu’ = h(u).
Scrisa sub forma

du  h(u) —u
a  t
aceasta este, evident, o ecuatie cu variabile separabile. Am justificat teorema:

Teorema. Dacda h: I — R este continud gi h(u) # u pentru orice u € I, atunci
solutia generald a ecuatiei (EO) este data de

x(t) = tu(t)

pentrut # 0, unde u = u(t) este solutia generald a ecuatiei cu variabile separabile

Exemplu: Aflati solutia generala a ecuatiei

te' =z +te T, t>0.

Rezolvare. Scriem ecuatia sub forma

z

, T
r=—-+et
t Y

si constatam ca este o ecuatie omogena, prin urmare efectuam substitutia

x

u=— <& r=1tu
de unde, prin derivare in raport cu ¢, obtinem
¥ =u+tu.

Nu uitati ca, daca x este functie de ¢, mai precis x = x(t), atunci gi u este
functie de t, u = u(t).
Mai departe aplicam aceste substitutii si obtinem ecuatia

I T -z /I —u du U
r=—-4et& uttu =ute & t—=c¢
t dt
care este cu variabile separabile, asa cu era de agteptat. Separam variabilele

dt

edu = —
t



integram
dt
/ edu= | —
t

e =Int+c

sl avem

u=1In(Int+c)

de unde, revenind in substitutie, obtinem solutia generala
r=tn(Int+ ¢).

Observatie: daca inlocuim constanta arbitrara ¢ cu InC', unde C este tot o
constanta arbitrara, formula de mai sus capata forma

z=tlnln Ct.

Recomand incepatorilor sa verifice acum, direct in ecuatia initiala, solutia
gasita prin derivare. Iata cum: calculam mai intai membrul stang al ecuatiei

1 1 t
te' =t(tnlnCt) =t ({InlnCt +t - —— - — - =tInlnCt .
x (tInln Ct) (nnC’—l— et O C’) nnC’—I—mCt
si apoi membrul drept
- t
x+tet =tlnlnCt + te~ 0t — tlnlnC’t—i—telnlnlCt = t1n1n0t+1 o7
n

Se vede clar ca ecuatia este verificata.

Observatie. Denumirea de ecuatie omogena pentru acest tip de ecuatie este
data de faptul ca, scrisa la forma simetrica, o ecuatie este de acest tip daca si
numai daca coeficientii diferentialelor sunt functii omogene in sensul lui Euler
de acelasi grad:

a(At, \x) = Na(t, r)

VA > 0.
b(\t, A\z) = NPb(t, x),

a(t,x)dt + b(t,z)dx = 0 este (EO) < Jp a. 1. {

Exemplu: Aflati solutia generala a ecuatiei

(t* + 2*)dt — tedr =0, t > 0,z > 0.

Rezolvare. Observam ca forma diferentiala
(t* + 2*)dt — tadx

are coeficientii functii omogene de grad 2, deci ecuatia data este omogena. Ex-
plicitam ecuatia alegand, de exemplu, variabila x ca functie de ¢

£ +2?)dt —tede =0 & — = - =
(t* + z%) xdx 0<:>dt = <:>dt x+

)

dx B 2 4+ 22 dx t =z
t



observam ca intr-adevar este o ecuatie omogena, prin urmare efectuam substitutia
/ !/
r=1tu, T =u-+tu

si obtinem ecuatia cu variabile separabile
, 1
Uty =u+ —
u

fdu_1
dt

pe care o integram astfel:
dt dt u?
vdu = — & /udu—/— & — =InCt.
t t 2
Revenim in substitutie, tinem cont de precizarea x > 0 si obtinem solutia generala
x = t/21n(Ct).

Observatie. Integrarea unei ecuatii diferentiale scrisa la forma simetrica se
poate face si fara explicitarea ei, aplicand direct regula de deferentiere formala a
unui camp scalar, pe care o amintesc aici: diferentiala formala dv a lui

v="uv(ug, Uz, ..., u,)
este 9 9 9
v v v
dv=—d —d du,,.
v ouy vt Ous vt ou, ¢

Revenim la exemplul precedent, diferentiem substitutia
r=tu — dr=udt+tdu
si inlocuim direct in forma simetrica a ecuatiei:
(t* + 2%)dt — tedr = 0 <> (2 +t*u)dt — tPu(udt +tdu) = 0 +
o Pdt—tudu=0 dt —tudu =0+ %:udu.

Observam ca am ajuns la aceeasi ecuatie cu variabile separabile ca mai sus.

Ecuatii reductibile la EO. O ecuatie de forma

Y T + apat + by
ag T + aggt + b2 ’

este reductibila la o ecuatie omogena prin schimbarea de variabile

S:t—to
Yy =T — Xy,

unde a1z + aiato + b1 = 0 si a1z + agto + by = 0.



