Cursul 3
Ecuatii rezolvabile prin cuadraturi (continuare)

84. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul intai. Consideram ecuatia
' =a(t)z + b(t) (ELN)

cua,b: I — R functii continue pe intervalul I.
In cazul in care b este functia nula,

' = a(t)z, (ELO)

spunem ca avem o ecuatfie liniara omogend, (ELO), altfel avem o ecuatie liniara
neomogend, (ELN).

Aceste denumiri sunt datorate faptului ca multimea solutiilor ecuatiei (ELO)
se organizeaza in mod natural ca spafiu liniar, mai precis, in cazul de fata, ca
subspatiu in C'(I,R).

Este usor de vazut ca, daca x = p(t) si x = ¢ (t) sunt doua solutii ale ecuatiei
(ELO), atunci orice combinatie liniara a lor, x = ap(t) + S1(t) verifica ecuatia

A~

data. Intr-adevar, avem:

(ap + BY) = ap’ + By = aa(t)p + Ba(t) = a(t)(ap + B).

Spre deosebire de cazurile studiate pana acum, in care existenta solutiilor
avea un caracter local, solutiile ecuatiilor liniare sunt globale, adica sunt definite
pe intreg intervalul pe care sunt definite functiile coeficient. Mai precis:

Teorema. Daca a si b sunt continue pe I, atunci, pentru orice tg € I si orice
xo € R, problema Cauchy

{:1:’ = a(t)z + b(t), PC)

ZE(to) = X9

are solutie unica, definita pe intreq intervalul I, data de asa numita formula a
variatier constantelor

o(t) = e/to alr)dr (w0 + /t o /t ) dTb(s) ds). vie I (FVC)

Demonstratie. FEtapa I, forma solutiei. Fie x = x(t) o solutie a problemei
(PC), definita pe un interval Iy care il contine pe ty. Avem relatia

Z'(t) — a(t)x(t) = b(t), Vt € Iy,
pe care o amplificam cu e~ Jeo () d7 si, tinand cont c&

t / t t
(6_ ffo a(T) dT) — e ffo a(t)dr (_ ftto o(r) d'r), _ —a(t)e_ fto a(T) d’r,



obtinem

d
dt
Integram de la ty la t, avem

(I’(t)@i ftto a(r) dT) _ b(t)ei ftto a(r) dT.

t t ¢ s
I<t>6_ fto a(r)dr I(to)ei ftDO a(r)dr _ / b(S)G_ fto a(T)deS.

to
adica .
z(t)e” fpa@ar — g0 4 / b(s)e Jio U g,

to

t
. : 9 d
relatie care, amplificatd acum cu e A

constantelor.
FEtapa a II-a, verificarea formei gasite. Fie x = x(t) functia data de (FVC),
definita pe intreg intervalul /. Derivam gi obtinem

ne da forma data de formula variatiei

t t s
2 (1) :a(t)eftoa(T)dT<xo+ / e o My () ds)+

to
eftt() a(t)dr (0 + e_ffto a(T)d’Tb(t>> _

a(t)x(t) +b(t), Vt € 1.

Concluzie. Problema Cauchy (PC) admite o singura solutie, si anume functia
x = z(t) data de (FVC), solutie definita pe intreg intervalul I.

Exemplul 1: Sa se rezolve problema Cauchy

= % +2lInt,
z(1) = 13.

Rezolvarea 1. Aplicdm teorema. Avem coeficientii a(t) = 1 si b(t) = 2Int,

a,b: I =(0,+00) = R, si datele initiale ty = 1 gi zy = 2. Calculam

t t]_
/a(T)dT:/ —dr =Int—1Inl=Int

to 1 T

si
¢ —/ a(t)dr t t

/e to b(s)ds:Q/ e_lnslnsds:2/ 3 s =2t —1In?1 = In®¢.
to 1 1 S

Aplicand formula variatiei constantelor, obtinem
z(t) = ™ (13 +In*t) = (13 4+ In*t), Vt € (0, +o0).

Rezolvarea 2. Calcul formal. Aplicam formula variatiei constantelor scrisa sub

forma
LT E
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in care prin integrala [ a(t)dt Intelegem o singura primitiva a functiei a, la fel si

pentru cealalta integrala.
1
/a(t)dt = / ;dt =Int

Avem
— [a(t)dt —Int In¢ 2
e b(t)dt =2 [ e~ ™'Intdt =2 Tdtzln t.

Obtinem solutia generala

si

r=e"(C+1n’t) = t(C + In*t)

din care, determinand constanta C' din conditia x(1) = 13, deducem solutia
problemei Cauchy:

z(t) = t(13 +1nt), Vt € (0, +00).

Exemplul 2: Integrati ecuatia

' 2 +t_1 t>1
xr = xr .
2 —1 t2+1’

Avem o ecuatie liniara 2’ = a(t)z + b(t). Lucram formal:

2 1. t—1 t—1
a(t) = — /&(t)dtZQ-—ln _>€fa(t)dt _ ’
2 t+1 t+1

t—1 t+1 t—1
b(t) = — / e~ Jadyydr = tJ_“—l-tQHdt:

t 1 1,
:/ dt+/t2+1dt:§ln(t + 1) + arctgt

Prin urmare, din formula variatiei constantelor, obtinem solutia generala

t—1 1
x=el Wt [ e JaOUp)ar) = —— (O + = In(t? + 1) + arctgt ).
t+1 2
Exemplul 3: Integrati ecuatia
, oz
2+t

Rezolvare. Trecem la ecuatia diferentiala a functiei inverse

dx T R dt 24t R dt 1 .
—_— = _— = _— = — xr
dt  x2+t dx T dr =z

si observam ca obtinem o ecuatie de forma
t' = a(z)t + b(z),

deci o ecuatie diferentiala liniara cu functia necunoscuta t = t(x).



Aplicam algoritmul de rezolvare

1
a(z) = - — /a(x)d:c:lngc L ela@ds
s

1
b(x) =2 — /e_fa(x)dxb(x)d:r:/eln”-xdx:/;-a:d:x:/da:::v

si obtinem solutia generala
t = e alo)de <C + /e_f“(’”)d‘”b(x)dx> =z(C + x).

Propunem cititorului ca, pe baza acestei formule generale, sa rezolve problema
Cauchy
Tz = T
2+t
z(2) =1

si sa verifice direct in ecuatie solutia gasital.

85. Ecuatii Bernoulli.
' =a(t)x + b(t)x® (E.Bernoulli)

cua,b: ] —RsiaeR\{0,1}.

Teorema. Dacd a,b: I — R sunt continue si neidentic nule pe I i o« € R\{0, 1}
atunci x este o solutie pozitiva a ecuatiei (E.Bernoulli) dacd i numai daca functia
y, definita prin

y = :El—a
este o solutie pozitiva a ecuatiei liniare
v =(1—a)alt)y + (1 — a)b(t).

Justificare. Impartim ecuatia datd prin z*

v =a(t)x +b(t)z* — 7% = a(t)x' " + b(t),

notam y = z'7 gi avem ¢/ = (1 — o)z~ %2/, amplificim acum ecuatia cu (1 — )

si efectuam substitutiile. Obtinem

(1—a)z ' = (1—-a)a®)z'™*+ (1 -a)b(t) — v = (1—a)a(t)y+ (1 —a)b(t).

Observatie.

ISe gaseste z(t) = +(VAt+1—1), t € (—1,+00).
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Exemplu. Integrati ecuatia

1
x’:;x—i—tQ%, t>0.

-

Rezolvare. Avem o ecuatie Bernoulli cu a = % Amplificam ecuatia cu 273 i

obtinem
! 1 23 -1 1 2 2
a::¥:r+t\/5<:>x 3;17:;:1634-75.

Efectuam substitutia

2 , 2 1,
y:;(;B — Yy == 3x
3
si avem in contiunare
-y 1§+t2—>2_%’ 2 54_2152_> 2 +2t2
xr 3x = —X - r = —2x N — _
t 3 3t AT

Am obtinut o ecuatie liniara in y = y(t) cu

2
cz=—~f/ t)dt = /_ﬁ Zlnt — ef oWt — i3 _ 45

2 ) 2 [ 4 2
b(t) = — —Ja®dtyy g — —/QiQﬁ::—/}ﬁ::—t.
Prin urmare

y—efa(t (C_'_/efa(t)dtb( )dt) _ §<C+%t5>’

de unde, inversand substitutia efectuata

2
3

(NI

y=1z3 —y

obtinem solutia generala

Nlw

8
I
~
N
Q
+
=~
~+
Wl

§6. Ecuatii Riccati. Consideram ecuatia

2’ = a(t)xr + b(t)z® + c(t), (E. Riccati)

cu a,b,c: I — R functii continue.

Acest tip de ecuatie nu este rezolvabil prin cuadraturi in general, totusi, In
cazul in care cunoastem o singura solutie le putem afla pe toate celelalte, conform
teoremei urmatoare.



Teorema. Fie a,b,c : I — R functii continue cu b $i ¢ neidentic nule pe I.
Daca ¢ : J — R este o solutie particulard a ecuatiei (E. Riccati), atunci solutia
generald a ecuatiei (E. Riccati) pe J este data de

r=y+ p(t),

unde y este solutia generala a ecuatieir Bernoulli

y' = (a(t) +26(t)o(t))y + b(t)y".

Demonstratia este simpla si este lasata citiorului.
Observatie. Ecuatia Bernoulli la care se ajunge are exponentul a = 2, deci se
rezolva mai departe cu substitutia

prin urmare, efectuand direct in ecuatia initiala substitutia compusa

1
r=-+¢
z

obtinem o ecuatie liniard in z = z(t).

Exemplu: Verificati ca functia ¢(t) = ¢ este o solutie a ecuatiei
,_ 1 2 2
x :¥x—i—x —t%, t >0,

si apoi aflati toate celelalte solutjii.

Rezolvare. Inlocuim z = ¢ in ecuatie gi avem
1 2 42
1:¥-t—i—t —t° & 1=1,

deci functia data este o solutie. Efectuam prin urmare substitutia

/

1 1 , z
r=—+p=—-+t - v =—75+1,
z z z

si obtinem

Amplificim cu —z2 si obtinem ecuatia

1
Z/:—(¥+2t>2—1,

care este o ecuatie liniara in z = 2(¢). O rezolvam

6



():———2t —>/ —(Int 4 1?) — el o®dt — =

2 1 2
:—1—>/ dtb —/tet dt:—§et.
Obtinem

1 1 .
5= 6fa(t)dt (C + /G_fa(t)dtb(t)dt> _ tetz (C _ 5 €t ) 7

si am gasit astfel solutia generala a ecuatiei initiale sub forma

tet”
L ——

_ 12
C 5€

§7. Ecuatii cu diferentiale exacte

Fie D un domeniu (adici o multime nevida, deschisa si conexa) din R? i fie
g,h : D — R doud functii de clasd C! pe D, cu h(t,z) # 0 pe D. O ecuatie de
forma

g(t,x)dt + h(t,x)dx = 0, (EDE)

se numeste cu diferentiald exactd daca exista o functie de clasa C%, F': D — R,
astfel incat diferentiala sa formala dF sa verifice egalitatea

dF (t,z) = g(t, z)dt + h(t,z)dx,

adica oF
E (t,l‘) = g(tv I)
oF (*)
e (t,x) = h(t,x)

pentru orice (¢,x) € D.
In acest caz se spune ca forma diferentiald w = g(t,x)dt + h(t,z)dz este
eracta si ca F' este o primitiva a ei.

Teorema 1. Daca (EDE) este o ecuatie cu diferentiala exacta, atunci solutia ei
generala este definita implicit de ecuatia

F(t,x) =c,
unde F : D — R verifica sistemul (*), iar c este o constanta arbitrara.

Demonstratie. Fie F' o primitiva a formei diferentiale w = g(t, z)dt +h(t, x)dz,
si fie z = x(t) o solutie a ecuatiei (EDE) definita pe un interval I. Aceasta
inseamna ca functia x este de clasa C! pe I si verifica ecuatia

g(t, z(t)) + h(t, x(t))fl—f(t) —0, Vtel



Calculam
d OF OF dx
S F(t () = —- (6 a() + 5 (ta(t) (1) =

T

— g(t,x(t)) + h(t,x(t))c;—f(t) —0, Vtel,

si, prin urmare, F'(t,z(t)) = const. pe I, aga cum trebuia aratat.

Teorema 2. Daca D este un domeniu stmplu conex, atunci o conditie necesarda
si suficienta ca ecuatia (EDE) sd fie cu diferentiald exacta este ca

dg oh Kk
£(t,l‘)za(t,l‘), ( )

pentru orice (t,x) € D.

Demonstratie. Vom considera aici numai cazul cand D este un dreptunghi de
forma D =1 x J, cu I si J doua intervale deschise, cazul general poate fi gasit
in orice tratat de analiza matematica care studiaza problema independentei de
drum a integralei curbilinii de speta a II-a.

Necesitatea conditiei (**). Fie I o primitiva de clasia C? a formei diferentiale
w. Conform teoremei lui Schwarz, derivatele mixte de ordin doi comuta, si avem
implicatia

E_ 0 0 (0F\_0 (oF\_ 0 0,
Oxdt  Otox or \ ot ) ot \ox ox” ot

Suficienta conditiei (**). Presupunem ca este indeplinita conditia (**) si

vrem si ardtam ca existd o functie F' € C?(D) astfel incat si aiba loc relatiile
(*)-

Fixam un ty arbitrar in [ si, pentru fiecare z € J, integram prima relatie
dupa variabila . Avem

oF LOF t
— (t,x) =g(t,x :>/—T,:BdT:/gT,xdT
57 (0 =s(t0) > | T (r.2)

to

t
:>F(t,x)—F(t0,x):/ g(t,z)dr, Vt € I.

to

Notam F'(ty,x) = c¢(z) si am obtinut urmatoarea forma a functiei F:

F(t,z) = / g(T,x)dr 4 c(x), Y(t,x) € I X J, ()

to

unde to € I este fixat arbitrar si ¢ este o functie de clasa C? pe J.

Vom arata ca se poate determina o functie ¢ astfel incat functia F' de forma
(***) sa satisfaca sistemul (*). Se constata usor, prin derivare in raport cu t,
ca F satisface prima ecuatie din (*), pentru orice functie c¢. A doua ecuatie este
echivalenta cu

(Z—i (t,x) = h(t,z) & /to %(7, z)dr +d(x) = h(t,z) & d(z) = alt, x),



pentru orice (t,z) € I x J, unde am notat

tag
a(t,r) = h(t,z) — — (7, x)dT.
() =hit.) — [ F(rr)

Pentru a justifica existenta functiei ¢, este suficient sa aratam ca o nu depinde
de variabila t. Pentru fiecare = € J fixat, derivam in raport cu t si, din conditia
(**), obtinem

Oa oh dg

E(tal’) = E(tax) o

pentru orice t € I, deci a(t,z) este egala cu o constanta a(z) pentru t din
intervalul /. Cum o = a este In mod evident de clasa C!, rezulta ca, pentru
orice xq fixat in J, integrala

<t7 l‘) =0,

() = / Ca(©)de, e U,

Zo

este de clasd C? si astfel functia I corespunzitoare acestei alegeri a lui ¢ este
primitiva cautata.

Exemplu: Sa se integreze ecuatia
, 2t — 22
r=—-"
2tx — 32
Rezolvare. Scriem ecuatia sub forma simetrica

dx 2t — 22 2 2

si verificam daca este cu diferentiala exacta: derivatele partiale

9, o .0 B
%(Qt—x)——l’z: si at(B:v —2tx) = 2z

sunt egale, deci conditia (**) este indeplinita.
Cautam o functie F' astfel incat

dF = (2t — 2*)dt + (32* — 2tx)dx,

adica oF
% = 2t — ZL‘2
a—x = 3372 — 2tx

Din prima ecuatie obtinem forma functiei F’
F(t,z) = / (2t — 2Vt = 2 — ta® + c(a),

unde ¢ = ¢(z) este o functie constanta in raport cu ¢, functie pe care o gasim
impunand sa fie satisfacuta a doua ecuatie:

or 0
5 = 32° — 2tz — 52 (t* — t2® + c(2)) = 32° — 2tx —



—2tz + (z) = 32* — 2tz — ((v) = 32°.
Prin urmare avem
c(x) = /3x2d:v = 1% + ¢,
alegem cy = 0 si obtinem primitiva
F(t,z) =t* — ta® + 2°.
In final, solutia generala a ecuatiei diferentiale considerate este
P —t*+2° =c

Propunem cititorului sa expliciteze solutia sub forma ¢t = ¢(z) (sau z = x(t)
daca gtie cum) gi sa verifice solutia in ecuatia initiala.

§8. Ecuatii Lagrange. Consideram ecuatia
x = to(x") + (') (E.Lagrange)

unde ¢ si ¥ sunt doud functii de clasd C?, cu ¢(p) # p pe intervalul comun de
definitie.

Sa observam de la bun inceput ca ecuatia data nu este la forma normala,
adica de tipul 2’ = f(t, ), ci este de tipul = = g(¢t, z').

Prezentam pe scurt modul de rezolvare. Fie € C? o solutie. Derivam:

x/ — gp(l_/) “|’t§0/($/) x// _'_w/(x/) :U//,

dp

27, 1ar ecuatia devine

notam z’ = p, avem z” =

P olp) = (45(8) + ¥/ () .

cu functia necunoscuta p = p(t). Trecem la ecuatia functiei inverse gi obtinem

ecuatia liniara
at _ ¢'(p) ¥'(p)
dp p—lp)  p—w)
cu functia necunoscuta t = ¢(p). Presupunem ca reugim sa calculam cele doua

integrale care apar in formula variatiei constantelor, si obtinem solutia generala
sub forma

t+

=6(p,c).

Mai departe, atentie!, nu ne intoarcem in sustitutie (adica nu integram familia
de ecuatii diferentiale ¢t = 0(2',¢)) ci aplicam metoda parametrului: am obtinut
variabila ¢ ca functie de p, ne intoarcem direct in ecuatia initiala si obtinem si
variabila z ca functie de p:

z = 0(p,c)p(p) + ¥ (p).

In final avem solutiile (E.Lagrange) sub forma parametrica:

{tZG@m)

r=0(p,c)e(p) +(p), pelCR,
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cu ¢ o constanta arbitrara.

Exemplu: Sa se integreze ecuatia

1 3
r ==t +a".
5 T

Rezolvare. Derivam

1 1 1 1 1
r==tr' +2° = o =2+ Sta" + 37" = Ea;’ = <§t + 3x’2> x”

2 2 2
Notam p
r=p — 2" d_lt)
si avem
p=(t+06p*) (jljz

de unde, trecand la ecuatia diferentiala a functiei inverse, obtinem ecuatia liniara
int=t(p)

=—-+
dp p
pe care o integram cu formula variatiei constantelor:

1
a(p):E —>/a(p)dp:1np _>€fa(p)dp:p’

1
p) = 6p —>/ ®Ydpp(p dp:6/5-pdp:6/dp:6p.

t = el a®)dp (c - / e/ “(p>dpb(p)dp) =p(c+6p).

Mai departe pe z il obtinem inlocuind 2’ = p gi t = t(p) in ecuatia initiala:

Obtinem

1 1
T = §th +a = §p2(c+ 6p) + p°,

astfel incat am gasit solutia sub forma parametrica

t = p(c+ 6p)
x = 3p*(c+6p) +p°, peR,

Observatie. Metoda parametrului aplicata mai sus poate fi incercata pentru
orice ecuatie de tipul

z=g(t,z'),

pentru ca prin derivare variabila x dispare. Totusi, metoda are succes numai daca
ecuatia obtinuta in variabilele p gi ¢ este integrabila. Forma speciala a ecuatiei
Lagrange garanteaza acest lucru.
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89. Ecuatii Clairaut. Consideram ecuatia
x = ta' +(2)) (E.Clairaut)

cu ¢ = 9(p) o functie de clasi C* pe un anumit interval.

Observam ca ecuatia data are forma unei ecuatii Lagrange, dar este chiar in
cazul exceptat ¢(p) = p. Fiind totusi o ecuatie de forma x = g(t, 2’), vom aplica
metoda parametrului. Derivam si obtinem

r=td +() = =2 +t2" + (@) — 2t +(2)) =0,
notam p = a2/, rezulta p’ = 2”, si ajungem la ecuatia

p(t+14'(p) =0.

Avem aici produsul a doua functii continue egal cu functia nula, si din pro-
prietatile functiilor continue rezulta ca exista macar un subinterval pe care unul
dintre factori este functia nula.
Cazul p' = 0 conduce la p = ¢, functia constanta, si din forma ecuatiei gasim
solutia generala
r=ct+1(c),c eR,

care, cum se vede, este o familie de drepte parametrizata dupa panta c € R.
Cazul t + ¢'(p) = 0 conduce la solutia singulara exprimata parametric sub
forma

t=—4'(p)
() { = —p/(p) +9(p), peR

Observatie. Sa determinam tangenta la curba I' la un moment p oarecare.
Avem pe rand ecuatia tangentei sub urmatoarele forme

r—x(p) _t—tp)
=) *(p)
v+pd'(p) —v)  _t+¢'(p)
—'(p) —p"(p) +¢'(p)  —¢"(p)
z+py'(p) —¢(p)  t+¢'(p)

—pY”(p) — —¢"(p)
z+pY'(p) —Y(p) = pt + pY'(p)
r = pt +¢(p).

Am aratat astfel ca orice tangenta la I" face parte din familia de drepte data de
solutia generala ecuatiei, prin urmare solutia singulara este infasuratoarea acestei
familii de drepte.

Exemplu: Sa se integreze ecuatia

r=tr —Ina'.

12



Rezolvare. Este o ecuatie Clairaut, derivam si obtinem

x” 1
=t —Ina’ = 2 =2"+ta" ——= — m"(t——) —0.
ol x

In cazul #” = 0 rezultis 2/ = ¢ i din ecuatia datd deducem solutia generald
r=ct—Inc, ceRL.

In cazul t — % = 0 notam x’ = p, prin urmare avem

t= =
p

si
1
x=tr' —Ind’ == -p—Inp=1—1Inp
p

Am gasit pentru solutia singulara parametrizarea

t=1
p
r=1-Inp, peR;.
care poate fi explicitata ugor prin eliminarea parametrului p, si obtinem
r=1+Int, t € (0,+00).

In Figura 1 este trasata cu albastru familia dreptelor data de solutia generala,
iar graficul solutiei singulare este trasat cu rosu.

Figura 1: Ecuatia Clairaut = = tz’ — Inz’.
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Inegalitati integrale

81. Lema lui Gronwall
Lema 1. (GRONWALL) Fie m € R i fie x gi k doua functii continue pe un
interval I = [a,b] cu k(t) > 0 pentru orice t € I. Daca

t
2(t) < m+/ k(s) 2(s) ds, Vit € [a,b]. (1)
atunci )
o(t) < mela & it e [a,b).

Demonstratie. Fie x = z(t) astfel incat
¢
z(t) < m+/ k(s)x(s)ds, YVt € [a,b].

Definim

y(t) = m+/tk‘(s)x(s) ds, Vt € [a,b]

si avem

y'(t) = k(t) z(t), Vt € (a,b).
Inegalitatea data se scrie sub forma
z(t) <y(t)
i o amplificam cu k(t) > 0. Obtinem
y'(t) < k@) y(t), vt € [a,b].
Amplificam acum inegalitatea
y'(t) = k() y(t) <0
cu e~ Ja kls)ds si obtinem relatia
Y (e O — k() y(t)e i HIE <o,
adica
4
dt

de unde rezulta ca functia din paranteza derivata este descrescatoare. Tinand
cont ca y(a) = m, avem

(yye k%) <0, vi € (a,b),

y(t) e kOB < y(a) e IO = vt € [a,b],
de unde urmeaza imediat
o(t) < y(t) < melk % vt e [a,b],

adica concluzia lemei.
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Observatie. Este ugor de vazut, prin derivare, ca ecuatia integrala
t
w(t) :m+/ K(s)w(s) ds, Vi € [a,b], @)

este echivalenta cu problema Cauchy
w' = k(t)w cu w(a) = m,
care are ca solutie functia

w(t) = me Sk s gy ¢ [a,b].

Lema lui Gronwall arata ca orice solutie a inecuatiei (1) este mai mica decat
unica solutie a ecuatiei (2), aga cum era de agteptat.

§2. Lema lui Bellman

Lema 2. (BELLMAN) Fie [ = [a,b] i fie functiile h, k $i x continue pe I cu
k(t) > 0 pentru orice t € I. Daca

(t) < h(t) —|—/tk(s)x(s) s, vtel,

atunct

2(t) < h(t) +/ath(s)k(s) exp (/:k:(r)dr) ds, tel.

Demonstratie. Definim

si avem
y'(t) = k(t)z(t), Vtel.
Din
x(t) < h(t) +y(t)

obtinem prin amplificare cu k(t) > 0 relatia
y(t) = s(Ok(t) < Bk + y(Ok(), Ve
pe care o scriem sub forma
Y (t) = y(O)k(t) < h(t)k(t)

si o amplificim cu exp (— I k(T)dT>. Obtinem
% (y(t) exp (— /:k(T)dT)) < h(t)k(t) exp (— /atk(T)dT>, Vel
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Integram de la a la ¢, tinem cont ca y(a) = 0, obtinem

y(t) exp <— / tk(T)dT) < / " h(s)k(s) exp (— / Sk(r)dr)ds.

si deci

2(t) < h(t) + y(t) < h(t) + /ath(s)k(s)exp (/:k(T)dT) ds, Vt e I.

Lema 3. (LEMA DE COMPARATIE) Fie I = [a,b] i fie functia x derivabila pe
I si functia k continud astfel incat

' (t) < k(t) z(t), vt € (a,b).

Atunct

2(t) < z(a) exp (/atk:(s) ds), Vt € [a,b].

Demonstratie. Definim

y(t) = exp (/atk@ ds), el

si avem ca

Urmeaza ca

da(t) _2'@ylt) —y't)=t) _ 2'{)yt) —kOyt)2t) _

dt y(t) y*(t) y*(t) T

de unde obtinem concluzia

z(t z(a

(—§ ():x(a), tel.

y(t) ~ yla)
Observatie. In lema de mai sus nu se cer valori pozitive pentru = sau k. In
esenta, lema compara orice solutie a inecuatiei 2’ < kx cu solutia ecuatiei 3y = ky
pentru care y(a) = 1.

~—
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