Cursul 4

(plan de curs)
Existenta si unicitate locala

81. Problema Cauchy pentru sisteme de ecuatii diferentiale

Consideram functiile continue f; : I x Q C R xR" - R, i =1,...,n, unde
2 este un domeniu nevid (multime deschisa i conexa) din R™. Prin sistem de
n ecuatii diferentiale de ordinul intai cu n functii necunoscute: i, T, ..., T,,

intelegem sistemul

.I'/l :f1<t7131,372,...,13n>
s) xh = folt,x1, 20, .., 2,)
= fu(t,x1, 20, ..., 7).

Notatia vectoriala. Consideram functii x : [ C R — R™.

T l’l(t)
r=uzx(t) & 2 = 7a(t)
T xn(t)

Limitele, continuitatea, derivabilitatea gi integrabilitatea se caracterizeaza pe
componente:

limy_y, 21 (t) 4 (t) [ a1 (s)ds

limy s, 2o (2 x5 (t t ‘ d
it = | e = | PO e = | B0
_>0 . . a .

limy g, 2, (1) z,(t) [Fa,(s)ds

a

Normele uzuale
[zlly = |z2] + -+ + |2y

lalls = /ot + -+ + a3
[l = max{foal, .. lan}

sunt echivalente din punct de vedere topologic (induc aceleagi multimi deschise).
Difera numai forma bilelor. De exemplu:

|Z)|lo <7 & || <rViexze|[—rr]x--x[—rr],
prin urmare
B (0,7) = {x € R" pentru care ||| <1} =[—17] X -+ X [—1,7].
Daca x : I — R" este continua atunci si ||z|| : I — R este continua. Daca

x : [a,b] — R™ este integrabila Riemann atunci si ||z|| : [a, b] — R este integrabila
s

>




\ / bsc(t)dtH < | e(0)

Analog, consideram campul vectorial f: I x Q C R x R* — R"

fl(t7$) f1<t7x17x2>"'7xn>
2t,$ 2t,$1,I2,--.,$n
oy | B | [ )
fult, ) fult,z1, 20, ..., 2y)

Sistemul (8) devine ecuatia diferentiala vectoriala
(&) ¥ = f(t,x), te [ CR, x € R".

Problema Cauchy cu datele D = (1,9, f,a,&), unde I C R este un interval
deschis, 2 C R™ o multime nevida si deschisa, f : I x Q2 C RxR" — R" o functie
continua, a € I i £ € (), este notata cu

re() {10 le?

si constd in gasirea unei functii de clasd C!, numita solutie, x : J — Q C R",
unde J C [ este un interval cu a € J, satisfacand ecuatia, adica 2'(t) = f(t, z(t))
pentru orice t € J, si conditia inifiala, x(a) = &.

Tipuri de solutii. Solutia z : J — Q C R™ a problemeiPC(1, Q, f,a,§) este
— solutie la dreapta daca J = [a,b) sau J = [a,b];
—solutie la stanga daca J = (c,a] sau J = [¢,a];
—solutie bilaterala daca inf J < a < sup J;
—globala daca J = I, daca nu: solutie locala;
—globala la dreapta daca J = I N [a,+00);
—globala la stinga daca J = 1N (—o00,al;
— continuabila la dreapta daca exista o solutie ¥ : J—=QcusupJ <supJ
si 2(t) = y(t) pentru orice t € J N J;
—saturata la dreapta daca nu este continuabila la dreapta;
— continuabila la stanga, saturata la stanga, analog cu mai sus.

Exemplul 1 Problema Cauchy cu I =R, Q =R, f: RxR = R, f(t,z) =
—2ta?, a=0si &= —1, adica

I _ 2
PC(R,R, f,0, 1) { i@ :Qﬁ.

admite solutia saturata

care nu este globala.



Propozitia 1 (Principiul Concatenarii). Fie f: I xQ — R™ o functie continud
pe I xQ, a,bjc € I cua <b<csié&e€Q Fiex: [a,b] = Q o solutie
a PC(1,Q, f,a,&) sty : [b,c] = Q o solutie a PC(1,9Q, f,b,x(b)). Atunci, z :

[a,c] — Q, obtinuta prin concatenarea functiilor x si vy,

z(t), pentrut € [a,b]
2(t) = { y(t), gentru t € (b,cl,

este o solutie a PC(I, f,€2, a,§).

Demonstratie. Din y(b) = z(b) urmeaza imediat ca z este continua pe [a, c]
si derivabila pe [a,b) U (b, c]. Deoarece f este continua, avem

ln () = lim ' (£) = lim /¢, (1)) = /(5. 2(0))

tm (1) = lim /(1) = lim £ (,y(1)) = f (b, ().

Am aratat deci ca exista limita

lim 2'(t) = f(b, z(b))

t—b

si atunci, aplicand pe componente regula lui 'Hospital in definitia derivatei,
avem, pentru fiecare i € {1,2,...,n},

(6 =t M 25O ) = o),

adica 2’(b) = f(b, z(b)). Urmeaza imediat ca z este de clasa C" pe [ a, c] i verifica
ecuatia pe acest interval, deci este o solutie a problemei PC(1, f, 2, a,§).

Propozitia 2 (Principiul Solufiei Retrograde). Fie f : 1 x Q — R"™ o functie
continud pe I X Q, a—h,a €l cuh >0 &€ Q. Functiax : [a—h,a] C I — Q
este o solutie la stanga a problemei PC(1,9, f,a,§) dacd i numai dacd functia
y:|[—a,—a+h]— Q data de

y(t) = a(~1)

pentru oricet € [—a, —a+h], este o solutie la dreapta a problemei PC(I,Q, g, —a,§)
unde I = —1 1ar g : I x Q — R"™ este data de

g(t,l‘) = —f(—t,l‘),
pentru orice (t,x) € I x Q.

Demonstratie. Fie x = x(t) o solutie PC(I, €, f, a, &) definita pe [a—h,a] C I.
Atunci

y(t) = (2(=1)) = =a'(=t) = =f(=t,2(=1)) = —f(=t,y(t)) = g(t, y(1)),

pentru orice t € [—~a, —a + h], deci y este solutie a PC(1,9, g, —a,§). Reciproc,
daca y = y(t) este o solutie a PC(I,€2, g, —a, &) atunci se arata printr-un calcul
analog ca = = x(t) = y(—t) este o solutie pentru PC(1,Q, f,a,§).

Observatie. Deoarece orice solutie bilaterala se obtine prin concatenarea unei
solutii la stanga cu una la dreapta, iar studiul solutiilor la stanga poate fi redus
la studiul solutiilor la dreapta (daca si functia g indeplineste ipotezele functiei
f, evident), vom studia in continuare numai solutii la dreapta.



82. Teorema lui Picard de existenta si unicitate locala

Fixam a € R, £ € R", h > 0, r > 0, notam cu B(§,r) bila inchisa de centru
¢ siraza r, adica

B(&,r) = {x € R" pentru care ||z — &|| <},

si definim cilindrul A = [a,a + h] x B(§,r).
Consideram problema Cauchy

{ﬁ:f@m (1)

unde f: A — R" este o functie continua oarecare.
Deoarece f este continua pe multimea compacta A, ea este marginita pe A,
adica exista M > 0 astfel incat

Lf(t2)l) < M (2)
pentru orice (¢,z) € A.

Teorema 1. (Picard) Fie f : A =[a,a+h]|x B(&,r) = R™ o functie continua
pe A care satisface conditia Lipschitz pe B(&,r), adica exista L > 0 astfel incat
pentru orice (t,u), (t,v) € A, sa avem

1 (8 u) = f(t0)] < Lifu = ol (3)

si fie
(5:min{h,%}, (4)

unde M > 0 este dat de relatia (2).
Atunci pe intervalul [a,a + | problema Cauchy (1) are o solutie unica

zr:la,a+6])— B(& )
si aceasta este limita uniformad pe [a,a + 0] a sirului de functii
xp:la,a+ 8] — B r), k=0,1,2...,
numit girul aproximatiilor succesive asociat problemei Cauchy (1) si definit astfel
xo(t) =&, pentrut € [a,a+ 6],

Ty (t) :f—l—/tf(T,xk(T))dT, pentru t € [a,a+3d],k=0,1,2.... (5)

In plus, are loc urmatoarea formula de evaluare a erorii

foult) — )] < M0 ©)

pentru orice k € N git € [a,a+ J].



Vom demonstra aceasta teorema in 5 pasi.

Pasul 1. Aratam ca problema Cauchy (1) este echivalenta cu urmatoarea
ecuatie integrala Volterra

H(t) =€+ / f(r,2(r)) dr. (7)

Intr-adevir, daci © = z(t) este o solutie a problemei Cauchy (1) pe un interval
[a,a + o], atunci, integrand de la a la t relatia

2'(s) = f(s,x(s))

pentru orice s € [a,a + o], i tinand cont de conditia initiala z(a) = &, obtinem
ca x = x(t) satisface ecuatia integrala (7) pe [a,a + o].

Reciproc, daca gtim ca x = z(t) este o functie continua care verifica (7) pentru
orice ¢ dintr-un interval [a,a+ o], atunci deducem imediat c& x este de clasi C*
ca primitiva a unei functii continue si verificam imediat prin derivare ca este o
solutie a ecuatiei 2’ = f(¢,z). In plus, din (7) rezulta si x(a) = &, deci x = ()
este solutie a problemei Cauchy (1).

Pasul 2. Aratam ca sirul aproximatiilor succesive dat de (5) este bine definit,
mai precis ca (7, 2x(7)) € A = [a,a+ h]| x B(§,r) pentru orice 7 € [a,a+ ] si
orice k € N.

Din (4) rezulta imediat ca [a,a + 6] C [a,a + h], mai avem de aratat ca
x,(7) € B(&,r) pentru orice 7 € [a,a + §] si orice k € N.

Procedam prin inductie. Pentru k£ = 0 avem, evident,

[E()(T) = 5 € B(f,?“),

pentru orice 7 € [a,a + 0]. Presupunem, pentru un k& € N fixat arbitrar, ca
xk(T) € B(§, 1) pentru orice 7 € [a,a + ¢]. In virtutea definitiei lui x4 si a
relatiilor (2) si (4),

i () — €] < / 1 (ryax(r) | dr < 6M < r

pentru orice t € [a,a + ¢], deci zg1(7) € B(&,r) pentru orice 7 € [a,a + 0.
Am justificat astfel, prin inductie, ca sirul (zx) dat de (5) este bine definit pe
[a,a+ 0] si are valorile in B(, 7).

Pasul 3. Aratam ca sirul (z) este uniform convergent pe [a,a + §] la o

functie x : [a,a + §| — R™ definita, in consecinta, de limita sa punctuala

x(t) = lim z,(t), pentru orice t € [a,a+ J]. (8)

n—o0

Folosim principiul sumelor telescopice: deoarece
T (t) = wo(t) + (21(t) — 20(t)) + -+ - 4 (@a(t) — T (t))

rezulta ca girul (x,) este uniform convergent pe [a,a + 0] daca si numai daca
seria,

Sl () — i (t)] (9)

k=0



este uniform convergenta pe [a,a + 0]. Pentru aceasta utilizam Criteriul lui
Weierstrass pentru convergenta uniforma a seriilor de functii. Din (5) si (2),
avem

[z1(t) = 2o ()] < / 1 (7 2o(7)) [ dT < M(t — a)

pentru orice t € [a,a + 0. Din (3)urmeaza ca

2 (t) — 21 (£)]] S/ 1 (7 21(7)) = f(7 20(7))] dT

t t L(t — 2
gL/ ||x1(7)—x0(7)||dT§L/ M(T—a)dTSM%,

pentru orice t € [a,a + 0.
Obtinem astfel, din aproape in aproape, ca

Lk (t _ a)k-i—l

[k a (1) — 2 (2)]] < M=

(10)

pentru orice t € [a,a + J], i orice k € N, de unde urmeaza ca

Lk5k+1
sup ||z t) —xp(t)|| < M
t€la,a+d] e () =2l (k+1)!

pentru orice k € Nsit € [a,a+J].
Deoarece seria numerica » - o M % este convergenta, mai precis
i Iy Lk5k+l M

Gz

k=0

urmeaza din Criteriul lui Weierstrass ca seria (9) este uniform convergenta pe
[a,a+ 0] si, o data cu ea, girul (z,).

Pasul 4. Aratam ca limita sirului aproximatiilor succesive este o solutie a
problemei Cauchy (1). Deoarece toti termenii sirului (x,) sunt functii continue
cu valori in B(,r) iar acesta converge uniform, rezulta ca limita sa © = ()
data de relatia (8) este tot o functie continua cu valori multimea inchisa B(¢,r).

Deoarece f = f(t,x) este lipschitziana in raport cu z, avem

1 (8 2n(t) = f(&,2@)] < Lllwn(t) — 2@
si, deoarece (z,,) converge uniform pe [a,a + ¢] la z = z(t), urmeaza ca

0< sup [f(t,za(t)) = f(tx(®)| < L sup |lzn(t) —2(t)] =0
te[a,a+d] te[a,a+6]

pentru n — oo, de unde rezulta ca girul de functii (f(-, z,(-))) converge uniform
la f(2() pe [a,a+ 6]

Am aratat ca se poate trece la limita sub integrala in relatia de recurenta (5).
Obtinem ca functia limita x = z(t) este o solutie continua a ecuatiei integrale
Volterra (7) si, prin urmare, conform Pasului 1, este o solutie de clasd C' a
problemei Cauchy (1).



Pasul 5. Demonstram unicitatea solutiei. Fie y = y(¢) o solutie oarecare a
problemei Cauchy (1) pe definita pe un interval [a,a+0] C [a,a+d]. Urmeaza
ca y = y(t) verifica ecuatia Volterra

y(t) =€+ / f(r,y(r)) dr, (11)

de unde, scazand membru cu membru relatiile (5) si (11) si trecand la norme,
obtinem

lzo(t) =y ()] < / 1f(ry(m)lldr < M(t - a)

pentru orice t € [a,a + o], §i

k42 (8) = y(D)]] S/ 1 (7, 2(7)) = f(m,y(7)l dr

<r / |z (r) — y()|| dr,

pentru orice t € [a,a + o] si orice k € N. De aici avem

L(t — a)?

fon(t) = y(®ll < L [ lllr) =yl dr < L [ Mz = a)ar < 20

pentru orice t € [a,a + o] si, din aproape in aproape,

Lk (t o a)k+1

J(8) = 1) < M=

(12)

pentru orice t € [a,a + o] si orice k € N.
Trecand la limita dupa k in relatia de mai sus, obtinem ca

y(t) = lim zx(t) = z(t),
k—o0
pentru orice ¢ din intervalul comun de existenta. Am probat astfel unicitatea
solutiei x = x(t).
Pasul 6. Formula de evaluare a erorii (6) este o consecinta imediata a relatiei
(12) scrisa pentru solutia x = z(t) in locul lui y = y(¢).

Observatie. La Pasul 4, convergenta uniforma a sirului (f(-,z,(-)) se poate
justifica folosind numai continuitatea functiei f. Intr-adevir, deoarece f este
continua pe multimea compacta A rezulta ca este chiar uniform continua, iar
de aici urmeaza imediat ca sirul de functii (f(-, z,(-)) este gir fundamental (sir
Cauchy) in sensul convergentei uniforme, deci este uniform convergent la limita
sa punctuala f(-, z(-)).

De fapt, pentru trecerea la limita sub integrala in relatia (5) este suficienta
numai convergenta punctuala a sirului (f(-,z,(-)) deoarece, in acest caz, este
aplicabil unul dintre rezultatele fundamentale a Teoriei masurii, si anume Teo-
rema convergentei dominate a lui Lebesgue.



Observatie. Unicitatea se poate justifica gi fara estimarea (12). Intr-adevar,
daca x = z(t) i y = y(t) sunt doua solutii ale problemei Cauchy (1) sau, echiva-
lent, ale ecuatiei integrale (7), avem

() — ()]l < / 1 (ra(r) — fry(r)ldr < L / lo(r) — y(r) dr

pentru orice t € [a,a + §]. Notam wu(t) = ||z(t) — y(t)] si avem

¢
u(t) <0 +/ Lu(T) dr,
pentru orice t € [a,a + ] gi, din Lema lui Gronwall, rezulta ca
0 < [la(t) — y(®)[| = u(t) < 0- el =0,

pentru orice t € [a,a + J ], ceea ce demonstreaza unicitatea solutiei.

Solutii bilaterale. Fie f: A =[a— h,a+ h] x B(&,r) — R™ continua pe A si
lipshitziana pe B(,r). In acest caz si functia ¢ : [—a—h,—a+h]|x B(,r) —
R™, data de g(t,z) = —f(—t,z), este continua gi lipshitziana pe B(,r), este
aplicabila deci teorema lui Picard pentru problema Cauchy

{ y' =g(t.y)
y(_a> = 57
de unde urmeaza, tinand cont de Principiul Solutiei Retrograde, ca problema
Cauchy (1) admite o solutie unica la stanga lui a. Aplicand si Principiul de
Concatenare, obtinem in final ca problema Cauchy (1) admite pe [a —d,a+d] o

solutie unica, data tot de limita sirului aproximatiilor sucesive (5), definit acum
pe intervalul [a — d,a + ], unde 6 > 0 este dat tot de relatia (4).

Existenta locala. Continuitatea functiei f asigura numai existenta solutiilor
locale, nu si unicitatea lor. Mentionam, fara demonstratie

Teorema 2. (Peano). Fie I un interval nevid si deschis din R, Q o mulfime
nevida si deschisa din R™. Daca f : I x Q — R" este continua atunci pentru
orice (a,§) € I x Q, PC(I,Q, f,a,&) are cel putin o solutie locald.

Faptul ca numai continuitatea lui f nu asigura unicitatea este dovedit de
urmatorul exemplu: Problema Cauchy

(o2

admite cel putin urmatoarele doua solutii la dreapta, dupa cum se poate verifica
direct:
x1(t) =0, pentru orice t > 0,

functia nula, si
79(t) = t*,  pentru orice t > 0.



De fapt problema Cauchy de mai sus are o infinitate de solutii: toate functiile
de forma
0, pentru0<t<a
(t) = {

(t —a)?® pentru a <t < +o0

sunt solutii la dreapta, pentru orice a > 0.



