Cursul 5

(plan de curs)

§3. Problema Cauchy pentru ecuatii de ordin superior

Fie I un interval deschis din R, €2 o multime deschisa din R"”, g: I x 2 - R
o functie continua, a € I si & = (&1,&2,...,&) € Q.
Problema Cauchy

{ymﬁ=ﬂt%yﬁ~wym*n 1)
y(a) = 517 y’(a) = 627 s 7y(n—1)(a) = gn

consta in determinarea unei functii de clasa C", y : J — R, unde J C [ este un
interval cu a € J, functie pentru care (y(t),y'(t),...,y" 1(t)) € Q si

y (@) = g(t,yt), ¥ (), ...,y (1),

pentru orice t € J, si care verifica si conditiile initiale y(a) = &1, ¥/'(a) =&, ...,

y(n_l)(a) = gn
Fie y = y(t) o solutie a problemei (1). Notam functia y i primele n — 1

derivatele ale sale cu z1, 9, ..., x,, mai precis
T =Y
— /
T2 =Y 2)
T, = y(”_l).
Este usor de vazut ca functiile z1, 2, . .., o, sunt cel putin de clasd C* si verifica

urmatorul sistem diferential de ordin intai

7

T = o
xh = w3
(3)
Ty = Tn
| 7 =gt T, 22, T)

si, mai mult, respecta conditia initiala

z1(a) = &,
:$2(a) =&, (@)
zp(a) = &,.

Reciproc, daca © = (xy1,x9,...,x,) este o solutie a problemei Cauchy (3) si

(4), atunci, notand prima componenta x; cu y, observam usor ca au loc relatiile
(2) si ca y = y(t) verifica problema Cauchy (1).
Am aratat astfel ca, prin intermediul transformarii

(xla Loy 7'In) = (y7 yla cee ’y(n_l))
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problema Cauchy (1), asociata unei ecuatii diferentiale de ordin n, este echiva-
lenta cu urmatoarea problema Cauchy atagata unui sistem de n ecuatii diferen-

tiale de ordinul intai
' = f(t,x)
Lo )

unde
ft,z) = (22,23, ..., Tn, g(t,T1,2T2,...,2y)) (6)

s1&= (&, &)
Aplicand Teorema lui Picard problemei (5) obtinem imediat urmatorul rezul-
tat:

Teorema 1 Fiea € R, h >0, £ = (&,&,...,&,) € R™. Daca functia g : A =
[a—h,a+h]x B(§,r) = R"™ este continud pe A i lipschitziana pe B(E,r) atunci
existd 0 > 0 astfel incat pe intervalul [a — 0,a + § | problema Cauchy (1) admite
solutie unica.

Justificare. Este suficient sa observam ca, daca g este continua si lipschitziana
pe B(&,r), atunci si functia f data de (6) are aceleasi proprietati.

Existenta si unicitate globala
81. Unicitatea globala

Fie I C R un interval deschis, 2 C R™ o deschisa, fie f : I x  — R" o functie
continua pe I x €2 gi local lipschitziana pe €, fie a € I g1 £ € ). Consideram
problema Cauchy

' = f(t,x)
PC(I,Q, f,a, ’
(1,9, 0.6 {2l
Definitia 1 O functie f : I x Q — R™ se numeste local lipschitziana pe ) daca
pentru orice submultime compacta K din I x Q, exista L = L(KX) > 0 astfel
Incat, pentru orice (¢, u), (t,v) € X sa avem

1 (8 u) = f(&0)] < Liju = o] (1)

Observatia 1 Daca functia f : I x 2 — R"™ are derivate partiale in raport cu
ultimele n variabile si, pentru orice i, j € {1,2,...,n}, (0f;)/(0x;) este continua
pe I x ), atunci f este local lipschitziana pe €.

Vom considera numai cazul solutiilor la dreapta, pentru cazul la stanga fiind
aplicabil Principiul solutiilor retograde.

Lema 1 Pentru orice a € I gi & € Q problema PC(1,€, f,a,&) admite local o
solutie unica.

Demonstratie. Deoarece atat I cat si 2 sunt multimi deschise, exista h > 0
sir > 0 astfel incat A = [a,a+ h] x B(&,r) C I x . Deoarece f = f(t,x) este
local lipschitziana, iar A C I x ) este compacta, rezulta ca este lipschitziana pe
B(&, ) si se poate aplica Teorema existenta si unicitate locala a lui Picard.
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Teorema 1 In ipotezele precizate, pentru orice (a,&) € I x §, oricare doud
solutii x giy ale PC(I,Q, f,a,&) coincid pe intervalul comun de definifie.

Demonstratie. Fie (a,§) € I x Qsifie xz:[a,by) = Qgiy:[a,by) — Q doua
solutii ale PC(I,€, f,a,&) cu, de exemplu, by < by. Multimea

C={te€[a,b); z(s) = y(s) pentru orice s € [a,t]}

este nevida, din Lema 1. Pentru a incheia demonstratia este suficient sa aratam
ca
sup € = by. (2)

In acest scop sa presupunem pentru reducere la absurd ca (2) nu are loc.
Intrucat sup € < by, urmeaza ca sup € < b;. Notam b = supC si n = x(b) € Q
si observam ca, din continuitatea functiilor x si y, rezulta y(b) = x(b) = n. Din
Lema 1 rezulta ca exista 6 > 0 astfel incat [b,b+ §| C [a,by) si pe [b,b+ ]
problema PC(I,Q, f,b,n), are solutie unica, deci z(t) = y(t) pentru orice ¢t €
[b,b+ 0] si este contrazisa astfel definitia lui b = sup C.

Pentru a elimina contradictia este necesar ca (2) sa aiba loc. Demonstratia
este Incheiata.

§2. Solutii saturate

Fie I C R un interval deschis, {2 C R™ o deschisa, fie f : I x 2 — R" o functie
continua pe I x Q si local lipschitziana pe , fiea € I si & € Q.

= f(tx
?@(I,Q,f,a,f) { $((J/) i(é- )
Consideram numai solutii la dreapta.

Lema 2 O solutie x : [a,b) — Q a PC(1,Q, f,a,§) este continuabila daca si
numai daca

(i) b<supl
sl

(il) I limz(t) = z* € Q.
t,b
Demonstratie. Necesitatea este evidenta, in timp ce suficienta este o consecinta
a Lemei 1 combinata cu Principiul de concatenare.

Observatia 2 Din Lema 2 rezulta cu ugurinta ca orice solutie saturata a PC(D)
este In mod necesar definita pe un interval deschis la dreapta.

Lema 3 Fie x : [a,b) — Q o solutie a PC(I,Q, f,a,§). Daca b < 400 si exista
M > 0 astfel incat
1f (7 z(7))| < M

*

pentru orice T € [a,b) atunci existd }SI/I‘% x(t) = z*.
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Demonstratie. Stim ca solutia x = z(t) verifica ecuatia

0=+ [ fosona

pentru orice t € [a,b). Obtinem imediat ca

[(t) — ()| < / 1f (7, a ()| dr| < Mt = s|

pentru orice ¢, s € [a,b). Ca atare z satisface conditia lui Cauchy de existenta
a limitei finite la stanga in b, care in acest caz are forma:

Ve>0 36>0a.1 dacat,s € (b—4,b) atunci ||x(t) — z(s)]| <e.
intr—adevér, este suficient sd alegem 0 = 55;.

Teorema 2 Solutia = : [a,b) — Q a problemei PC(I,<, f,a,§) este continuabila
daca si numai daca graficul sau

graf (z) = {(t,z(t)) e RxR"; t € [a,b)}
este inclus intr-o submultime compacta din I x ).

Demonstratie. Necesitatea. Daca x este continuabila atunci b € I si x poate
fi extinsa prin continuitate la o functie y : [a,b] — Q. Cum functia ¢t — (¢, y(¢))
este continua pe multimea compacta [a, b], rezulta ca imaginea ei {(¢,y(t)); t €
[a,b]} este compacta. Pe de alta parte, aceasta imagine include graf(z) si este
evident inclusa in I x €.

Suficienta. Daca graf (x) este inclus intr-o submultime compacta X din I x €2,
cum [ este un interval deschis, urmeaza ca b este punct interior lui / gi ca atare
b <supl. In plus, f fiind continua pe I x €1, este marginita pe compactul X,
deci exista deci M > 0 astfel incat

If (7 a(r)ll < M

pentru orice 7 € [a,b). Concluzia teoremei rezulta din Lemele 2 si 3.

Consecinta 1 Fie = R". O solutie neglobala = : [a,b) — Q a problemei
PC(I,R™, f,a,&) este saturata daca gi numai dacd este nemarginitd.

Teorema 3 Dacax:J — Q cuJ = [a,a+h,| sauJ = [a,a+h,) este o solutie
a PC(1,9, f,a,§), atunci, fie v este saturata, fie x poate fi prelungita pind la o
solutie saturata unic determinata de datele initiale.

Demonstratie. Daca = este saturata nu avem ce demonstra. Sa presupunem
atunci ca x nu este saturata, adica a + h, < supI.

Definim 8 ca fiind multimea tuturor solutiilor problemei PC(1,€, f, a,§) care
extind x, mai precis

8={y:[a,a+hy) = Q, yprelungire a lui x cu h, < hy},
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si consideram
H = sup h,,.

yeS

Definim 7 : [a,a + H) —  prin
z(t) =y(t) dacaye8site[a,a+hy).

Din proprietatea de unicitate globala data de Teorema 1 rezulta ca functia de
mai sus este bine definita, din Principiul de concatenare rezulta ca este o solutie
a problemei PC(7,Q, f,a,&) care, in mod evident, nu mai este prelungibila.

Consecinta 2 In ipotezele date, pentru orice (a,&) € I xQ, PC(1,9Q, f,a,§) are
o solutie saturata unica.

Stim ca daca o solutie neglobala = : [a,b) — 2 are limita la stanga lui b
si aceasta limita apartine lui {2 atunci este continuabila. Urmatoarea teorema
spune in esenta ca, pentru a fi continuabila, este suficient sa aiba un punct limita
la stanga lui b apartinand lui €.

Teorema 4 O solufie x : [a,b) — Q a PC(I,Q, f,a,&) este continuabild daca gi
numai daca

(i) b<supl
§t
(ii) Jtx 7 b astfel incat 3 klim x(ty) = a* € Q.
—00

Demonstratie. Necesitatea fiind evidenta, vom demonstra suficienta. Pre-
supunem deci ca b < sup [ si ca in intervalul [a, b) exista un sir (¢x), convergent
la b pentru care exista x* = limy_, ., z(tx) si apartine lui €.

Deoarece () este deschisa si x* € (), exista r > 0 astfel incat

B(z*,r)={z e R"; ||z — z*|| < r} C Q.

Functia f fiind continua pe multimea compacta [a,b] x B(x*,r) C I x Q, exista
M > 0 astfel incat
Lf ()|l < M,

pentru orice (t,z) € [a,b] x B(z*,r).

Ideea este sa aratam ca dupa ce trece de un t; suficient de apropiat de b
solutia are viteza marginita de ||2'(t)|| = || f(¢,z(t))|| < M si nu mai are timp sa
paraseasca bila B(z*,r), ramanand astfel intr-un compact, de unde va urma ca
este continuabila.

Mai precis, tinand cont ca ¢, b i x(tx) — «*, putem fixa un k& € N astfel
incat

b—t, < —
UM

% T

2 (te) — 27| < .

4
Dorim sa aratam ca x(t) € B(z*,r) pentru orice t € [tg,b). Presupunem
ca are loc contrariul, deci c& existd un € [t;,b) pentru care z(t) ¢ B(x*,r).
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Deoarece x(ty) € B(z*,7) rezultd ca t), < t < b si definim “primul moment” cand
solutia x = x(t) paraseste interiorul bilei B(x*,r) prin

*=sup{t € [t,b); x(s) € B(x",r) pentru orice s € [t,t]}.
Din continuitatea functiei t — [|z(t) — z*|| rezulta imediat ca multimea a carui
supremum este t* este nevida, ca t* € (t,t) si ca ||z(t*) — z*|| = r.
Din ;
ot =alt) + [ s,
ty

tinand cont ca x(s) € B(x*,r) pentru orice s € [t,t"], avem estimarea

t*
* * r
(") — a(te) S/ 1£(s,2(s))llds < (¢ = tx)M < (b—ti)M <
tx
si, prin urmare, ajungem la urmatoarea contradictie:
0 <r=la(t) =2l < flo(t") — 2] + lla(t) — 2" < 7 + 7 = 5.

Aceasta contradictie arata ca presupunerea facuta este falsa, deci z(t) € B(z*,r)
pentru orice t € [z, b).

In sfargit, am aratat ca graficul solutiei la dreapta lui ¢ este inclus in multimea
compacta [tx,b] X B(z*,r), de unde urmeaza ca solutia este continuabila.

Observatia 3 Din teorema de mai sus rezulta ca daca = : [a,b) — § este o
solutie saturata neglobala, atunci toate punctele limita finite la stanga lui b se
afla pe frontiera lui (2.

Tntr—adevér, daca x* € R™ este un astfel de punct limita, atunci z* nu poate
fi in 2, dar el este punct de acumulare pentru €, deci 2* € Q\ Q = 9.

Exemplul 1. Pentru problema Cauchy

, (t,x) € R x (0,400) =1 x 0,

unica solutie saturata la dreapta este functia
z(t) = V1 —12,

definita pe intervalul maximal [0,1), cu 11}111 z(t) = 0 € 09, in conformitate cu

observatia de mai sus.

Consecinta 3 Fie Q = R". O solutie neglobala = : [a,b) — Q a problemei
PC(I,R", f,a,&) este saturatd daca gi numai dacd

li = .
i (8] = +o0



Demonstratie. Fie = : [a,b) — 2 o solutie saturata neglobala a problemei
PC(I,R", f,a,&). Din Consecinta 1 stim ca x este in mod necesar nemarginita pe
[a,b), de unde deducem ca macar pe un sgir tx b avem limy_,o ||z (tg)]| = +o0.

Vrem sa aratam acum ca, in acest caz, avem chiar 1111; |z(t)|| = 4+o0. Pre-

supunem contrariul si negam propozitia: VM > 0346 > 0 astfel incat pentru toti
t € (b—0,b) avem ||z(t)| > M.

Obtinem: 3IM, > 0 astfel incat pentru V6 > 03ts € (b — §,b) pentru care
|z(ts)|| < M. Alegénd pe rand § = 1, pentru k = 1,2,..., obtinem existenta
unui sir (¢), convergent la b pentru care ||z(t)|| < My, Vk. Evident ca acest sir
admite un subsir (¢, ), pentru care x(tx, ) este convergent la un z* € R" = Q,
de unde urmeaza ca solutia este continuabila, si astfel am ajuns la contradictia
cautata.

Exemplul 2. Pentru problema Cauchy

{x’:xQ, (t,z) ERXxR=1xQ,

1
) = ——
o(t) = 1,
definita pe intervalul maximal [0,1), cu 11}111 x(t) = 400, In conformitate cu
Consecinta 3.
Exemplul 3. Problema Cauchy
= 1;1: 10081 (t,z) € (—00,0) x R=1xQ
- t t3 t ) ) ) - )
admite solutia saturata la dreapta
1 1
t) = = sin—
x(t) s,

definitd pe intervalul maximal [ —2,0). Pentru aceastd solutie nu exista 11/1% |z (t)|
t

si mai mult, orice z* € () = R este punct limita la stanga lui b = 0, dar nu sunt
contrazise nici Teorema 4 nici Consecinta 3, deoarece nu sunt aplicabile: ele se
refera la solutii neglobale iar aceasta solutie saturata este globala.



