Cursul 6

(plan de curs)

Existenta si unicitate globala (continuare)

§3. Dependenta continua de data initiala

Fie f : [a, b] x R® — R™ o functie continua pe [a, b] x R™. Pentru orice
¢ € R”, vom considera problema Cauchy

PC(a, &) { i(a:) i(?x)

Presupunem ca f este global lipschitziana pe R", adica exista L > 0 astfel
incat
1t @) = f(£,2)]| < Lz — ] (1)
pentru orice t € [a, b] si orice x si £ € R™. Atunci, conform rezultatelor de
existenta gi unicitate globala, problema PC(a,§) are o solutie saturata unica.

Lema 4. Pentru orice £ € R, solutia saturatd a problemei PC(a, &) este globala.

Demonstratie. Din (1) rezulta
LF &) < 11f () = £ ) + (1 0 < Lilll + [1f (2, 0)[] < M + Ll
pentru orice (t,z) € [a, b] x R™, unde

M= sup [[f(t0)] < +oo.

t€[a,b]

Fie x = x(t) solutia saturata a problemei PC(a,¢), definita pe un interval de
forma [a, b') sau [a, V'], cu & < b. Din

z(t) =&+ / flr,z(r))dr

urmeaza .
[z@)|| < [[€]] + M (b — a) +/ Lljx(7)| dr

si din Lema lui Gronwall obtinem
()] < (€] + M (b — a))et=

pentru orice t € [a, V). Am aratat ca solutia saturatd x = z(t) este marginita
si, daca presupunem ca b’ < b din Consecinta 1 rezulta ca este continuabila, deci
b =0b.

Sa observam ca orice solutie z = x(t) definita pe [a, b) poate fi prelungita
prin continuitate in ¢ = b. Intr-adevir, stim ca este marginita, rezulta ca exista
M; > 0 astfel incat ||f(¢,z(t))|| < M; pentru orice t € [a, b) si, din Lema 3

rezulta ca exista o
limz(t) = z(b).
im () (1)



Am aratat ca orice solutie saturata a PC(a, &) este definita pe intreg intervalul
[a, b].

In continuare, vom considera spatiul liniar C'([a,b]; R") al functiilor continue
x:[a,b] — R"™ dotat cu norma supremum

1#llc,, = sup [lz(®)],
te(a,b]

i amintim ca aceasta norma induce convergenta uniforma pe [a,b] a girurilor de
functii.
Notam cu z(-,§) : [a,b] — R™ solutia saturata a problemei PC(a, &).

Teorema 5. In ipotezele precizate, aplicatia & — x(-,&) este lipschitziand de la
R"™ in C([a,b];R™) .

Demonstratie. Fie £, & € R". Avem

l(t,€) = x(t. )|l < 1€ = €]l +/ 1 (s,2(5,€)) = f(s,2(5,€))] ds

<le—&+L / (s, ) — x(s.€)]| ds.

Din Lema lui Gronwall, rezulta

|l(t, &) — a:(t,f)” <€ - gHeL(b—a)

pentru orice t € [a,b]. In consecinti

l2(-,€) = 2(, )y, = il l(t, €) —2(t, &) < " e — ]I,

si, prin urmare, £ — x(+, &) este lipschitziana de la R™ in C([a,b]; R™) cu con-
stanta Lipschitz
K = ett-a),

Observatie. Cum orice functie lipshitziana este continua, rezulta ca aplicatia
& — z(-, &) este continua de la R™ in C([a,b];R™). Aceasta inseamna ca, daca
&, — &, atunci sirul de solutii z(-, &, ) converge uniform pe [a, b] la solutia z(-, £).

Consecintd. In ipotezele precizate, aplicatia (t,€) — x(t,€) este continud de
la [a,b] x R™ in R™.

Demonstratie. Fie (t*,£*) un punct fixat arbitrar in [a,b] x R™, §i fie (£,,,&,)
un gir convergent la (¢*,£*) in [a,b] x R™. Cu notatiile de mai sus, avem

[ (tn, &) — (%, €| < @ (tn, &n) — 2(tn, € + [l (tn, €7) — x(t%, €7

< Hib'(,fn) - x(.’g*)HO[a,b] + HiL‘(tn,f*) - x(t*>€*)H
< K& — & + ||lx(tn, ) — z(t*,€")|| = 0 pentru n — oo,

deoarece £, — £* si t,, — t*, iar functia t — z(t,£*) este continua pe [a,b].



§4. Dependenta continua de parametri
Fie x € R" gi p € R™, notam cu

(l’,p) = (331,.1'2, e Ty P15 P2y - - apm)

Fie f: [a,b] x R" x R™ — R" o functie care este continua pe [a,b] x R™ X
R™ si lipschitziana pe R™ x R™, adica exista L > 0 astfel incat, pentru orice
(t,x,p), (t,Z,p) € [a,b] x R" x R™, sa avem

1f(t 2, p) = F(&, %, D)]ln < Lll(2,p) = (Z,5)ln+m;

unde, pentru k € N*, || - || este norma pe RF.
Pentru £ € R” si p € R™ fixati arbitrar, consideram problema Cauchy
o' = f(t,z,p)
PC(a, T
(&) Ui

care, dupa cum este ugor de vazut, are o solutie globala unica z(-,£,p) : [a,b] —
R™.

Teorema 6. Pentru orice £ € R" fizat, aplicatia q — x(-,&,q) este lipschitziana
de la R™ in C([a,b]; R™), acesta din urma fiind inzestrat cu norma supremum.

Demonstratie. In sistemul initial 2/ = f (t,z,p) consideram ca parametrul
p este o functie de ¢ cu valoare constanta, deci cu derivata nula, si completam
sistemul in mod corespunzator. Obtinem urmatoarea problema Cauchy fara
parametri, echivalenta cu cea initiala cand parametrul p are fixata o valoare
oarecare q € R™:

PC(a,&,q)

Pentru z € R" gi p € R™ notam
2= (21,29, Znem) = (x,p) = (X1, T2, .. ., Tpy D1, D2, « -+, P )5
gi definim F : [a,b] x R™™™ — R™™™ prin
F(t,2) = (fi(t, 2), fo(t, 2), ..., fu(t, 2),0,0,...,0) = (f(t,2),0).
Atunci, PC(a, &, q) poate fi rescrisa ca

{%®=F@4m
z(a) = (£, q).

Aratam ca dependenta continua a solutiei x de g este o consecinta a dependentei
continue a lui z de (¢, q).



Sa observam pentru inceput ca suntem in ipotezele Teoremei 5. Pentru sim-
plificarea expunerii, in R* vom folosi norma

2zllx = |z1] + |za| + -+ - + |2l
deoarece In aceasta norma avem

[2llngm = [1(2; D)l = 2lln + [Pl

Pentru orice z = (£,q), 2 = (€,§) € R™™ avem

1E(t, 2) = F (£, 2)llnem = [I((f (£, 2),0) = ((F(t, 2), 0)[nsm =
1f(t2) = (£ 2)lln < Lllz = Zllnsm

si, prin urmare, sunt indeplinite ipotezele teoremei. Rezulta ca aplicatia
(£,q) e R"™ 1 2(+,&,q) € C([a,b]; R™™),
este lipschitziand cu constanta Lipschitz K = eF®=%) > 1, adici
||Z(7 57 q) - Z(" 57 (j)HC[a,b] S KH(g’ Q) - (5? (j)”n—i-m
Fixdm € = ¢ si, tinand cont c& z(-, &, q) = (z(-,€,q), q), obtinem
||(]}'<, §7 q)? q) - (x(a g? 6)7 Q)||C[a7b] S K”(§7 q) - (§7 Q>‘|n+m7

de unde urmeaza ca
$i, prin urmare,

Hx('agv q) - I('7£7 Q)||C[a,b] S (K - ]')Hq - 6|‘m;

ceea ce trebuia aratat.

§5. Existenta si unicitate globala pentru ecuatii de ordin n
Consideram ecuatia diferentiala de ordin n
(ED,) v =gty .y Y)

cu ¢g: I xQ — R o functie continua pe I x €2 si local lipschitziana pe 2. Am
vazut ca prin intermediul transformarii

T = (l‘lax% cee axn) = (?J»y/7 s 7y(n_1))

aceasta devine echivalenta cu sistemul

( r
A
x ==
n—1 — %N
=gtz x Tp)
\ n_g g Lly L2y« dn

si astfel toate notiunile si rezultatele de existenta si unicitate globala prezentate
pentru sisteme diferentiale de ordinul intai pot fi transferate la ecuatii de ordin
superior.

De exemplu, urmatoarea lema de la sisteme
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Lema 2. O solutie = : [a,b) — Q a PC(I,Q, f,a,&) este continuabila daca si
numai daca

(i) b<supl
0
ii) 3 1i t)=x" €.
(ii) tl}]%x( )=1a" €
devine in cazul ecuatiilor de ordin n

Lema 6. O solutie y : [a,b) — R a ecuatiei (ED,,) este continuabila daca si
numat dacd

(i) b <supl
st

(i) 3 lm(y(0). ¥ (1)..... .y (0) € 2

Atragem atentia ca in cazul ecuatiilor de ordin n, deoarece distanta dintre
datele initiale ale solutiilor y = y(t) si y = §(t), definite pe [a, b], este

I(y(a).y' (@), ...y V(@) = (G(a), 7 (a),....5" (),

distanta dintre solutiile corespunzatoare este considerata a fi

Sup ICy(®), 5/ (@), -,y (1) = (9(0), 5 (), ..., 5" (D)

si nu doar supe(qp1 [|y(t) — §(¢)[|. Altfel spus, pentru solutiile ecuatiei (ED,,) se
foloseste norma spatiului C"([a,b], R),

lyll = sup (y(®), 4/ (t), ...,y V@),
te[a,b]

si nu norma lui C'([a,b],R).



Sisteme diferentiale liniare (I)
§1. Sisteme diferentiale liniare. Existenta si unicitatea globala

Fie I C R un interval si fie a;; : [ — R si b; : I — R functii continue. Vom studia
sistemul
.I‘ll = au(t)l'l + (lu(t)l‘g + -+ (lln(t)l‘n + bl(t>
Ty = a1 (t)x1 + an(t)rs + -+ + ag,(t) T, + ba(1) (1)

xl = an1 (t)T1 + ana(t)xe + -+ - + app(t) 2, + by (1),

pe care 1l vom scrie sub forma matriceala

o = Alt)z +b(t), 2)
unde
it ) ooty ot L ol
v=xt)=| " |, 0= A(t) = :
(1) ba(t) (8 ana(t) ... am(®)

Aici A: T — M, (R) 51 b: I — R™ sunt functii continue.

Definitia 1. Daca b(t) = 0 pe [ sistemul (2) poarta numele de omogen, iar in
caz contrar neomogen.

In R” utilizim norma
el = mae{]a .

iar pe M,,»,(R), definim
[ A]l = max{ > lagl}
j=1

pentru orice A = (a;;) € Myxn(R).
Lema 1. Functia ||- || : Mpxn(R) — Ry este 0 normd pe Moy (R) = R™ | adicd
(N1) ||A|l =0 daca si numai daca A este matricea nuld;
(N2) ||IAA|l = [N ||A|l pentru orice A € R si orice A € Myxn(R);
(N3) ||[A+ B < ||A|| + || B|| pentru orice A, B € M, xn(R).
In plus, || - || : Muxn(R) = R, este 0 normi matriceals, adicd:
(Ng) | Az|| < [JA|ll|lx]| pentru orice x € R™ si orice A € Myxn(R),

(Ns) [|AB|| < ||A|ll|B|| pentru orice A, B € M, x,(R).



Demonstratie. (Ny), (N2) si (N3) sunt evidente. Demonstram (Ny). Pentru
orice A € M,xn(R) si x € R" avem

n n
[Az]] = max|(Az);| = max| >y < m?XZ |aij| |75
j=1 j=1
si utilizand inegalitatea

;] < max[z;| = ]

valabila pentru orice j = 1,...,n, obtinem mai departe
n n
max Y Jaglle;] < |zl max Y fag| = il Al
j=1 j=1

si deci [ Az]] < [[A[[l].
Demonstram (Ns). Pentru orice A, B € M, (R) avem

|AB = maxy " [(AB)y] = max D [ auby| <
j=1 k=1

j=1 k=

n n n n
< m?XZ Z | k| [brj| = miaxz Z || |brs| =

j=1 k=1 k=1 j=1
n n n

= max ) (\am\ > !%’!) < |[Blmax ) aw| = || B][IA].
k=1 j=1 k=1

Teorema 1. (de existenta si unicitate globald) Pentru orice a € I gi orice
& € R” problema Cauchy
{ x' = A(t)x + b(t)
z(a) = ¢

are o solutie globala unica.
Demonstratie. Avem f: [ x R"™ — R"” continua, data de
ft,x) = A(t)x + b(t)

cu af
81:; (t,z) = a;;(t)

functii continue, rezulta ca f este local lipschitziana in raport cu x &i, prin urmare,
este asigurata existenta si unicitatea solutiilor problemei Cauchy atasate.

Fie [a,b] C I. Avem f : [a,b] x R™ — R" global lipschitziana in raport cu
x:

1F () = f(& o)l = A (@ = )l < [ADI(z =)l < Lz =yl

unde

L= sup ||A@®)| < 4oc.
tela,b]



Din Lema 4 rezulta ca orice solutie saturata este definita pe intreg intervalul
[a,b]. Cum [a,b] C I a fost fixat arbitrar, rezulta ca solutiile saturate sunt
definite pe intreg intervalul I, adica sunt globale.

§2. Sisteme omogene. Spatiul solutiilor

Consideram sistemul liniar omogen
= A(t)x (S.L.O)
si notam cu 8 multimea solutiilor sale saturate
§ = {x : I — R" solutie pentru(S.L.O)} ¢ C*(I;R™).
Teorema 2. Mulfimea 8 este subspatiu liniar in C1(I;R™). Mai mult,
dim (8) =n
st, pentru orice a € I, aplicatia I'y : 8 — R™ data de
My(2) = a(a),
pentru orice x € 8, este un izomorfism de spatii liniare.

Demonstratie. Pentru z,y € S si a, § € R notam z = ax + [y si avem
Z(t) = (ax(t) + By(t)) = az'(t) + By (t) = cA(t)x(t) + BA()y(t) =
= A(t)[ax(t) + By(t)] = A(t)(t)

pentru orice t € I, deci z = ax + fy € 8. Am aratat astfel ca S este subspatiu
liniar in C'*(7; R™)
Aratam acum ca I'y : 8§ — R" este un izomorfism de spatii liniare. Pentru
z=ar+ Py, cuz,ye€dsia,feR, avem
[a(z) = 2(a) = az(a) + By(a) = al'o(z) + BLa(y),

de unde urmeaza ca I', este un operator liniar.
Din Teorema 1 rezulta ca, pentru orice £ € R”, ecuatia

Fa(z) =¢,
care este doar o reformulare a problemei Cauchy
{ = Atz
z(a) = ¢,

are solutie unica z € 8. Prin urmare, [', este un operator liniar bijectiv, deci un
izomorfism de spatii liniare intre 8 i R”. Urmeaza ca dim (8) = dim (R") = n.
Observatia 1. Daca z',22,...2" € § este o baza, orice element z € 8 se ex-

prima in mod unic ca o combinatie liniara de elementele bazei,

(t) = Z cia'(t) (3)

pentru orice t € I.



Pentru orice sistem de n solutii

fﬁi(t) x;(t) wg(t)
() = (1) 22 = $2:(t) ) = 332‘@) |
rA() 22(1) ()
solutii, definim pe coloane matricea X (t) = [x'(t) 22(t) 2™(t)], adica
x%(t) a;;(t) . asg(t)
PR I OB 10 ”
2, (t) @n(t)... ap(t)

pentru orice t € I.

Definitia 2. Matricea X se numeste matrice asociatd sistemului de solutii z?,

%, ... am

Observatia 2. Se verifica usor ca

X'(t) = At) X (t)
pentru orice t € I. intr—adevér, judecand pe coloane, avem
X'(t) =[2V @) ¥ () ... 2" ()] = [A@®)z' () A®)z>() ... A@)x" ()] = A(t) X ()

Definitia 3. Sistemul z!,22,..., 2" € 8§ poartd numele de sistem fundamental
de solutii daca el constituie o baza in 8.

Definitia 4. Matricea asociata unui sistem fundamental de solutii poarta nu-
mele de matrice fundamentald a sistemului (S.L.O).

Observatia 3. Daca X este o matrice fundamentala pentru sistemul (S.L.O),
atunci solutia generala a (S.L.O) este data de

rg.q.o.(t) = X(t)c (5)

pentru ¢ € I si ¢ € R™. Intr-adevir, (5) este doar scrierea matriceala a relatiei

(3)

1 (t) %71 le (t)es
" , " xh(t v rh(t)e
x(t) = Zcixz(t) = ch- ( ) = (*) —

T\ ww S (t)e,
x%(t) xi(t) ) x:fl(t) c1

_ 75(1) mz:(t) . x2‘(t) 0'2 — X(t)e
x,(t) w3 (t) Ty (1) Cn



Definitia 5. Daca X este matricea asociata unui sistem de solutii zt. 22, ... 2"
3 ) ) b

din §, determinantul sau
W(t) =det X(t), t €1,
se numeste wronskianul asociat acestui sistem de solutii.

Teorema 3. Fiez' %, ... 2" un sistem de n solutii ale (S.L.O), fie X matricea
asociata acestui sistem de solutii st W wronskianul atasat. Urmatoarele conditii
sunt echivalente:

(1) matricea X este fundamentald,
(13) W (t) # 0 pentru oricet € I ;

(131) exista a € I astfel incat W(a) # 0.

Demonstratie. (i) = (i7). Presupunem ca X este matrice fundamentala, adica
presupunem ca sistemul de solutii {x!, 2%, ... 2"} formeaza o baza in 8, si fixim
arbitrar un ¢ € I. Din Teorema 2 stim ca operatorul I'; : § — R™ dat de

Di(x) = 2(t), « €58,
este un izomorfism de spatii liniare, prin urmare sistemul de vectori
{Te(@h), Te(2?), ... . Te(a™)} = {2 (1), 2*(t), ..., 2" ()}

formeaza o baza in R”, de unde rezulta ca

W (t) = det X (t) = det %:(t) %:(t) x2:(t) £ 0.
2, (t) 25 (t) (1)

(i4) = (¢it). Evident.
(i7i) = (7). Fie a € I astfel incat W (a) # 0, adica

xi(a) l’i(a) - ay(a)
ry(a) wz5(a) ... x5(a
W(a) = det X (a) = det 2‘< ) 2,( ) QF ) # 0.
n(a) x;(a) (@)
Deducem de aici ci sistemul de n vectori {x'(a),2*(a),...,2"(a)} formeazi o

baza in R" si, observand ca

{2'(a),2%(a),...,2"(a)} = {T4(z"),Ta(z?),..., To(z™)},

2 ...,2"} este o bazd in 8 deoarece ', este un izomor-

2 ..., 2"} este un sistem fundamental de solutii,

urmeaza cd sistemul {z', x
fism de spatii liniare. Deci {z',x
iar X o matrice fundamentala.
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Exemplu. Se verifica imediat ca sistemul

) =2x1 + 29
xh =11 + 2149

admite solutiile

) = (L) s (57 ) = ()

Matricea asociata acestui sistem de solutii este
1 2 t 3t
_ (@) 2i(t) ) _ e €
xo - (46 4 ) - ( e &

t 3t

e e
et Bt

iar wronskianul

W(t) = =el £0,

pentru orice ¢, deci X (t) este o matrice fundamentala.

Teorema 4. Daca X este o matrice fundamentala pentru (S.L.O) atunci orice
alta matrice fundamentala Y este de forma

cu C € Myun(R) 0 matrice nesingulara.

Demonstratie. Fie y', 9%, ...,y" € 8 un sistem fundamental de solutii pentru
(S.L.O) si fie Y(t) = [y' 9* ... y™] matricea cu coloanele y',y?, ... y", adica
matricea asociata acestor solutii.

Deoarece X este matrice fundamentala, rezulta ca exista vectorii coloana
ct,c?...,c" € R astfel incat

y'=X(t)c, vP = X#)P, .yt = X (),

relatii care pot fi scrise sub forma

[yt y? oyt = [ X () X()E .. X)) = X () ... "]
adica
Y(t) = X(t)C,
unde am notat cu C' = [c' ¢ ... ¢"] matricea formata din vectorii coloana
ct.c?...,
Din

det Y (t) = det(X (¢)C) = det X () det C' # 0,

urmeaza ca det C' # 0 si deci C' este nesingulara.
Reciproc, dacd presupunem ca Y = [y' * ... y"] are forma

Y(t) = X(4)C,

cu C = [c!' ¢ ... "] nesingulard, atunci detY (t) = det X(¢)detC' # 0 iar
coloanele sale sunt de forma y’ = X(t)c’, deci sunt solutii pentru (S.L.O).
Urmeaza ca Y este matrice fundamentala.
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Observatia 4. Fie a € I, £ € R" 5i X o matrice fundamentala pentru (S.L.O).

Atunci, unica solutie a problemei Cauchy pentru sistemul omogen
{ = A(t)x
z(a) = ¢

este data de
z(t) = X ()X H(a)¢

pentru orice t € I. intr—adevér, stim ca solutia are forma

x(t) = X(t)c

pentru orice ¢t € I, unde ¢ este un vector constant din R". Impunand conditia
z(a) = &, deducem X (a)c = . Dar, conform Teoremei 3, X (a) este inversabila

§i, In consecintd, ¢ = X 1(a), ceea ce demonstreaza (6).

Lema 2. Fie d;j : I — R functii deriwabile pe I, i,j = 1,2,...,n.

Junctia D : [ — R definiti prin:
du(t) dis(t)... dun(t)

D) - dm:(t) doo(t) ... don(t)

dn(t) dos(t) ... dom(t)

pentru orice t € I este derivabila pe I si

D) =" Dyt

Atunct

pentru orice t € I, unde Dy este determinantul oblinut din D prin inlocuirea

elementelor liniei k cu derivatele acestora, k =1,2,...,n.

Demonstratie. Aplicam definitia determinantului
D(t) - Z Sign(a)dla(l) (t>d20(2) (t) e dno‘(n) (t>
oeS(n)

si avem

n

D)= > sign(o)dio) ()dao(z)(t) - dyoiay (t) -+ dnainy (t)

oceS(n) k=1

Teorema 5. (Liouville) Daca W este wronskianul unui sistem de n solutii ale

sistemului (S.L.O), atunci

W (t) = W(a) exp (/t tr A(s) ds)

(7)

pentru orice t € I, unde a € I este fizat, iar tr A este urma matricii A, adica

tr A(s) = Z a;;(s)
i=1
pentru orice s € I.
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Demonstratie. Din Lema 2 rezulta ca W este derivabila pe I si in plus

W'(t) = Wi(t)
k=1

unde

xi(t)  2i(t) 1 (t)

Wi(t) = | (z)'(t) (22)'(t) ... (ap)'(t)

zo(t) () .. an(t)

Tinand cont cd x', 22, ..., 2™ sunt solutii ale sistemului (S.L.O), obtinem
x1(t) i(t) . 21 (t)

Wi(t) = | a2 T an®a2) . S abal(t) | =

n

= a0 D) 2 .2 | =awlt)| b0 20 .. )

Am aratat ca
de unde urmeaza ca

W'(t) = tr A(t)W(t)

pentru orice t € I. Dar ecuatia de mai sus este liniara si omogena si ca atare W
este dat de (7).
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