Cursul 7

(plan de curs)

Sisteme diferentiale liniare (II)
83. Sisteme neomogene. Formula variatiei constantelor

Consideram sistemul diferential liniar neomogen
' = A(t)x + b(t), (S.L.N)

unde A : I — M,x,(R) si b : I — R™ sunt functii continue. Consideram si
sistemul omogen atasat

= A(t)z. (S.L.O)

Teorema 1. Fie X o matrice fundamentald pentru (S.L.O) si fie  : [ — R”
o solutie oarecare a sistemului (S.L.N). Functia x : I — R" este o solutie a
sistemului (S.L.N) daca si numai daca are forma

z(t) = X(t)c+ (1) (1)
pentru orice t € I, unde c € R™.

Demonstratie. Etapa I, forma solutiei. Fie z : I — R™ o solutie a (S.L.N) si
fie z : [ — R™ data de

pentru orice t € I. Avem
Z(t) =2/ (t)=T'(t) = A()x(t)+b(t)—A()Z(t)-b(t) = AW)(x(t)—2(t)) = A(t)=(t)

pentru orice t € I. Deci z este solutie a sistemului omogen (S.L.O) i, prin
urmare, este de forma

2(t) = X(t)c
pentru orice t € I, unde ¢ € R". Urmeaza ca
x(t) = z(t) + 2(t) = X(t)c + Z(¢),

pentru orice t € I, adica relatia (1).
FEtapa a II-a, verificarea formei gasite. Fie x functia definita de (1). Avem

()= X'(t)c+7'(t) = A) X (t)e+ A@)Z(t) + b(t) =

= A(t)(X (t)e + Z(t)) + b(t) = A(t)z(t) + b(t)

pentru orice t € [ si in consecinta x este solutie a sistemului (S.L.N).



Observatia 1. Teorema afirma ca solutia generala a sistemului neomogen (S.L.N)
este suma dintre solutia generala a sistemului omogen asociat

[Eslg_o(t) = X(t)c
si o solutie particulara a sistemului (S.L.N), x = Zgpn(t), adica

TS.GN = 73.G.0 T TSP.N;

relatie care este valabila in general pentru toate problemele liniare, deoarece
diferenta a doua solutii a problemei neomogene este intotdeauna o solutie a
problemei omogene asociate.

Teorema 2. (formula variatiei constantelor) Fie X o matrice fundamen-
tala a sistemului omogen (S.L.O). Solutia problemei Cauchy

{ 7' = A(t)x + b(t)
x(a) = €.

este data de formula

z(t) = X(t) (X_l(a)f + /tX_l(s)b(s) ds) (2)
pentru orice t € I.
Demonstratie. Inspirati de forma solutiei generale in cazul omogen
rs.a.o(t) = X(t)c,
cautam o solutie particulara a sistemului neomogen (S.L.N) sub forma
#(t) = X (Delt),
pe care am obtinut-o inlocuind vectorul de constante

&
Co

Cn

cu un vector de functii

presupuse de clasa C*.
Derivam si, tinand cont ca X'(t) = A(t) X (t), obtinem

F(t) = [X(t)e(t)] = X'()e(t) + X()d'(t) =

= A(t)X (t)c(t) + X () (t) = A(t)z(t) + X () (¢).



Urmeaza ca, daca

X (1) (1) = b(t)

atunci Z este solutie a sistemului neomogen (S.L.N). Cum X () este inversabila
pentru orice £, vom cere ca

d(t) = XM (t)b(t),

si alegem chiar
t
o) = / X—1(s)b(s) ds.

Am gasit astfel urmatoarea solutie particulara pentru (S.L.N):
P X(1) / X)) ds, Vie T
Aplicam (1), rezulta ca solutia generala a (S.L.N) poate fi pusa sub forma
() = X(H)e+ X(1) / "X (s)b(s) ds,

adica () — X (C N / "X (s)b(s) ds>,

pentru orice t € I. Aici ¢ este iarasi un vector de constante arbitrare.
Formula (2) se obtine din relatia de mai sus determinand vectorul constant c
din conditia initiala

() =¢ & X(a)e=¢ & c= XY a)k.
Exemplul 1. Consideram sistemul neomogen
SC’l = —T9 +t
$/2 =T+ tQ,
care se scrie matriceal sub forma
T ' . 0 —1 T + t
i) - 1 0 i) t2 '

Observam ca sistemul omogen corespunzator
/!
/!
Ty = X1,
1

Ty = cost . |2t = —sint
1 . 8t 2
Ty = SINt,

admite solutiile

care au matricea atasata

sint cost

X(t) = (

cost —sint )



cu wronskianul nenul

W(t) = det X(¢) = 1,

pentru orice ¢t € R. Urmeaza ca X = X(t) este o matrice fundamentala pentru
sistemul omogen.
Prin calcul direct se obtine

X‘l(t):( cost sint)

—sint cost

si atunci formula variatiei constantelor ne da solutia generala a sistemului neo-
mogen sub forma

T cost —sint c1 t coss sins s
Lo sint cost Co 0 —SInsS Ccoss S

_ ( cost —sint ) ( cl+fg(scoss+s2sins)ds )

sint  cost co + fg(—s sin s + 52 cos s) ds

Observatia 2. Formula variatiei constantelor (2) poate fi scrisa si sub forma

t
z(t) = X)X Y a)é + / X)X (s)b(s) ds,
deoarece matricea X (t) comuta cu integrala. Mai mult, daca notam
Ult,s) = X)X (s),
atunci formula capata forma
t
z(t) = U(t,a)€ + / Ul(t, s)b(s) ds,

pentru orice t € I. Din acest motiv, matricea U este numita matricea rezolventa
a sistemului (S.L.N) sau evolutorul sistemului.

Sa observam ca matricea rezolventa nu depinde de matricea fundamentala

X. Intr-adevar, daca Y este o alta matrice fundamentala, atunci exista matricea
nesingulara C' astfel incat

si avem

pentru orice ¢, s € 1.



Sisteme diferentiale liniare cu coeficienti constanti
§1. Functia exponentiala de matrice

Consideram sistemul liniar omogen cu coeficienti constanti
2 (t) = Ax(t), (S.L.O)

unde A € M, (R).
Notam cu S4(t) = X (t) matricea fundamentala care satisface conditia initiala
X (0) = I, altfel spus, Sa(t) este unica solutie a problemei Cauchy matriceale

X'(t) = AX(t)
X(0) = 1.

(1)
Propozitia 1. Familia de matrice {S4(t),t € R} are urmatoarele proprietati:
(1) Sa(t+s)=54(t)Sa(s) = Sa(s)Sa(t) pentru orice t, s € R;
(i) Sa(0) = 1;
(ili) limy o Sa(t)€ = £ pentru orice £ € R™.

Demonstratie. (i). Fie s € Rsi ¢ € R fixati arbitrar. Notam ¢(t) = Sa(t+5)&
sl avem

(1) = Sy(t+ )¢ = ASa(t + s)¢ = Agp(t)
51 0(0) = Sa(s)€.
Notam 9(t) = Sa(t)Sa(s)¢ si avem
V(1) = Su(t)Sa(s)€ = ASa(t)Sa(s)é = Au(t)

51 9(0) = Sa(0)Sa(s)€ = Sa(s)é.
Am aratat ca o i ¢ sunt doua solutii ale (S.L.O) care satisfac aceeasi conditie
initiala, rezulta ca ele coincid. Deci

SA(t + 8)§ = SA(t)SA<S)£

pentru orice £ € R™, de unde urmeaza ca are loc prima egalitate din (i). A doua
egelitate rezulta din prima:

SA(t)SA(S) = SA(t + 8) = SA(S + t) = SA<S)SA(t),
pentru orice t, s € R.
Proprietatile (ii) si (iii) sunt evidente.

Observatie. Daca identificam orice matrice S € M, x,(R) cu operatorul liniar
S :R™ — R" definit de produsul cu matricea S:

S(x) = S,

atunci Propozitia 1 spune ca familia {S4(t),t € R} este un grup continuu de de
operatort lintari. Mai mult, deoarece are loc egalitatea

ity (S4()€ — €) = SH(0)€ = AS4(0)¢ = A
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pentru orice & € R"™, se spune ca A este generatorul infinitezimal al grupului
Sa(l).

In continuare ne propunem sa determinam matricea S4(t) cautand-o sub
forma unei serii matriceale de puteri

Sa(t) = Ag +tA + 12 Ay + 3 A5+ - (2)

Pentru a da un sens egalitatii de mai sus, dotam
Moxn(R) ={A = (a") cua” € R,i,j=1,...,n}

cu metrica indusa de norma
n
JA]| = max > [a”|
% i

adica

pentru orice A, B € M,,«,(R). Este ugor de vazut ca avem urmatoarea caracte-
rizare a girurilor convergente de matrice:

lim Ay = A < lim || A, — A :0<:>li]£na§€j =a’ Yi,j=1,...,n.

Prima echivalenta este chiar definitia convergentei, pentru ultima echivalenta se
pot folosi, de exemplu, majorarile

a7 < ||All, Yi,j=1,...,n

|Al| < nmax |a”|.
/L?]

valabile pentru orice matrice A = (a%).
Convergenta seriilor de matrice se caracterizeaza tot pe componente

(o) k 00
A =S < i Ay =8« U= Vi =1,...
kz_o k llgnhz_o h kz_oak S, (2W) ) y 10,

adica: seria matricelor este matricea seriilor:

> (o) = ().

Lema 1. (criteriul de comparatie) Daca ||Ax|| < ap pentru orice k € N gi
o . - oo 9%
Y peo e < +00 atunci seria Y, Ay este convergentd.

Demonstratie. Pentru orice 7,7 = 1,...,n fixati, avem

0] < 1Al < o



pentru orice k, i atunci, din criteriul de compartie pentru serii numerice cu

o ..
> laf| < 400
k=0

ij

adica seria ) .- a; este absolut convergenta si, prin urmare, este o serie con-
vergenta.

termeni pozitivi, urmeaza

Revenim la determinarea matricei S4(t) sub forma unei serii de puteri in ¢
cu coeficienti matriceali i observam ca seria (2) este de fapt o matrice de serii
de puteri. Mai precis, daca notam Ay = (@) atunci pentru seria (2) avem

Zitk/lk:itk( _ Zawtk
k=0 k=0

Presupunem acum c& aceste n? serii de puteri in ¢ au raza minima de con-
vergenta nenuld p > 0 si atunci pe (—p, p) le putem deriva termen cu termen, si
obtinem

1) = (D_ ket ™) = (Q_(k+Dayt) = 3 (k+ Dt Ay,
k=0 k=0

Comparand aceasta serie cu
ASu(t) = A Z thA = 1P A4,
k=0

tragem concluzia ca daca sunt respectate relatiile
(k+1)Apy = AA,VE=0,1,2,3...

atunci S, (t) = ASa(t). Din S4(0) = I gasim Ay = I si apoi, din aproape in

aproape,
1
AkZEAk Vk=1,2,3.

Obtinem pentru Sy (t) urmatoarea forma

Sat)y=1+—= Ly ‘A2+

3
TR ,A (3)

3!

Acum va trebui sa verificam forma gasita, adica sa aratam ca seria (3) este
convergenta pentru orice t € R gi ca suma sa are proprietatile definitorii pentru
Sa(t). Prin analogie cu dezvoltarea in serie a functiei exponentiale

2

a_qa b it g
+ﬁa+§a +3 S

tA

vom nota cu e suma seriei (3), deci, prin definitie

A_rita t2A2 t3A3 4
= +ﬂ +§ +§ + - ()



Teorema 1. Pentru orice matrice A € M, x,,(R) seria (4) este convergenta pen-
tru orice t € R. In plus, suma ei et este derivabild pe R si

% (e") = Aet = A (5)

pentru orice t € R.
Demonstratie. Fie A € M,,.,(R) si fie t € R fixat arbitrar. Aplicam criteriul
de comparatie: deoarece

tF ¢
I any < L

Z ‘ ||A||’“ Al « 4 5

rezultd cd seria (4) este convergenti pentru orice t. Prin urmare, toate cele n?
serii de puteri in ¢ care compun seria (4) au raza de convergenta infinita si pot fi
derivate termen cu termen.

Avem

adica are loc (5).
Consecinta.

(i) Sa(t) = e

6 (t+s)A tA sA sAetA

(i

(iii) daci AB = BA atunci e!+58) = et4etB = tBet4 pentru orice t € R;

i)
)
)
)

pentru orice t, s € R;

(iv) dacid A = Q7' BQ atunci ¢4 = Q'e!P(Q pentru orice t € R;

(v) e :(tA)

Demonstratie. Punctul (i): am aratat ca matricea X (t) = e verifica problema
Cauchy matriceala (1) si, prin urmare, coincide cu Sx(t).

Punctul (ii) se obtine din Propozitia 1,(i).

Pentru a demonstra (iii), sa observam ca, daca AB = BA, atunci

B = Bet (6)

pentru orice t € R. Intr-adevir, dacid AB = BA atunci A¥B = BA* pentru orice
k € N, relatie care impreuna cu definitia matricei !4 implica (6). Din (6) si din
(5) rezulta ca

d /A B _d tA 124 — AptAptB tA > tB tA tB
dt(e e )_dt(e Je'P +e dt(e ) = Ae + e Be'” = (A+ B)e"e
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pentru orice ¢t € R. Aceastd egalitate ne arata ca X (t) = ee'B este matricea

fundamentala a sistemului
' =(A+ B)x
care satisface X (0) = I si, prin urmare, ette!? = 4+5) pentru orice t € R.
Dacia A = Q7 'BQ atunci A¥ = Q~'B*Q pentru orice k € N, de unde

Ootkk ootkflk flootkk
doaAt=d e Be=0 aB e
k=0

ceea ce demonstreaza (iv).
In sfarsit, (v) rezulta din (ii) pentru s = —t.

Observatie. Unica solutie a problemei Cauchy

{ 2'(t) = Ax(t) + b(t)

z(a) =§
cu A € Myxn(R), b: I — R™ continua, a € I gi £ € R", este data de formula
variatiei constantelor care, scrisi pentru matricea fundamentala X (t) = e'4,

capata forma
t
z(t) = et=A¢ 4 / e =94 (s) ds (7)
pentru orice t € I.

Observatie. Consideram sistemul diferential liniar omogen cu coeficienti constanti
in corpul numerelor complexe

(1) = Ax(t), (8)

unde A € M,,,,(C). Prin solutie a acestui sistem intelegem o functie z : R — C”,
de clasa C" si care satisface (8) pentru orice ¢t € R.
Inzestram C™ cu norma

2]l = max{]z[}

gi observam ca o functie z : R — C", 2(¢) = z(t) + iy(t) este de clasd C'' daca si
numai toate functiile componente z;(t) = z;(t) + iy;(t), 7 = 1,2,...,n sunt de
clasa C*, iar acestea, la randul lor, sunt continue si derivabile numai daca partile
lor reale si imaginare, x;(t) si y;(¢), sunt continue i derivabile ca functii de la R
la R.

Mai mult, avem formula de derivare

(@(t) +iy(t) = 2'(t) + it/ (2),

pentru orice ¢ pentru care exista x'(t) si y'(¢) si astfel, pentru A = A + B cu
A, B € M5, (R) sistemul (8) devine

¥ +iy =(A+iB)(x +iy) & o'+ iy = (Az — By) +i(Bx + Ay) &

' = Az — By (x>, (A —B)(x)
> = = )
y = Bx + Ay Y B A Y



adica este echivalent cu un sistem liniar omogen cu coeficienti constanti cu 2n
ecuatii si 2n functii necunoscute reale. Deducem de aici ca toate consideratiile
facute in aceasta sectiune sunt valabile gi pentru sistemul (8).

Pe M,,%»(C) consideram norma

1A = max{3" g},
j=1

pentru orice A = (A;;) € M, x,(C). Convergenta indusa de acesta norma este
tot convergenta pe componente si se observa ca, exact ca in cazul real, functia
exponentiala de matrice

este bine definita pentru orice t € R si are exact aceleasi proprietati ca in cazul
A e M,.n(R)
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