Cursul 8

(plan de curs)

§1 Exemplu de calcul pentru 4. Vom calcula, pe baza definitiei, matricea

et4 pentru

A= ( i ) € My on(R)

a

In acest scop asociem matricei A numarul complex A = a + b §i 1l scriem sub
forma trigonometrica

A =a+1ib= p(cosf +isinh).

Prin calcul direct se constata ca
B cosf —sind 5 of cos2 —sin20
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Aici am folosit formulele
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care provin din dezvoltarea in serie a functiei

0 £ o
cosnf = e™ cos bt, Z P

n=0

sinnf = e sin bt

eM = ™ — ¢9(cos bt + i sin bt),

si anume
A\ 0 n 0 tnpn
_ Zo\n ..
et = g n!)\ = E y (cosnf + isinnd).
n=0 n=0

Concluzie. Sistemul liniar omogen

' =ax — by
Yy = br + ay
are solutia generala

r\ [ ecosbt —esinbt c1
y ]\ e%sinbt e cosbt co )’



adica
{x(t) = c1e™ cos bt — cye® sin bt

y(t) = cre™ sin bt + coe™ cos bt.

4 cu forma canonici Jordan

§2 Determinarea matricei e
Prezentam aici o metoda de determinare a matricei e utilizand forma canonica
Jordan a unei matrice. Incepem prin a reaminti ca, pentru orice matrice cu
elemente complexe A € M,,,(C), exista o matrice nesingulara @ € M,,»,(C),
astfel incat

A=Q71JQ, (1)
unde J este forma canonica Jordan a matricei A si, prin urmare,
= Qe @)
pentru orice t € R.
Mai precis, daca Aq, Ag, ... \s € C sunt radacinile ecuatiei caracteristice
det(AI —A) =0
cu ordinele de multiplicitate my, ma, ... msy, 2221 m, = n, atunci J este o matrice

diagonala de blocuri : J,;, p=1,2,...,s,j=1,2,..., h,,
J = dlag (']117"'7th17J217"'7<]2h2a'"7J817"'7J5h5)

astfel ca e'’ este, de asemenea, o matrice diagonala de blocuri

e’ =diag (e, ... e e et et et (3)
Aici, Jp;, pentrup =1,2,...,ssij=1,2,..., hy, sunt celulele Jordan corespun-
zatoare radacinii caracteristice \,, adica

A 100 0
0 A\ 1 0 0
0 0 A 1 0
Ti=1 0 0 0 ) 0 | € Muy;xm,, (C)-
0 0 0 0 A
Notand cu
1000 0 0100 0
0100 0 0010 ..0
0010 0| 0001 ..0
Li=100 01 o | sEs=|. . . . . .|
: 0000 1
0000 1 0000




avem ca Jp; = A\plp; + B, Cum tE,; si tA,1,; comuta, urmeaza ca

ethj — etEpj-l-t)\pij — etApijetEpj — etkpjpjetEpj — et)\petEpj. (4)

Este ugor de vazut ca puterile matricei E,; sunt de forma

0010 ...0 0001 ...0
0001 0 SR
EZZ’E'S:OOOO 1’
b1 0000 ... 1 P 0000 0
0000 ... 0 0000 0
0000 ... 0 0000 0

Mpi . v . . . v .
cu E,” matricea nula. Asadar seria care defineste matricea exponentiald e!Fri
are numai primii m,; termeni nenuli si suma lor este
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00 0 ... 1
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iar din (3) obtinem forma explicitd a matricei e/, In final, matricea e se

determina din produsul (2).

Teorema 1. (structura matricei e/) Dacd A € M, x,(R) iar N\, = oy, + ik,

k=1,2...,s, sunt radacinile ecuatiei caracteristice
det(A\] — A) =0,
avand multiplicitatile my, k = 1,2....,s, atunci toate elementele matricei et

sunt de forma
Z e (Py(t) cos Bit + Qp(t) sin Bxt) ,
k=1

unde Py si Qp sunt polinoame cu coeficienti reali de grad cel mult my — 1.



Demonstratie. Fie A\ = o + i o radacina a ecuatiei det(A — AI) = 0. Tinand
cont de faptul ca '
eM = P — ot (cos Bt + isin ft),

utilizand (5), (3) si observand c&, desi Q7!, €'/ gi @ sunt matrici cu elemente
numere complexe, produsul Q 'e!’() = e/ este in mod necesar o matrice cu
elemente numere reale, obtinem concluzia teoremei.

Observatie. Functiile de forma
Z e (Py(t) cos Bt + Qp(t) sin Byt) ,
k=1

sunt numite cvasi-polinoame.

Ecuatii diferentiale liniare de ordin n

§1 Ecuatii liniare de ordin n. Existenta si unicitatea globala

Fie ay,as,...,a,, f : I — R continue. Consideram ecuatia diferentiala liniara
de ordinul n neomogena
y™ +a )y 4 an(t)y = f(1), (E.L.N)

si ecuatia omogena atasata
Y™ +ay()y ™Y + L an(t)y = 0. (E.L.O)

Prin solutie intelegem o functie y : I € I — R de clasi C™ care verifici
ecuatia pe un interval I C 1.

Stim ca orice ecuatie scalara de ordin n in variabila y este echivalenta cu un
sistem de n ecuatii de ordinul intai in variabilele z; =y, 2o = ¢/, ..., 2, =y V.

In cazul nostru, ecuatia (E.L.N) se rescrie sub forma sistemului liniar neo-

mogen

(2 =,
xh = 3
x| =y,
| 2, = —an(t)r1 — ap1(t)zg — - — ar(t)z, + (1),
care are forma matriceala
' = A(t)x + b(t), (S.L.N)
cu
0 1 0 0 0
0 1 0 0
A(t) = : : : .. : S1 b(t) = :
0 0 0 . 1 0
—an(t) —ap_1(t) —an_o(t) ... —ai(t) f(t)



Evident ca ecuatia diferentiala liniara omogena (E.L.O) se transforma in sis-
temul liniar omogen atasat

¥ = A(t)x (S.L.O)

Teorema 1. (de existenta si unicitate globala) Pentru orice a € I si orice
& € R™ problema Cauchy

{ y™ +a )y + -t a, )y = f(t)
y(a) =&,y (a) =&, ...,y V(a) = &

are o solutie globala unica.

§2 Ecuatii liniare omogene de ordin n. Spatiul solutiilor

Notam

8, = {y : I — R solutie pentru (E.L.O)} C C"(I,R)

si
§ = {x : I — R" solutie pentru (S.L.O)} c C*(I,R").

Stim ca 8 este subspatiu vectorial in C*(I,R") cu dim(8) = n.

Lema 1. 8, este subspatiu vectorial in C™(I,R), iar operatorul T : 8§, — 8
definit de
T(y) = v,y ..y )

pentru orice y € 8, este un izomorfism de spatii vectoriale.

Demonstratie. 8, este un subspatiu vectorial al lui C™(/;R) deoarece orice
combinatie liniara a doua solutii a ecuatiei omogene (E.L.O) este solutie pentru
aceeasi ecuatie.

Liniaritatea lui 7" rezulta imediat din liniaritatea operatiei de derivare, adica
din proprietatea

(ay(t) + B2(1)) = ay'(t) + B2'(t),

pentru orice t € I. In plus, din T (y) = 0 rezulta imediat y = 0, deci nucleul sau
este subspatiul nul,

Ker(T') = {y € 8,| T'(y) = 0} = {0},

de unde rezulta ca T este un operator liniar injectiv.
A mai ramas de aratat ca Im(7) = 8. Daca x € Im(7) atunci exista o
solutie y = y(t) a ecuatiei (E.L.O) astfel incat x = T'(y), adica x;(t) = y(t),

2o(t) =y (1), ..., 2,(t) = y™ I (t), pentru orice t € I. Sistemul (S.L.O) a fost
astfel construit incat, in acest caz, x = x(t) = (z1(t), ..., z,(t)) sa fie o solutie a
sa, deci x € 8.

Reciproc, daca x € 8, adica daca z(t) = (z1(t),...,x,(t)) este o solutie a

sistemului (S.L.O) atunci se constata usor ca prima componenta a sa, 1 = x1(t),
este de clasa C™ ca functie de la I in R, avand derivatele

I "o__ (n—1) _
II—IQ,ZEI—Ig,...,ZEI —l‘n
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si
xﬁ”) = —ap(t)r) — ap_ ()] — - — al(t)xgnfl),

adica T'(z1) = x si &1 € 8, de unde urmeaza ca z € Im(7).
Am aratat ca Im(7") = 8 si, prin urmare, 7' : §,, — 8 este un operator liniar
bijectiv, adica un izomorfism de spatii linare.

Teorema 2. Multimea solutiilor saturate ale ecuatiei omogene (E.L.O) este un

spatiu vectorial de dimensiune n peste R. Mai mult, pentru orice a € I, aplicatia
S, : 8, — R™ data de

Saly) = (y(a),y'(a), ...,y V(a)),

pentru orice y € 8, este un izomorfism de spatii liniare.

Demonstratie. Stim deja ca spatiile 8,, §i 8 sunt izomorfe, deci dim (§,,) =
dim (8) = n. Pentru a doua parte a teoremei, este suficient sa observam ca S,
este compunerea a doua izomorfisme de spatii liniare, mai precis

Sa(y) = Ta(T(y)),
pentru orice y € 5, unde I', : § — R" este dat de
[o(z) = 2(a),
pentru orice x € 8.

Observatia 1. Daca yi,9s,...,y, € S, este o baza, orice element y € §, se
exprima in mod unic ca o combinatie liniara de elementele bazei,

n

y(t) =) cwilt) (1)

=1

pentru orice t € 1.

Pentru orice sistem de n solutii y1,yo, ..., y, € 8, definim matricea asociata
Y : I = M,y,(R) prin

n—1 n—1 n—1
O N S O N0
pentru orice t € I.
Observatie. Matricea Y (t) a fost definita astfel incat sa aiba loc egalitatea

unde
X(t) - [T(y1)> T(?/Q)a <. >T(yn>]

este matricea asociata sistemului de solutii
{x' =T(y),2* =T(y),...,2" =T(y.)} C 8.
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Definitia 1. Sistemul y1,¥9s,...,y, € &, poarta numele de sistem fundamen-
tal de solutii al ecuatiei (E.L.O) daca el constituie o baza in spatiul liniar §,,.
Matricea asociata unui sistem fundamental de solutii poarta numele de matrice
fundamentald a ecuatiei (E.L.O).

Definitia 2. Daca Y este matricea asociata unui sistem de solutii y1, vy, ..., ¥Yn
din §,,, determinantul sau

W(t)=detY(t), t €1,
se numeste wronskianul asociat acestui sistem de solutii.

Observatie. Intrucas aplicatia T' este un izomorfism intre 8, si S, rezulta ca
un sistem de solutii y1,yo, . .., y, ale ecuatiei (E.L.O) este fundamental daca si
numai dacd x' = T(yy), 22 = T(y2), - .., 2" = T(y,), este un sistem fundamental
de solutii pentru sistemul omogen (S.L.O).

Teorema 3. Fie y1,ya, ..., Y, un sistem de solutii saturate ale ecuatiei (E.L.O),
fie Y matricea si respectiv W wronskianul, asociate sistemului de solutii. Urma-
toarele conditit sunt echivalente:

(i) matricea Y este fundamentald;
(il) W (t) # 0 pentru orice t € I
(iii) exista a € I astfel incat W (a) # 0.

Concluzia rezulta din teorema corespunzatoare de la sisteme liniare omogene,
aplicata sistemului (S.L.O).

Teorema 4. (Liouville) Fie W wronskianul unui sistem de n solutii saturate
ale ecuatiei (E.L.O). Atunci

t
W(t) = W(a)exp <—/ ai(s) ds) (2)
pentru orice t € I, unde a € I este fixat.

Concluzia rezulta din Teorema lui Liouville aplicata sistemului (S.L.O), ob-
servand ca, in acest caz, urma matricei A(t) este egala cu —ay(t).

§3 Ecuatii liniare neomogene de ordin n. Metoda variatiei constantelor

Consideram ecuatia diferentiala liniara de ordinul n neomogena
Y+ ar (g + L an(B)y = F(D), (ELLN)
si ecuatia omogena atasata

y™ 4 ar()y" Y + . an(t)y =0, (E.L.O)
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cu ay,as,...,a,, f: I — R functii continue.
Fie y1, 42, . . ., Yy, un sistem fundamental de solutii ale ecuatiei (E.L.O). Stim
ca solutia generala a ecuatiei omogene este data de formula

ysc.o(t) = c1pn(t) + caya(t) + - - - + cryn(t),

unde constantele ¢; sunt arbitrare, ele reprezentand coordonatele lui y = y(¢) in
baza {y1,y2,...,Yn} & spatiului liniar §,,.

Teorema 5. Fie yi,ys,. .., Y, un sistem fundamental de solufii pentru (E.L.O)
si fie g : I — R o solutie oarecare a ecuatiei (E.L.N). Functia y: I — R este o
solutie a ecuatier (E.L.N) daca $i numai daca are forma

y(t) = g (t) + caya(t) + - - + cuyn(t) + 4(t) (3)
pentru orice t € I, unde ¢y, co, ..., ¢, € R.

Demonstratie. Se repeta rationamentul de la teorema corespunzatoare in cazul
sistemelor liniare, aratand ca diferenta a doua solutii pentru (E.L.N) este o solutie
pentru (E.L.O).

Observatie. Teorema afirma ca solutia generala a ecuatiei neomogene este data
de formula
Ys.G.N = ¥Ys.G.0 T Usp.N-

Teorema 6. (metoda variatiei constantelor) Fiey,ys,. .., Yy, un sistem fun-
damental de solutii ale ecuatiei (E.L.O). Atunci ecuatia neomogenda (E.L.N) ad-
mite o solutie particulara de forma

n

y(t) = Z ¢i(t)yi(t),

i=1
unde ¢; : I — R pentru i = 1,2,...,n sunt functii de clasd C' care verificd
sistemul
[ y1(t)ch (1) + y2()ch(t) + -+ + yn(t)c,(t) =0
y1(0)h () + v (t)ea(t) + -+ y, (D), (t) =0
2 2 2 )
R0 + (0 + w2 (b)en (1) = 0
Lo VO + 08O + -+ (@) = £()

pentru orice t € 1.

Demonstratie. Se observa ca y(t) = > ¢;(t)yi(t), este o solutie a ecuatiei
(E.L.N) daca si numai daca x(t) = Y (t)c(t) este o solutie a sistemului (S.L.N)
corespunzator, unde ¢(t) este vectorul coloana ale carui componente sunt ¢;(t),
ca(t), ..., cu(t). Atunci, din demonstratia formulei variatiei constantelor de la
sisteme liniare, rezulta ca c trebuie sa satisfaca relatia



pentru orice ¢ € I, adica exact sistemul (4). Cum, pentru orice ¢t € I, avem
W(t) = detY(t) # 0, sistemul liniar algebric (4) in necunoscutele ¢ (t), c,(t),

.., & (t) este de tip Cramer si, prin urmare, acestea sunt bine determinate.
Exemplu. Consideram ecuatia liniara neomogena

t

e
" o
L
Se observa ca ecuatia omogena atasata
y'—y=0

admite solutiie y;(t) = e’ si y2(t) = ™" care formeaza un sistem fundamental de
solutii deoarece

t —t

W (t) = det Y (¢) :' Zt .

—e

= —2#0.

Prin urmare, solutia generala a ecuatiei omogene este

¢ —t
Ys.c.o = 1€ + coe .

Cautam o solutie particulara pentru ecuatia neomogena sub forma
g(t) = cr(t)e' + ca(t)e ™,

unde ¢ si ¢, se determina din sistemul variatiei constantelor:

et et a4\ 0
(o) (2)-()
Sistemul liniar algebric de mai sus se rezolva prin regula lui Cramer, de
exemplu, si se obtine
A= g
0,2 _ e?t

T 2(ef 1)

de unde, prin alegerea unor primitive convenabile, urmeaza

{ﬁ:fﬁﬁﬁﬁzgﬁ—mwwln

62t

o=~ [ gt = T(In(e + 1) —€),

i, prin urmare,

gt) == (te' =1+ (7" — €") In(e" + 1)).

N | —

In final, obtinem solutia generala a ecuatiei neomogene:

1
ysa.n = cre' + et + §(tet — 14 (e —¢€')In(e' +1)).



