Cursul 9

(plan de curs)
Ecuatii liniare de ordinul n cu coeficienti constanti

§1 Ecuatii omogene. Consideram ecuatia de ordinul n liniara, omogena, cu
coeficienti constanti

YO () + ary™ D () + - + awy(t) = 0, (EL.O¥)

unde ay,as,...,a, € R; vom arata ca determinarea unui sistem fundamental de
solutii se reduce la rezolvarea ecuatiei polinomiale

PA) =A"+a\" '+ +a, =0. (1)

A

Sa observam, pentru inceput, c& o functie de forma y(t) = e verifica ecuatia

(E.L.O*) daca si numai daca
()\n _'_al)\nfl 4. +an)€)\t — 0’

pentru orice t € R, adicd daca gi numai daca P(A) = 0. Din acest motiv ecuatia
polinomiala (1) se numeste ecuatia caracteristica atagata ecuatiei (E.L.O*), P(\)
se numeste polinomul caracteristic atagat ecuatiei, iar radacinile sale se numesc
radacini caracteristice.

Mai mult, sa observam ca si in cazul unei radacini caracteristice complexe,
A € C, functia z(t) = e verifica ecuatia (E.L.O*) consideratd pentru functii de
la R la C, deoarece si in acest caz avem

V) 4 a2 V() A Fanz(t) = (A AT 4 ay)eM = P(V)eM = 0.

Deoarece coeficientii ay, as, . . ., a, sunt reali, rezulta imediat ca atat partea reala,
cat si partea imaginard a functiei z(t) = e* verifica exact aceeasi ecuatie, si am
aratat astfel ca, daca A = a +ib cu b # 0 este o radacina caracteristica, atunci
functiile

y1(t) = Re e — ¢t o5 bt
si

a+ib)t

Y2 (t) = Im el = ™ sin bt

sunt solutii ale ecuatiei (E.L.O%).

Aceste observatii ne permit ca, in cazul in care polinomul caracteristic are
numai radacini simple, sa determinam exact n solutii ale ecuatiei (E.L.O*) care,
conform teoremei urmatoare, formeaza un sistem fundamental de solutii. Teo-
rema precizeaza si ce se intampla in cazul radacinilor multiple.

Teorema de generare a unui sistem fundamental de solutii. Pre-
supunem ca am reusit sa determinam toate radacinile polinomului caracteristic
atagat ecuatier (E.L.O*). Atunci, atasand fiecarei radacini reale A € R, de
multiplicitate m, functiile

6)\t’ te)\t7 t2€)\t, . ,tmileAt,



si atasand fiecarei perechi de raddcini complexe conjugate A\ 2 = a £ 1ib € C\ R,
de multiplicitate m, functiile

e cosbt, te™ cosbt, t?e™ cosbt, ..., t" te cos bt,

st

e sin bt, te™ sin bt, t2e“ sinbt, ..., t™ e sin bt,
obtinem un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia (E.L.O*).
Demonstratie. Deoarece polinomul caracteristic are coeficienti reali, radacinile
din C\R apar in perechi complex conjugate, si cum suma multiplicitatilor tuturor
radacinilor este n, deducem imediat ca in urma aplicarii procedeului din enuntul
teoremei se obtine un sistem format din exact n functii, notat in continuare cu

F={vi(®), v2(t), -, yn(V)}-

Vom arata ca elementele lui I formeaza un sistem de generatori pentru spatiul
vectorial §,, al solutiilor ecuatiei omogene (E.L.O*). In acest caz, deoarece
dim (8,) = n, va rezulta ca F formeaza o baza in §,, adica un sistem funda-
mental de solutii.

Stim ca, prin intermediul transformarii

T =Yy, To =1, ...,xn:y(”_l)

ecuatia (E.L.O%*) este echivalenta cu sistemul liniar omogen

2 (t) = Ax(t), (S.L.O*)
cu
0 1 0 0
0 0 1 0
A= : : : . :
0 0 0 |
—QAp —Qp—1 —Qp—2 ... —a1

Sistemul de mai sus avand coeficientii constanti, solutia sa generala este data
de formula
z(t) = ee,

cu ¢ un vector coloana format din n constante arbitrare. Rezulta ca y = x;(¢),
prima componenta a vectorului x = xz(t), este o combinatie liniara a componen-
telor aflate pe prima linie in matricea e4. Am aritat astfel ca orice solutic a
ecuatiei (E.L.O*), y € §,,, este o combinatie liniard de componente din e’

Sa observam acum, prin calcul direct, dezvoltand determinantul dupa ultima
linie, ca polinomul caracteristic atagat matricei A, Pa(\) = det(\ — A), are

forma

Pa(\) = det(A — A) = A"+ @ X" 4 -+,

adica el coincide cu polinomul P()\) atagat ecuatiei (E.L.O*) si, prin urmare,
radacinile caracteristice atagate matricei A sunt exact cele atasate ecuatiei omo-
n L. u i ordin multiplici . Din teorem ructura
ene (E.L.O*), cu aceleasi ordine de multiplicitate. Din teorema de structura a
matricei e urmeaza atunci ca fiecare componenta a sa este o combinatie liniara
de functii din J.



Am aratat ca F este un sistem de generatori format din n elemente al spatiului
liniar n dimensional §,, si, prin urmare, este o baza in acest spatiu.

Exemplu. Sa se afle solutia generala a ecuatiei
y¥ + 3y + 59" 4+ 5y + 3y +y = 0. (2)
Rezolvare. Atasam ecuatia caracteristica
PA) = N+ 30\ 4+ 50 + 502 + 30+ 1 =0,

care este o ecuatie reciproca de grad 5, prin urmare admite radacina \; = —1.
Dupa impartirea la A + 1, cu schema lui Horner, bineinteles, se obtine o ecuatie
reciproca de grad 4 care se rezolva cu substitutia g = A + % In final, avem
descompunerea

POA)=A+1)(N+A+1)2%

Aplicam algoritmul de generare a unui sistem fundamental de solutii:

Radacina reala A\; = —1 are multiplicitatea m = 1, ea genereaza solutia
() =e "
Perechea de radacini complexe conjugate Ag3 = Ay 5 = —% + @‘/73 are m = 2

si genereaza solutiile
= t te™ ¢ =3 gin ~—t te™3 ¢
=€ 2c08— = te 2 cos — =e 2sin— = te” 2 cos —t.
Y2 5 b Ys 5 b Ya 5 b Ys 5

Obtinem solutia generala a ecuatiei (2) sub forma

N+

ysaolt) =cie™ +e” ((Cz + cst) cos ?t + (¢4 + c5t) sin ?t) .

§2 Ecuatii neomogene. Fie [ C R i f € C%(I) o functie continui pe I, cu
valori reale sau complexe. Ecuatiei liniare neomogene cu coeficienti constanti

cu ay,as,...,a, € R, 1i atagam ecuatia omogena corespunzatoare
y™ 4+ a4 ay =0, (E.L.O%)

si operatorul diferential L : C"(I) — C°(I) definit prin
(Ly)(t) = y™ (&) + arg™ V() + -+ + any(?),

pentru orice y € C™(I). Cu ajutorul acestuia ecuatia (E.L.N*) poate fi scrisa
sub forma operatoriala

cuy € C™(I).



Aici am notat cu C™(I) unul din spatiile C"(I,R) sau C™(I,C), dupa cum
consideram cadrul de lucru.

Este usor de vazut ca operatorul L este liniar, iar spatiul liniar §,, al solutiilor
ecuatiei (E.L.O*) este chiar nucleul acestuia

S, = Ker L c C™(I).

Stim ca, dupa aflarea unui sistem fundamental de solutii pentru ecuatia
omogena (E.L.O*), rezolvarea ecuatiei neomogene se reduce la aflarea unei solutjii
particulare y = gs pn(t) pentru (E.L.N*). Aceasta poate fi aflata, pentru orice
functie continua f, prin metoda variatiei constantelor. Totusi, daca f este un
cvasipolinom, adica o functie de forma

f(t) = e™(PL(t) cosbt + P2(t)sin bt)

cu Pl(t) si P2(t) functii polinomiale in variabila ¢, se poate determina o solutie
particulard y = g5 pn(t) cautand-o tot sub forma unui cvasipolinom, dupa cum
vom justifica in continuare.

S& observam ci L aplicat unei functii de forma y(t) = t*e* are ca rezultat

(Ly) (t) _ (tke)\t>(n) +ay (tke)\t)(n—l) I antkeAt _ Pk(t)ekt,

unde P (t) este un polinom de grad egal sau mai mic decat k. Din liniaritatea
lui L urmeazd imediat ci L aplicat unei functii de forma y(t) = Q(t)eM cu
Q(t) = bt* + byt* =1 + ... 4+ b, are ca rezultat tot o functie de forma Py(t)e*.

Aceste considerente ne sugereaza ca, in cazul in care termenul liber al ecuatiei
(E.L.N*) are forma

f(t) = Pi(t)e (3)
cu Py(t) un polinom de grad k, sa cautam o solutie particulara y = g5 pn(t) tot
de aceeagi forma, adica

j(t) = Qn(t)e
cu Qp(t) un polinom cu coeficienti nedeterminati avand gradul h “suficient de
mare”.

Mai precis, se poate demonstra ca totdeauna exista o astfel de solutie parti-
culara de forma

g(t) = t"Qu(t)e (4)
unde m este ordinul de multiplicitate al lui A in ecuatia caracteristica atasata
ecuatiei omogene (E.L.O*), iar gradQ, = k = grad P,. Aici se considera ca
m = 0 daca A nu este radacina caracteristica.

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia
y" — 4y = (8t +6)e*. (5)
Rezolvare. Ecuatia diferentiala liniara omogena corespunzatoare
Ly=y" —4y =0,

are ecuatia caracteristica

AN —4=0



cu radacinile Ay = —2 si Ay = 2, deci solutia sa generala este

ysc.o(t) = cre " + cpe?

Deoarece termenul liber

f(t) = (8t + 6)e*

este de forma f(t) = Pi(t)e’ cu A = 2 radacina caracteristica cu multiplicitatea
m = 1, vom cauta solutia particulara y = s pn(t) sub forma

§(t) = t(At + B)e*.
Derivand si introducand in ecuatie se obtine
Ly=7"—4y = (8At + (2A+4B))e™,

de unde, prin identificarea coeficientilor, rezulta sistemul triunghiular

8A =8
2A+ 4B =6,
cu solutia A=1, B=1.
Am gasit
g(t) = t(t + 1)e*,
si, In consecinta, solutia generala a ecuatiei (5) este

Ysan = ys.c.o(t) + Uspn(t) = cre ™ + coe® +t(t + 1)e*.

Toata discutia de pana acum este valabila si in C™(I,R), si in C™(I,C).
Sa observam ca, deoarece coeficientii a; sunt reali, operatorul diferential L are
proprietatea

Ly = Llu+iv) = (u+ )™ + ay(u+0)"V + -+ a,(u+ iv)
= u™ + ™ 4 a; (W™ + i) 4o a, (u )
= Lu+ 1L,
pentru orice y = u + iv € C"(I,C), adica
ReLy = LRey si Im Ly = Llmy,
pentru orice y € C™(I,C). Prin urmare, din Ly = f(t) rezulta
Re f(t) = Re Ly = LRey,

adica, daca y = y(t) este o solutie a ecuatiei (E.L.N*) cu termenul liber f(¢),
atunci partea reald a sa este o solutie a ecuatiei (E.L.N*) cu termenul liber

Re f(t).
Sa observam ca pentru f(t) de forma (3) cu A = a +ib, b # 0, avem

Re f(t) = Re Py(t)e )" = e (PL(t) cos bt + P7(t) sinbt)



cu PL(t) si P2(t) polinoame cu coeficienti reali. Analog, pentru y = ¢(¢) de forma
(4) avem

Re§i(t) = Ret™ Q. ()l ™™™t = ¢me™ (Q(t) cos bt + Q7 (t) sin bt)

cu Qi(t) si Q2(t) polinoame cu coeficienti reali.
In concluzie, considerand numai solutii cu valori reale, daca termenul liber

are forma
f(t) = e™(PL(t) cos bt + PZ(t) sin bt) (6)

cu Pl(t) si P?(t) polinoame cu coeficienti reali de grad mai mic sau egal cu k,
atunci ecuatia (E.L.N*) admite o solutie particulara de forma

j(t) = t"™e™ (QL(t) cos bt + Q2(t) sin bt) (7)

cu Qi (t) si Qi(t) polinoame cu coeficienti reali de grad cel mult k, unde m este
ordinul de multiplicitate al numarului complex A = a+1b in ecuatia caracteristica.

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia

!

y' —y = —2tsint. (8)

Rezolvare. Ecuatia omogena

"
y —y=0,
are ecuatia caracteristica
NM—1=0
cu radacinile \y = —1 gi Ay = 1, deci solutia sa generala este

ysc.o(t) = cre™" + e’

Termenul liber
f(t) = —2tsint

este un cvasipolinom de forma (6), cu numarul complex atagsat A = a + bi =i si
cu gradul maxim k£ = 1. Deoarece A\ = i nu este radacina caracteristica, avem
m = 0. Cautam solutia particulara y = gg pn(t) sub forma (7) care devine

y(t) = (At + B)sint + (Ct + D) cost.
Efectuand calculele necesare, obtinem
(Ly)(t) = 4" (t) — g(t) = (—2At — 2B — 2C) sint + (—2Ct — 2D + 2A) cost,

de unde, prin identificarea coeficientilor, obtinem sistemul

94 = -2
9B —20 =0
20 =0

—2D +2A =0,



cu solutia A =D =1si B=C =0. Am gasit solutia particulara
g(t) = tsint + cost,
astfel ca solutia generala a ecuatiei (8) are forma
y(t) = cre™" + cpe! + tsint + cost,

pentru orice t € R.

§3 Ecuatii Euler. Ecuatia
"y fa "y Y o ay = (1), (E. Euler)

cuar,ag,...,a, € Rgi f:RL — R, numitd ecuatia lur Euler, se transforma intr-
o ecuatie liniara cu coeficienti constanti prin schimbarea de argument ¢t = e°.
Definim g(s) = y(e®), pentru orice s € R. Din echivalenta

t=e’=t(s) & s=1Int=s(t),

rezulta g(s(t)) = y(Int) = y(t) pentru orice t > 0.
Derivatele lui y in raport cu ¢ le vom calcula “prin s”, tinand cont ca

ds 1 0
—(t)=>=1¢"
dt() t

Avem
dy dij ds di 14y
a0 = 0G0 = gew; = glen)

Mai departe:

Y ) = %(f%s(m) = G0+ T 0) ) =

Inca un pas:

—+ (j (s(1) - 3%@@)) #2260 ).

Se poate arata, prin inductie, ca exista constantele oy, astfel incat

Tt =7 (an TH60) + an S (50) -+ + o G600 )



dk‘
pentru orice k£ > 1. Este clar ca, inlocuind in ecuatia (E. Euler) produsele tkﬁ
h ~

cu combinatii liniare de derivate obtinem o ecuatie liniara cu coeficienti

dsh’ .
constanti in functia necunoscuta g(s), avand termenul liber f(s) = f(e®). Dupa
rezolvarea acesteia obtinem solutia generala sub forma

§(s) = crpi(s) + -+ + cupn(s) + Pspn(s)
si revenim in argumentul ¢ astfel
y(t) = g(s(t)) = g(Int) = crpr(Int) + - - + cnipn(Int) + Ggpn (Int),

pentru orice ¢t > 0.

Observatie. Consideratii analoage arata ca gi ecuatiile de forma
(at + B)"y"™ + (at + B)" Fary™ ™V + -+ any = f(1),

cu a,f € R, sunt reductibile la ecuatii diferentiale de ordinul n liniare cu
coeficienti constanti.

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia

(t+3)3y" + (t+3)y —y =3(t +3)~ (9)

Rezolvare. Efectuam substitutia ¢ + 3 = e* < s = In(t + 3). Derivatele in
raport cu t le notam cu prim iar pe cele in raport cu s le notam cu punct. Avem

ds 1
/:—:—:t 371
T U
si prin urmare
d dy ds
/:— :——:'/:t 71'_
V=Y T dsaq v

Mai departe

= ) = (3 ) = (43— )

si

' = %((t +3)72(G—9) =20 +3)7 [ —9) + t+3)(Y —§)s' =

= (t+3)73(y — 3ij +27).

Inlocuim in ecuatia (9) si obtinem ecuatia liniara cu coeficienti constanti
U —3i + 3y —y = 3e*. (10)
Ecuatia omogena atasata

§ =3 +3)—y =0



are ecuatia caracteristica
N =3\ +3A-1=0
cu radacinile \y = Ay = A3 = 1, deci ecuatia omogena are solutia generala
ysco = (c1 + a5 + c35%)e.

Cvasipolinomul f(s) = 3e?* are atagat numarul complex A = 4 + 0i care,
nefiind radacina caracteristica, are multiplicitatea m = 0, prin urmare cautam
pentru ecuatia neomogena o solutie particulara de forma

y(s) = Ae*

si, dupa cateva calcule, gasim

Ecuatia (10) are solutia generala
1
Y = (Cl —+ CoS —+ 6382)68 + 5648,
iar ecuatia initiala are solutia

1
y=(c1 +cln(t+3)+csIn’(t+3))(t+3) + §(t+ 3)%.

Solutii analitice pentru ecuatii diferentiale liniare

Consideram ecuatia diferentiala liniara

y " +ar(t)y" Y+ an(t)y = f(1), (11)

si presupunem ca functiile ay, as,...,a,, f : I — R sunt analitice intr-un ¢t = ¢,
din intervalul deschis I.

Amintim ca o functie y : I — R este analitica pe intervalul deschis I daca
este indefinit derivabila pe I si dezvoltabila in serie Taylor in orice punct din I.
Avem urmatoarea caracterizare: o functie indefinit derivabila este analitica pe [
daca si numai daca, pentru orice compact K C I, exista M > 0 gi a > 0 astfel

ncat
‘ y™(t) '

< Ma"
n!

pentru orice n € N si orice t € K.

Spunem ca y : I — R este analitica in ty € I daca este indefinit derivabila pe
o vecinatate a lui ¢y si dezvoltabila in serie Taylor in t(, altfel spus y este suma
unei serii de puteri de forma

y(t) =D yalt —to)",

9



cu raza de convergenta p > 0, caz in care ea este analitica pe intreg domeniul de
convergenta (to — p,to+ p) N 1.

Pentru a simplifica expunerea vom considera ecuatii de ordin doi omogene,
cazul general fiind similar. Consideram ecuatia

y' 4+ p(t)y +q(t)y =0, (12)

cu p si g functii analitice intr-un ¢ = ¢, si atagam ecuatiei conditiile initiale

y(to) =&, ¥'(t) =& (13)

Teorema 1. Daca p si q sunt functiic analitice in punctul t = ty, atunci unica
solutie a problemei Cauchy (12) si (13) este si ea analitica in t = to.

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea, consideram ¢, = 0 si, pentru
functiile p si ¢, folosim dezvoltarile

= ant”, q(t) = antn. (14)
n=0 n=0

Vom rezolva problema Cauchy (12) si (13) cautand solutia sub forma

o0

y(t) = ant". (15)

n=0

Vom presupune, pentru inceput, ca aceste trei serii de puteri sunt convergente
cel putin pe un interval comun (—p, p), cu p > 0. Pe acest interval avem

- Z napx™ "t = Z(n + Day 1" (16)
n=1 n=0
si
Y0 =S+ Dnanaa™ =S (0 +2)(n+ Danot™.  (17)
n=1 n=0

Introducand dezvoltarile (14), (15), (16) si (17) in ecuatia (12) si ordonand
dupa puterile lui ¢, obtinem ca

Z (n+ 2)( n+1)an+2+z k+ 1)1 pn- k+Zakqn k]t =0
=0 = k=0

pentru orice t € (—p, p) si, In consecinta, y = y(t) este o solutie pentru ecuatia
(12) daca si numai daca toti coeficientii seriei de puteri de mai sus sunt nuli.
Rezulta urmatoarele relatii de recurenta:

n

Z(k; + D)ags1pn—k + Z aan—k] ; (18)

k=0 k=0

-1
(n+2)(n+1)

Apy2 =

pentru orice n € N. Deoarece primii doi coeficienti sunt determinati de conditiile
initiale, mai precis ag = y(tg) = & si a1 = y'(tp) = &1, urmeaza ca solutia pro-
blemei Cauchy (12) si (13) este perfect determinata de relatiile de mai sus. Mai

10



ramane de aratat doar ca seria de puteri (15), cu coeficientii a,, astfel calculati,
are raza de convergenta nenula.
Fixam in mod arbitrar un R > 0 strict mai mic decat raza de convergenta
A~ o0 oo
minima a seriilor de puteri (14). In acest caz, seriile numerice > p,R" si > ¢, R"

n=0 n=0
sunt absolut convergente, de unde rezulta ca sirurile p, R" si ¢, R" tind la zero,

deci sunt marginite: exista M > 0 astfel incat

M M
w < =il |< 5, 19
\p!_RSelIQI 7 (19)

mn

pentru orice n € N.
Vom arata, prin inductie dupa n, ca exista un P > 0 astfel incat

Pn
| an |[< R (20)
pentru orice n € N.
Fie n € N fixat arbitrar, presupunem ca pentru ag, a, ..., a,+1 avem

Pk
| ar |< k=012 n+1,

si aratam (20) pentru a, 2. Avem

n

Z(k+1) | a1 || Pok | +Z | ar || gn—r |]

k=0 k=0

L IS oy m T D

1 n PEL M PR M
< k+1 —
= (n+2)(n+1) {2( TR B TSR R"—k]

k=0 k=0
1 1

k+1 2 k
S el (DY ER D o

k=0 k=0

MR(n+1)+ MR* Y20+ P _ MR(n+1)+MR* P2
(n+2)(n+1) Rtz = (n+2)(n+1) Rn+2’

valabila pentru orice P > 2. Cum

. MR(n+1)+ MR?
lim =0,

rezulta ca exista un ng € N care nu depinde de P astfel incat

MR(n+1)+ MR?
mtDmi1) =

?

pentru orice n > ng si, prin urmare, daca n > ng atunci din ipoteza

k

P
ap |< —=, pentru orice k =0,1,2,...,n+ 1,
RE

11



urmeaza ca
Pn+2
| i |< s
Alegem acum P > 2 suficient de mare astfel incat sa avem
Pk
lag| < T pentru k =0,1,2,....,n9 + 1,

si atunci rezulta, prin inductie, ca (20) are loc pentru orice n € N.
Conform formulei Cauchy-Hadamard vom avea pentru raza de convergenta
po a seriei de puteri (15) estimarea

1 P
— = limsup {/l|a,| < =
o Vian| < 5

si, prin urmare, pg > Iz > 0.

Exemplu. Vom aplica metoda seriilor de puteri pentru ecuatia lui Airy, una
dintre cele mai simple ecuatii liniare de ordin doi cu coeficienti variabili:

y' —ty=0. (21)

Ecuatia este importanta in aplicatii, ea apare in studiul fenomenului de difractie,
de exemplu, si desi este foarte simpla, ea nu poate fi integrata prin metode ele-
mentare.

Cautam solutii sub forma

Derivam
Yy (t) = lay + 2ast + 3ast® + dagt® + Sast* 4 - - -

y'(t) =1-2ay + 2 - 3ast + 3 - dayt® + 4 - 5ast® + 5 - 6agt’ - - -
i comparam seria lui y”(¢) cu seria
ty(t) = 0+ aot + a1t® + aot® + ast® + agt® +-- - .

Obtinem relatiile

1-2a, = 0
2-3a3 = ag
3-das =
4-5as; = ao
5-6ag = as
6-7Ta; = ay



de unde, din aproape in aproape, deducem

ags = 0
Qo
a3 = ——=
5 2.3
_ W
“ =37y
a2
= —:O
a5 4.5
as ao
Qa, g g
6 5.6 (2-3)(5-6)
ay aq
a = =
! 6-7 (3-4)(6-7)
as
= —:O
s 7.8
Qg Qo
ag g g

8-9 (2-3)(5-6)(8-9)

Se observa ca, pentru orice k =1,2,3, ...

A3k—1 = 07 1

agp,

LT BIN6-7) - (Bk) - 3k 1)) T
Introducem aceste relatii in seria (22) si schimbam ordinea de sumare astfel
incat sa apara factorii ag si a;. Obtinem solutia generala a ecuatiei (21) sub
forma
y(t) = aoyr(t) + arya(t),

unde
t3k

(2-3)(5-6)--- ((3k — 1) - (3k))

]2

yi(t) =1+

B
Il
—_

t3k+1

y2(t):t+;(3.4)(6.7)---((3k)-(3k+1))'

Este usor de vazut ca seriile de puteri care definesc functiile de mai sus au
raza de convergenta infinita, deci y = y;(t) si y = y2(¢) sunt bine definite pentru
orice t real. Mai mult, s remarcam ca y = y;(t) este solutia ecuatiei (21) cu
datele initiale y;(0) = 1 si y1(0) = 0, iar y = ya(t) este solutia cu datele y,(0) = 0
si y5(0) = 1 i, prin urmare, ele formeaza un sistem fundamental de solutii pentru
ecuatia lui Airy.
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