Cursul 10

(plan de curs)
Teoria stabilitatii

81. Tipuri de stabilitate. Fie (2 o submultime nevida si deschisa din R",
f Ry x Q — R" o functie continua pe R, x € si local lipschitziana pe 2.

Stim ca, pentru orice a € Ry = [0, +00) si orice £ € €, problema Cauchy
formata din sistemul diferential

o' = f(t,z) (SD)
si conditia initiala
z(a) = ¢,
are o solutie saturata la dreapta unica, notata in continuare cu z = z(t, a,§),

definita pe un interval maximal [a, Tj,¢).
Fie o : R, — Q o solutie a sistemului (SD) definitd pe intreaga semiaxa!.

Definitie. Solutia ¢ : R, — ) se numeste simplu stabila daca pentru orice
e > 0 i orice a > 0 exista d(e,a) > 0 astfel incat pentru orice £ € 2 cu
1€ — p(a)|| < d(e,a) avem ca

(i) z(-,a,&) este definita pe [a, +00) si
(ii) [|z(t,a,&) — @(t)|| < e pentru orice t € [a, +00).
Daca d(e,a) poate fi ales independent de a, solutia ¢ se numeste uniform
stabila.

Definitie. Solutia ¢ : R, — ) se numeste asimptotic stabila daca ea este simplu
stabila gi in plus pentru orice a > 0 exista p(a) > 0 astfel incat pentru orice £ € €2

cu [[§ = p(a)l] < p(a):

(i) z(-,a,&) este definita pe [a, +00) si
(i) lim_[le(t.0.6) — o(0)] =0.

Daca, in plus, ¢ este uniform stabila, u(a) > 0 poate fi ales independent de a,
iar limita (ii) este uniforma in raport cu a, atunci solutia ¢ se numeste uniform
asimptotic stabila.

Observatie. Spunem ca limita (ii) este wniforma in raport cu a daca

li t — ()| =
i fe(t0.€) = o)) =0,

adica daca pentru orice € > 0, exista T'(¢) > 0 astfel incat ¢t — a > T'(¢) implica
lz(t, a, &) — p(t)]| <e.

Observatie. Toate cele patru concepte de stabilitate definite mai sus se refera
la proprietati ale unei solutii a sistemului (SD) si nu la proprietati ale sistemului.
Mai precis, exista sisteme care poseda atat solutii stabile cat si solutii instabile.

! Atentie: problema stabilitdtii se pune numai pentru solutii definite pe intreg intervalul
[0, +00).



Exemplu. Consideram ecuatia diferentiala
¥ =xz(1—x),

care este o ecuatie cu variabile separabile si poate fi integrata prin metode ele-
mentare. Obtinem

B getfa
wha.8) =17 glet—a — 1)’

pentru orice a > 051 £ € R. Observam ca, pentru § > 0, solutia saturata (-, a, §)

este definita pe [a,4+00) cu

[z (ta.8) =1,

iar pentru § < 0, solutia este definita pe intervalul [a,a+H) cu H =In(1—%) > 0

Sl

1
3
t/l‘laIEHx(t’ a, 5) = —0o0.

Vom analiza, pentru simplitate, numai stabilitatea solutiilor stationare (con-
stante). Solutia x = ¢(t) este stationara daca ¢'(t) = 0 pentru orice ¢, adica
daca

p(t)(1—p(t) =0

pentru orice ¢, de unde deducem ca ecuatia admite numai solutiile stationare

@o(t) = 0 pentru orice ¢ € [0, +00)

©1(t) = 1 pentru orice t € [0, 4+00).

Fig. 1: Solutiile ecuatiei 2’ = (1 — x).

Este usor de vazut ca, deoarece pentru orice £ < 0 solutia saturata x(-,0, ) nu
este definita pe intreaga semiaxa |0, 4+00), solutia nula = = ¢y(t) este instabila.
Pe de alta parte, oricare ar fi a > 0 i € > 0, avem

£—1 '
1+&(et=e—1)

2(t,0,€) — oa(D)] = la(t, a.) — 1] =\ <le—1],



pentru orice t > a, de unde rezulta ca in definitia stabilitatii uniforme putem
alege, de exemplu, § = é(¢) = § si obtinem ca solutia x = ¢;(t) este uniform
stabila.

Mai mult, din

=1

. B . get—a
t—(ll—{r—l&-oox(t’ % f) a t—(ll—{r—l&-oo 1 =+ é‘(et—a — 1)

)

pentru orice £ > 0, rezulta ca x = () este chiar uniform asimptotic stabila.

Observatie. Prin transformarea y = x — (¢) studiul stabilitatii oricarei solutii
x = p(t) a sistemului (SD) se reduce la studiul stabilitatii solutiei nule a sis-
temului

y'(t) = f{t,y(t) +o(t) — f(E o).
Din acest motiv, in tot ceea ce urmeaza, vom presupune ca 0 € 2, f(¢,0) =0 si

ne vom limita numai la studiul stabilitatii solutiei identic nule a sistemului (SD).
Pentru simplitate vom relua definitiile anterioare in cazul particular ¢ = 0.

Definitie. Solutia nula a sistemului (SD) se numeste simplu stabild daca pentru
orice € > 0 i orice a > 0 exista d(g,a) > 0 astfel incat pentru orice £ € Q) care
satisface ||€|| < d(e, a):

(i) z(-,a,§) este definita pe [a, +00) si
(ii) ||=(t,a, )| < e pentru orice t € [a, +00).

Daca d(e, a) poate fi ales independent de a, solutia nula se numeste uniform
stabila.

Definitie. Solutia nuld a sistemului (SD) se numeste asimptotic stabila daca
ea este simplu stabila si in plus pentru orice a > 0 exista p(a) > 0 astfel incat
pentru orice £ € Q cu ||€]] < p(a):

(i) z(-,a,&) este definita pe [a, +00) si

(i) lim_[lo(t,0,)] =0

Daca, in plus, solutia nula este uniform stabila, p(a) > 0 poate fi ales independent
de a, iar limita (ii) este uniforma in raport cu a, atunci solutia nula se numeste
uniform asimptotic stabila.

§2. Stabilitatea sistemelor liniare. Consideram sistemul liniar
' = A(t)x + b(t), (S.L.N)
si sistemul liniar omogen corespunzator
= A(t)z, (S.L.O)

unde A(t) = (aij(t))nxn, b(t) = (b;(t))1xn, cu a;; si b; functii continue de la Ry
in R.

Din teorema de existenta globala pentru sisteme liniare, rezulta ca in acest
caz orice solutie saturata este definita pe intreaga semiaxa R, = [0, 4+00).



Teorema 1. Fie ¢ : R, — R", o solutie oarecare a sistemului liniar (S.L.N).
Solutia x = (t) este simplu, uniform, asimptotic sau uniform asimptotic sta-
bila dupa cum solutia nuld a sistemului omogen (S.L.O) este simplu, uniform,
asimptotic sau, respectiv, uniform asimptotic stabila.

Demonstratie. Dupa cum am vazut in cazul general, studiul stabilitatii solutiei
x = ¢(t) a sistemului (S.L.N) se reduce, prin transformarea y = = — ¢(t), la
studiul stabilitatii solutiei nule a sistemului

Y =Al)(y + () +b(t) — (1) =

Sy = Ay + At)p(t) +b(t) — (1) &y = A(t)y.

Observatie. In cazul sistemelor liniare, stabilitatea este o proprietate a sistemu-
lui deoarece toate solutiile unui sistem liniar acelasi tip de stabilitate, si anume
tipul de stabilitate al solutiei nule a sistemului omogen atagat. Din acest motiv
punem vorbi, in cazul limiar, despre sisteme stabile si nu numai despre solutii
stabile.

Subliniem ca, deoarece sistemul liniar neomogen (S.L.N) are acelasi tip de
stabilitate ca sistemul omogen atagat, (S.L.O), in continuare ne vom referi numai
la cazul omogen.

Teorema 2. Sistemul (S.L.O) este simplu stabil daca si numai daca admite o
matrice fundamentala marginita, tar, in acest caz, orice alta matrice fundamen-
tala este marginitd.
Demonstratie. Notam cu z = z(t,a,{) unica solutie saturata a sistemului
(S.L.O) care satisface conditia initiala x(a) = &.

Fie X = X(t) o matrice fundamentala marginita pentru (S.L.O), cu

X @I < M,

pentru orice ¢ > 0. Stim ca, pentru orice a > 0 gi £ € R", solutia z = z(t, a, )
are forma

2(t,a,€) = X() X (a)c.

pentru orice t > 0. Prin urmare,
z(t, a, )l = X)X Ha)é]| < [ X@NX(a)[[[[E] <

< M|IXHa)|llEll <e,
pentru orice t > 0, daca

€

€Il < 6(e,a) = MX ()]

si astfel am aratat ca solutia nula a sistemului (S.L.O) este simplu stabila.
Reciproc, daca presupunem ca (S.L.O) este simplu stabil, atunci pentru e = 1
si a = 0 exista 6 > 0 astfel incat, pentru orice £ € R cu ||€|| < § avem

(¢, 0, )] < 1,



pentru orice ¢ € R;. Notam cu

1 0 0
el = ! e = 1 e = ! :
0 0 1
baza canonica a lui R". Considerand pe rand &' = det, €2 = de?, ..., &" = fe”

obtinem sistemul de n solutii marginite
z'(t) = x(t,0,€Y), 2*(t) = (¢,0,?), ... ,2™(t) = 2(£,0,£")

avand wronskianul calculat in origine egal cu

06 ... 0
W(0) =det X(0) = | . | =620,
00 ... ¢

si formand, prin urmare, un sistem fundamental de solutii cu matricea funda-
mentala atagata marginita

[ X (@) = miaxz EAGIEE
j=1

pentru orice t > 0, deoarece pentru fiecare 7,7 =1,...,n,
[/ (O] < [l2? ()] = [l (2, 0,")|| = max|a;(t,0,€7)] < 1,

pentru orice t > 0.
Am aratat astfel ca sistemul (S.L.O) are o matrice fundamentald marginita.
Sa observam ca daca o matrice fundamentala X = X (¢) este marginita atunci
orice alta matrice fundamentala Y = Y'(¢) este marginita deoarece, dupa cum
stim, ea este de forma Y'(t) = X (¢)C cu C € M,,«,(R) matrice nesingulara, si
atunci

Y (@) = [X@C] < IXOICN < M[|C]l,
pentru orice t > 0.

Teorema 3. Sistemul (S.L.O) este asimptotic stabil daca si numai dacd admite
o matrice fundamentala X (t) cu

li X =

[ [|X (@) =0,
iar, in acest caz, orice alta matrice fundamentald are aceastda proprietate.
Demonstratie. Se repeta argumentatia de la teorema precedenta, inlocuind

majorarea || X (¢)|| < M cu
X (@) < M(2),

unde M (t) — 0 pentru t — +o0.



Observatie. In cazul in care sistemul (S.L.O) este asimptotic stabil rezulta ca,
pentru orice £ € R",

lo(t, a, &)l = X ()X a)s || < IXONX " (a)[[[lE]l — 0 pentru t — +oo,

si, prin urmare,
lim z(t,a,§) =0

t—+o00

pentru orice £ € R” gi orice a > 0, adica sistemul (S.L.O) este global asimptotic
stabil. In cazul sistemului neomogen (S.L.N), aceasta inseamna ca diferenta
dintre oricare doua solutii tinde la zero pentru ¢t — +oc.

Amintim ca, daca X = X (t) este o matrice fundamentala, atunci
Ult,s) = X ()X *(s)

este matricea rezolventa sau evolutorul sistemului. Matricea rezolventa atasata
sistemului (S.L.O) este unica, nu depinde de matricea fundamentala X (t), iar
solutiile sistemului sunt date de formula

2(t,a,8) = UL, ),

pentru orice t > a.

Teorema 4. Sistemul (S.L.O) este uniform stabil dacd i numai dacd matricea
sa rezolventa U = U(t,a) este marginita pentru t > a > 0, adica dacd exista
M > 0 astfel incat

|t a)l| < M,

pentru orice a > 0 s1 orice t > a.
Demonstratie. Presupunem ca ||U(t,a)|| < M pentru orice t > a > 0. Atunci

lz(t, a, )l = U a)é]] < [|U(E a)llllEl} < MIIE]| < e,

pentru orice t > a, daca

el < 8(e) = 7

si astfel am aratat ca solutia nula a sistemului (S.L.O) este uniform stabila.

Reciproc, presupunem acum ca solutia nula a sistemului (S.L.O) este uniform
stabila. Atunci, pentru g9 = 1, exista dy = d(g¢) > 0 astfel incat, pentru orice
a > 0 siorice £ € R" cu ||€]] < 6§y, avem

[x(t, a, O = [|U(L, a)é]] <1,

pentru orice t > a.
Definim M, = % si vom arata ca ||U(t,a)|| < My, pentru orice t > a > 0.
Fie ¢ i a fixati, ¢ > a > 0. Notam U(t,a) = (u;;) si fie 4y indicele unei linii
pe care se atinge maximul in calculul normei

n n
Ut a)|| = [|(ui)|| = m?xz g =) [uigg-
P =1



Definim vectorul coloana

Sign Uil
sign Ujp2
SIgN Wiyn

Este clar ca ||v]] < 1 gi atunci, pentru £ = v cu ||€|| = dol|v]| < do, avem

1> Ut a)é]l = 6ol|U(E, a)v] =

= o m?ﬂZ“ij’”j’ > S0l D wigv] = S0 Y [uigs| = S| U (¢, a),
j j

J

de unde urmeaza ca ||U(t,a)|| < My, asa cum am anuntat.

Teorema 5. Sistemul (S.L.O) este uniform asimptotic stabil daca si numai daca
matricea sa rezolventa are proprietatea

lim [|U(¢,a)|| =0.

t—a—+o0

Demonstratie. Sa observam ca (S.L.O) este uniform asimptotic stabil daca si
numai daca este uniform stabil si

lim |z (t, a,§)|| =0,

t—a—+o00

pentru orice ¢ cu norma suficient de mica. Concluzia rezulta din Teorema 4,
tinand cont ca z(t, a,&) = U(t,a)t.

§3. Stabilitatea sistemelor liniare cu coeficienti constanti. Consideram
sistemul liniar neomogen

z' = Ax + b(t), (1)

cub: [0,+00) — R™ o functie continua si A € M,,«,(R) o matrice constanta.
Stim ca stabilitatea acestuia este data de stabilitatea sistemului omogen atasat,

' = Az, (2)

mai precis de stabilitatea solutiei nule a acestuia.
Vom caracteriza stabilitatea sistemului (2) utilizand matricea fundamentala

X(t) = e
Sa observam, pentru inceput, ca in acest caz matricea rezolventa are forma
Ult,a) = X(1)X (a) = et = elim0)4

si, prin urmare, U(t, a) este marginita pentru ¢ > a daca si numai daca matricea
et este mirginita pentru t > 0, deci in acest caz stabilitatea uniforma este



echivalentd cu stabilitatea simpla? si, analog, stabilitatea asimptotica uniforma
este echivalenta cu stabilitatea asimptotica simpla care este caracterizata de

lim [le| = 0.
t——+o0

Retinem ca la sisteme diferentiale liniare cu coeficienti constanti, omogene
sau neomogene, stabilitatea simpla este echivalenta cu cea uniforma, din acest
motiv in continuare ne vom referi numai la stabilitatea simpla.

Pentru a discerne cazurile in care matricea X (t) = e/ este marginita sau are
limita zero la 400 vom utiliza forma canonica Jordan J a matricei A. Notam cu
Q € M, x,(C) matricea nesingulara pentru care A = Q~1JQ, stim ci in acest
caz et = Qe Q si din

6tA — Q—letJQ = 6t‘J — Q€tAQ_1

obtinem

le 1 < Q™ e M@ si 1| e[ < Qe HIQ~ I,

de unde rezulta urmatoarele doua echivalente:
tA Sy t ey
e este marginita pe [0,400) < e este marginita pe [0, +00)

si
lim ||| =0« lim || =o0.
t——+o0 t——+o00

Am justificat astfel urmatorul rezultat auxiliar:

t

Lema 1. Sistemul (2) este stabil dacd $i numai dacd matricea Y (t) = e este

marginita pe [0, 400) si este asimptotic stabil dacda i numai dacd

lim || = 0.
t——+o00

S# analizam acum structura matricei Y (t) = e = (y/(t)). Stim ci ele-

mentele sale nenule sunt de forma

) th N th (atib) th
_ t_ +ib)t _ ¢ -

y(t) = e = e TR = He“ (cos bt + isinbt), (3)
unde A = a+1b este radacina caracteristica a matricei A iar h € {0,1,... m—1},

cu m ordinul celulei Jordan corespunzatoare lui y. Observam ca

h h
|yj(t)| = t—eat\ cos bt + isin bt| = t—eat = lgo(t)

cu p(t) = the® pentru t € [0, +00). Este ugor de vizut ci functiile de forma

o(t) = the™, t € [0, +00),

2 Aceasta echivalenta are loc de fapt pentru orice sistem diferential autonom, adicd pentru
orice sistem de forma 2’ = f(z), deoarece multimea solutiilor unui astfel de sistem este inchisa
la translatii in raport cu argumentul ¢. Intr-adevir, se verifici imediat ci dacd x = o(t) este
o solutie, atunci gi z = ¥(t), cu ¥(t) = p(t — a) este o solutie a sistemului, pentru orice a € R.



au urmatoarea comportare:
(1°) daca a < 0 atunci ¢(t) — 0 pentru t — +o00;
(2°) daca a > 0 atunci ¢ este nemarginita pe [0, 4+00);
(3°a) daca a =0 gi h = 0 atunci @ este constanta, deci este marginita;
(3°b) daca a =0 gi h > 0 atunci ¢ este nemarginita pe [0, +00);

Tinand cont de aceste observatii, din Lema 1 obtinem urmatorul criteriu de
stabilitate pentru sisteme liniare cu coeficienti constanti:

Teorema 6. Consideram sistemul diferential liniar cu coeficienti constanti
¥ = Az +b(t),

cu b i [0,400) — R"™ o functie continud oarecare i notam cu Ai, Ay, ...\
radacinile polinomulut caracteristic

Pa(\) = det(A — )
asociat matriceir A. Atunci
(1°) daca Vi, Re\; <0, atunci sistemul este asimptotic stabil;
(2°) daca Fig cu ReX;, > 0, atunci sistemul este instabil ;

(3°) daca Vi, ReX; < 0 gi Jig cu ReX;, = 0 atunci sunt posibile numai
urmatoarele doua sitati:

(3°a) daca pentru orice radacing caracteristica A; cu Re \; = 0 toate celulele
Jordan asociate acesteia au ordinul 1, atunci atunct sistemul este
stabil;

(3°b) daca ezista o radacing caracteristica A; cu ReX;, = 0 care are aso-
ciata macar o celula Jordan de ordin strict mai mare decat 1, atunci
sistemul este instabil.

Amintim ca ordinul unei celule Jordan este totdeauna mai mic sau cel mult
egal cu multiplicitatea radacinii carateristice asociate, deci daca sistemul este in
cazul (3°) si toate radacinile caracteristice cu partea reala nula au multiplicitatea
unu, sistemul este stabil deoarece se afla in situatia (3°a).

Asgadar, in aplicarea acestui criteriu, avem nevoie de determinarea efectiva a
formei canonice Jordan numai daca suntem in cazul (3°) si printre radacinile cu
partea reala nula exista una cu multiplicitatea strict mai mare decat unu.

In continuare vom detalia cazul de stabilitate asimptotic, cazul (1°) de mai
sus.

Definitie. Matricea A se numeste hurwitziand daca toate radacinile ecuatiei
caracteristice det(A\ — A) = 0 au partea reala strict negativa.

Lema 2. Daca A este hurwitziana atunci exista constantele M > 1 si w > 0
astfel incat
HetAH < Me—wt



pentru orice t > 0.
Demonstratie. Este evident ca pentru orice matrice hurwitziana putem fixa un
w > 0 astfel incat
Re i +w <0
pentru orice radacina caracteristica \;, 1 = 1,2,...,s.
Fie J = QAQ ™! forma canonica Jordan a matricei A. Considerand ci ele-
mentele matricei '/ sunt date de (3), vom avea

e | = e ™[ Z(t)],
unde toate elementele matricei Z sunt de forma
2(t) = thel ™) (cos bt + i sin bt)

cua+w=Re)+w <0 g, in consecintad, sunt marginite pe [0, +00). Rezulta
ca exista My > 0 astfel incat
12 < My

pentru orice t > 0. Obtinem ca
e = 1Q~ e QI < [|Q Il QN < Me™",

pentru orice ¢ > 0, unde am notat M = M,||Q~*||||Q]].

Observatie. Fie A o matrice hurwitziana si fie M > 1 si w > 0 astfel incat
|et4]] < Me“* pentru orice t > 0. Atunci pentru orice solutie a sistemului (2)
avem

|z(t, a,€)|| = e D] < e =DM ||€]| — 0 pentru t — +oo,

si din acest motiv spunem ca sistemul este global asimptotic exponential stabil.

Datorita importantei cazului de stabilitate asimptotica, au fost stabilite cri-
terii pentru a decide daca o matrice este hurwitziana sau daca un polinom are
toate radacinile cu partea reala strict negativa, caz in care este numit polinom
hurwitzian. De exemplu, pentru polinoame de gradul 3 criteriul este urmatorul:

Polinomul

P\) = N 4+ )\ + ag)\ + a3

este hurwitzian daca si numai daca

ar >0,as>0,a3 >0 §ia1a2>a3.

Exemplu. Sistemul diferential liniar

) = =311 — 2y
xh =11 — 319
Ty = Ty — X3,
are matricea atasata
-3 -1 0
A= 1 =3 0
0 1 -1



cu polinomul caracteristic

A+3 1 0
PyA)=det(\[ —A)=| —1 X+3 0 |[=X+7\+16)+ 10,
0 ~1 A+1

care, conform criteriului de mai sus®, este hurwitzian, deci A este matrice hur-
witziana gi, prin urmare, sistemul diferential este asimptotic stabil.

3De fapt Pa(\) = (A + 1)(A? 4 6) + 10) si are radacinile A\; = —1, g3 = —3 %4, toate cu
partea reala strict negativa.



