Cursul 11

(plan de curs)

Teoria stabilitatii (2)

§4. Stabilitatea solutiilor ecuatiilor liniare de ordin n. Stabilitatea unei
solutii y = y(t), cu y € C" (R, R), a ecuatiei diferentiale de ordin n,

(n)

y™ = g(t,y, ..., y"),

se definegte ca fiind stabilitatea solutiei corespunzatoare r = z(t), z € C'(R,,R™),
a sistemului format din n ecuatii diferentiale de ordinul intai

( r
/I
/ —
mn—l = Tn
/I
\ Lp = g<t7$law27 :En)

obtinut prin transformarea

T =Y, Tag = y/a sy Tp = y(n_l)'
Atragem atentia ca in acest caz, pentru oricare doua solutii ale ecuatiei, y si 7,
distanta dintre y(t) si () se considera a fi distanta dintre vectorii corespunzatori

(1), 9/ (), -,y D) st (9(1),§(1), ... g (1)), adica
max{|y(t) = §(t)|, |y'(t) = F O, [y" V(&) =g PO}

In cazul ecuatiilor diferentiale liniare de ordin n, sistemul atasat este si el
liniar, si astfel rezultatele de stabilitate de la sisteme liniare se transfera cuvant
cu cuvant la ecuatii liniare. De exemplu, orice solutie a unei ecuatii liniare
neomogene este stabila daca si numai daca solutia nula a ecuatiei omogene core-
spunzatoare este stabila.

Pentru ecuatia liniara omogena cu coeficienti constanti

y(n) (t) + aly(”*l)(t) L d aﬂy(t) =0, (E.L.O*)

cu ag,as,...,a, € R, sistemul diferential corespunzator este sistemul liniar
omogen cu coeficienti constanti

r' = Az, (S.L.O*)
cu matricea
0 1 0 0
0 0 1 0
A= z
0 0 0 1

—Qp —Ap—-1 —Ap—2 ... —Q1



avand proprietatea ca polinomul caracteristic atasat ei coincide cu polinomul
caracteristic atagat ecuatiei (E.L.O*), adica

Pa(\) = det(A — A) = X" + a A" 4 -+ a.

Din Teorema de generare a unui sistem fundamental de solutii pentru (E.L.O*),
stim ca orice solutie este o combinatie liniara de functii ¢ = ¢(t) de forma

o(t) = t"e™ cosbt sau (t) = t"e™ sin bt, (1)
cu A = a + b radacina caracteristica si h = 0,1,2,...,my — 1, unde m) este

ordinul de multiplicitate al lui A in ecuatia caracteristica. Mai mult, observam
ca si derivatele solutiilor sunt combinatii liniare de aceasta forma.
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Fig. 1: Graficul functiei (t) = ez’ sin 10t
Analizand graficele functiilor de forma (1) pe intervalul [0, +00), observam
imediat urmatoarele
(1) daca a = Re A > 0, atunci ¢ este nemarginita pentru ¢t — +00 ;

(17) daca a = Re A < 0 atunci, si numai atunci, ¢ si derivatele sale au limita
zero pentru t — +o0.

(17i) daca a = 0 ¢i h = 0, atunci p si derivatele sale sunt marginite pe [0, +00);
(1v) daca a =0 si h > 0, atunci ¢ este nemarginita pentru t — +00 ;

Tinand cont de aceste observatii, obtinem urmatorul criteriu de stabilitate
pentru ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti:

Teorema. Fie \i, \g, ...\ radacinile polinomului caracteristic
PA)=A"+a N+ ta,

asociat ecuatier (E.L.O*), avand multiplicitatile my, ma, ..., ms. Atunci
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Fig. 2: Graficul functiei p(t) = t?¢ " sin 10¢

(1) daca Vi, Re\; <0, atunci ecuatia (E.L.O*) este asimptotic stabila;
(17) daca Fig cu Re Ny, > 0, atunci ecuatia (E.L.O*) este instabila;
Daca Vi, Re\; <0 si dig cu Re\;, = 0 atunci sunt posibile numai urmatoarele
3 0 p
doua situatii:
(i73) daca ReN; = 0= m; =1 atunci ecuatia (E.L.O*) este stabila;

(iv) daca Fig cu Re Njy = 0 si my, > 2 atunci ecuatia (E.L.O*) este instabild.

Demonstratie. Fie y = y1(t), y = y2(t), ..., y = yn(t), cele n solutii de forma
(1) date de Teorema de generare a unui sistem fundamental de solutii pentru
ecuatia (E.L.O%), gi fie

-1 -1 -1
W e e
matricea asociata acestui sistem de solutii. Stim ca prin transformarea

Ty =Y, T2 = y/7 ceey Ip = Z/mil),
ea devine o matrice fundamentald a sistemului liniar atagat (S.L.O*), si astfel
stabilitatea ecuatiei (E.L.O*) este caracterizata de comportarea matricei funda-
mentale Y = Y ().
Este clar ca, in cazul (i) avem

lim [|Y'(#)]| =0,

t—+o0



in cazul (4i7) matricea Y = Y (t) este marginita pe [0, 400), iar in cazurile (i)
si (iv) este nemarginita pe orice interval de forma [a, +00), cu @ > 0, de unde
urmeaza concluzia.

Exemplul 1. Ecuatia
y,/,+y/,+y/+y:0,

este stabila, fara sa fie asimptotic stabila, deoarece ecuatia caracteristica
N4+ +A+1=0,

are solutiile \; = —1 §i Ay 3 = % si se aplica punctul (¢¢) al criteriului.

Exemplul 2. Ecuatia
yl/ — O, (2)

este instabila deoarece ecuatia ei caracteristica
A =0,

are solutia dubla A\; = Ay = 0 si se aplica punctul (iv) al criteriului. Aceeasi
concluzie se poate trage direct din forma solutiei generale:

Ysgo = €1 + Cat.

Observatie. Spre deosebire de cazul sistemelor liniare, stabilitatea unei ecuatii
liniare cu coeficienti constanti poate fi decisa numai de radacinile caracteristice

si multiplicitatile lor.
=0
xh =0,

De exemplu, sistemul liniar
are aceeasi ecuatie caracteristicd, A\ = 0, cu ecuatia (2) dar, spre deosebire de
aceasta, el este stabil: este suficient sa constatam ca solutia sa generala este

Ir1 = C1
To = Co.

Sistemul este in cazul (3°0) al criteriului de stabilitate pentru sisteme liniare
iar toate celulele Jordan asociate radacinii caracteristice A = 0 au ordinul intai,
forma canonica Jordan fiind chiar matricea nula.

Pe de alta parte, sistemul asociat ecuatiei (2) are forma

Ty = Xg
A
Ty = 0,

si este instabil, aga cum era de asteptat. Intr-adevar, sistemul are solutia generala

T, =cC + Cgt
Ty = Co,



nemarginita pentru orice ¢y # 0.

§5. Stabilitatea sistemelor liniare perturbate. Fie A € M,,,,,(R) o matrice
constanta. Consideram sistemul

= Ax + F(t,x), (S.L.P)
obtinut prin perturbarea sistemului liniar omogen cu coeficienti constanti
' = Az, (S.L.O)

cu o functie perturbatoare F : R, x 0 — R™ continua pe R, x 2 si local lips-
chitziana pe multimea deschisa 2. Presupunem ca (S.L.P) admite solutia nula,
adica 0 € Q g1 F(t,0) = 0 pentru ¢t > 0, si suntem interesati sa vedem in ce
conditii solutia nula a sistemului neperturbat, presupusa stabila, ramane stabila
si pentru sistemul perturbat.

Vom presupune, in plus, ca exista r > 0 si L > 0 astfel incat B(0,7) C Q si

()] < Lf|| (3)

pentru orice (t,z) € Ry x B(0,7), §i vom masura “marimea” perturbatiei ' prin
valoarea constantei Lipschitz L.

Daca solutia nula a sistemului (S.L.O) este numai simplu stabila, atunci
perturbatii oricat de mici pot face ca ea sa devina instabila. De exemplu, solutia
nula a ecuatiei scalare

=0

este simplu stabila, chiar uniform stabila, in timp ce solutia nula a ecuatiei
perturbate

¥ =ex

este instabila pentru orice € > 0, oricat de mic.

Din acest motiv, in continuare, vom considera ca sistemul liniar omogen
(S.L.O) este asimptotic stabil, altfel spus vom considera ca A este matrice hur-
witziana. Amintim ca, in acest caz, exista M > 1 si w > 0 astfel Incat

le" ] < Me* (4)
pentru orice t € R,..

Teorema 1. (Poincaré-Liapunov) In ipotezele precizate, daca constanta Lip-
shitz L este suficient de mica, mai precis daca

w
L < — )
< M? ( )

atunci solutia nula a sistemului (S.L.P) este asimptotic stabila.

Demonstratie. Definim submultimea deschisa 2y = {£ € Q cu ||€]| < r} C Q,
notam f(t,z) = Az+F(t, ) i, pentru a € R, si € Qp fixati arbitrar, notam cu
x(t) = z(t, a, &) solutia saturata a problemei Cauchy PC(R,, Qq, f,a,§) definita
pe un intervalul maximal [a,T).



Din formula variatiei constantelor avem

t
w(t,a,€) = el +/ M (s, 2(s, 0, €)) ds,

pentru orice t € [a,T). Urmeaza, tinand cont de (3) si (4),

t
lz(t,a, Ol < le“" €] +/ le®= M F (s, (s, a,€))ll ds

t
< Mg+ [ LM (s, a,6) s,

pentru orice ¢t € [a,T). Amplificim cu e** > 0 si, notand u(t) = e“*||z(t,q,&)||,
obtinem

u(t) < Mee|g]| + /t LMu(s) ds

a

pentru orice t € [a,T). Din Lema lui Gronwall obtinem
u(t) < Meejgfler )

de unde deducem
|(t, a, &) < M|g[leM =) (6)

pentru orice t € [a,T'). Sa observam ca din (6) urmeaza, tinand cont de (5),

[z(t,a, )| < ME]l,
pentru orice t € [a,T) si astfel,

[l (t, a, )] <

|3

pentru orice ¢t € [a,T), daca ||£|| < 5% g

Daca am presupune ca T' < +o00, ar rezulta ca graficul solutiei z(-, a, &) este
inclus in compactul [a,T'] x B(0,r/2) C [0,+00) X €y si atunci solutia ar fi
continuabila, dar ea este saturata, prin urmare 17" = +o0.

Mai departe, deoarece

LM —w <0,

din inegalitatea (6) rezulta ca, pentru orice £ € Qq cu ||£]| < 1, avem

lim z(t,a,§) =0,

t—a—-+oo

de unde urmeaza ca solutia nula a sistemului perturbat este uniform asimptotic
stabila.

Teorema 2. Fie A € M, «,(R) o matrice hurwitziana si F' : Ry x Q@ — R™ o
functie continua pe Ry x Q si local lipschitziana pe ). Daca exista o : Ry — Ry
astfel incat

IE(t z)|| < a(|l=])

pentru orice (t,z) € Ry x Q, i

lim ) g, (7)
N0 p
atunci solutia nula a sistemului (S.L.P) este asimptotic stabila.



Demonstratie. Matricea fiind A hurwitziana, exista M > 1 gi w > 0 astfel
incat are loc (4). Fixam L = 577 > 0 si astfel are loc relatia (5).
Din (7) rezulta ca exista r > 0 astfel incat

a(p) < Lp

pentru orice p € [0,7]. Evident ca r > 0 poate fi ales suficient de mic astfel
incat B(0,7) C €, suntem astfel in ipotezele Teoremei Poincaré-Liapunov si
demonstratia este incheiata.

§6. Metoda primei aproximatii. Consideram sistemul diferential autonom

' = f(z) (8)
unde f : Q — R" este o functie de clasid C* pe multimea deschisa Q C R™.
Amintim ca f € C'(Q,R") inseamn4 c& toate derivatele partiale % exista si
J

sunt continue pe €. In acest caz, f este diferentiabila in orice punct & € €, iar
diferentiala sa intr-un punct &, df (§) : R® — R™, care este un operator liniar, are
ca matrice asociata in baza canonica a lui R" exact matricea jacobiana

56 = (5240).

Din definitia diferentiabilitatii, aceasta inseamna ca

lim —[F(€ +y) — F(€) — J5(€)y] = 0,

u=0 lyll

si astfel, daca notam

F(y) = f(+y) — f(&) — I &)y (9)
f€+y) = f(€)+ Ty + F(y) (10)

cu ' 1 B
ll/lir(l) mF(y) = 0. (11)

Consideram acum &, € €2 un punct stationar pentru campul vectorial f, adica
un punct & in care f(&) = 0, si dorim s& studiem, pentru sistemul diferential
(8), stabilitatea solutiei stationare corespunzatoare: ¢(t) = & pentru orice ¢ > 0.

Schimbarea de variabila y = x — (t) devine, In acest caz, y = x — & $i
conduce la sistemul

y = f(&% +y)
care, evident, admite solutia nula y = 0.
Notam A = J¢(&) si atunci din (10), tinand cont ca f(&) = 0, obtinem

fl&o+y)=Ay + F(y),

deci studiul stabilitatii solutiei stationare x = &, a sistemului neliniar autonom
(8) s-a redus la studiul stabilitatii solutiei nule pentru sistemul liniar perturbat

y' = Ay + F(y), (12)
cu A= Js(&).



Teorema 3. (Metoda primei aproximatii.) Fie f : Q@ — R" o functie de
clasd C' pe multimea deschisd ), si fie & € Q astfel incat f(&) = 0. Dacd
matricea jacobiana A = Jp(&) este hurwitziana, atunci solutia stationard x = &
a sistemului (8) este asimptotic stabild.

Demonstratie. Fie 1y > 0 astfel incat B(&,r) C . Dupa cum am aratat,
solutia x = & a sistemului (8) este asimptotic stabila daca si numai daca solutia
nuld a sistemului liniar perturbat (12) este asimptotic stabila, unde A = J(&)
s F:Qo— R cuQy={yeR" |ly|| <ro}, este data de (9).

Definim, pentru orice p € [0,7),

a(p) = sup IE ()l (13)
si astfel avem
IE W) < a(llyl)

pentru orice y € €.

Din (11) urmeaza ca, pentru orice € > 0, exista un r. > 0 astfel incat ||y|| < r-
implica [|F(y)|| < ellyll

Fie ¢ > 0 fixat arbitrar gi fie p > 0 astfel incat p < r.. Atunci, pentru orice
y cu |ly]| < p, avem ca [|[F(y)|| < €llyl]] < ep, de unde, trecand la supremum,
obtinem

a(p) = sup [|[F(y)ll < ep,
lyll<p

pentru orice p > 0 cu p < r.. Am aratat astfel ca

lim o(p)
N0 p

=0

si, prin urmare, este aplicabila Teorema 2, de unde concluzia.

Observatie. In cazul in care matricea A = .J (&) are o radacina caracteristica
cu partea reala strict pozitiva, se poate arata ca, daca functia « data de (13)
satisface o majorare de forma

a(p) < Mp?,

cu v > 1, atunci solutia stationara z = £, este instabila. Acest criteriu este
aplicabil, de exemplu, dacd f este de clasa C? pe Q, caz in care v = 2.

Daca toate radacinile caracteristice au partea reala nenegativa si exista macar
una cu partea reala nula, atunci metoda primei aproximatii nu este aplicabila,
suntem intr-un caz de dubiu.

Exemplu. Sa se studieze stabilitatea solutiilor stationare ale sistemului

¥ =y—z
{vouy (14
Rezolvare. Solutiile stationare, adica solutiile de forma

x(t) = const. = xg
y(t) = const. = yq



au derivatele nule, deci z( si yo verifica sistemul algebric

0 =y5 — %o
0 = 5 — wo,

Rezolvand acest sistem gasim doua solutii stationare

{xé:() .{x3:1
1 S1 2

Sistemul (14) este un sistem diferential autonom de forma

{x’zf(x,y)

Y =g(z,y),

cu f(z,y) = y* — z si g(x,y) = 2? — y, prin urmare matricea jacobiani atagata

este of of
9 oy -1 2y
ox Oy

Studiem stabilitatea solutiei stationare (zg,y3) = (0,0), solutia nuld. Avem

A:J(O,O):(_O1 _01)

A+1 0

Pi(\) = det(\ — A) = ' 0w

‘ =(A+1)%
Radacinile caracteristice sunt

)\1:)\2:—1<O,

deci solutia nula a sistemului (14) este asimptotic stabila.
Pentru punctul stationar (z3,y2) = (1,1) avem

,4:(1(1,1)2(_21 _21>

A4+1 =2

e — = = 2 —
Pa(X\) = det(A — A) ‘ 9 a41 ‘ A+ 2\ — 3.
Radacinile caracteristice sunt
A =-3<0,
si
A=1>0,

de unde rezulta ca solutia stationara x(t) = 1, y(t) = 1 este instabila.



