Cursul 12

(plan de curs)

Integrale prime

§1 Sisteme diferentiale autonome. Spatiul fazelor. Fie (2 C R"” o multime
deschisd si f : @ € R® — R" o functie de clasa C'. Vom considera sistemul
diferential

' = f(z), (1)

care se numeste autonom deoarece campul vitezelor f nu depinde de t.
Acest sistem trebuie inteles ca fiind sistemul

— f(t, x)

cu f: R x Q — R” definitd de f(t,x) = f(x) pentru (t,z) € R x Q. Este clar
ca pentru orice a € R gi orice £ € (2 sistemul (1) admite o unica solutie saturata
x: I, — R" care satisface conditia z(a) = ¢, solutie notata cu z = z(¢, a, §).

Propozitia 1. Multimea solutiilor sistemului (1) este inchisa la translatii in
raport cu t.

Demonstratie. Fie x = ¢(t) o solutie definita pe un interval I = («, ) si fie
7 un numar real oarecare. Aratam ca ¢ (t) = ¢(t 4+ 7) este o solutie definita pe
I. = (a— 7,8 — 7). Intr-adevir

V'(t) = (t+7) = flelt+7)) = f(¥(Q@)),
pentru orice t € I,.

Definitie. Prin traiectorie sau orbita a sistemului (1) intelegem imaginea unei
solutii oarecare:

Im(p) = {e(t),t € I,} C Q2 CR"™

Observatie. Traiectoria unei solutii constante este formata dintr-un singur
punct, numit punct stationar sau punct de echilibru. Punctul £ €  este stationar
daca i numai daca f(§) = 0.

Observatie. Este evident ca doua solutii care se obtin una din alta printr-o
translatie in raport cu ¢t au aceeasi traiectorie.

Propozitia 2. Prin orice punct & € Q) trece o traiectorie $i numai una.
Demonstratie. Fie £ € Q si ¢(t) = x(¢,0,€) solutia care la momentul initial
a = 0 pleaca din . Aratam ca Im(p) este singura traiectorie prin £. Fie Im(v))
o traiectorie oarecare prin £, aceasta inseamna ca x = 1 (t) este o solutie care
la un moment dat ¢t = a trece prin &, altfel spus ¢(t) = z(t,a,). In acest caz
¥(t) = p(t — a) deoarece ambele sunt solutii pentru aceeagi problema Cauchy.
Am aratat ca ¢ si ¥ se obtin una din alta printr-o translatie in raport cu ¢, prin
urmare au aceeasi traiectorie.



Atragem atentia ca aceasta proprietate este specifica sistemelor autonome si
ne permite sa vorbim despre “traiectoria punctului £ € 27 ca fiind traiectoria
oricarei solutii care trece prin £. In cazul neautonom este posibil ca doua solutii
care trec la momente diferite prin acelasi punct & € R” sa aiba traiectorii diferite.
De exemplu, pentru sistemul neautonom

=1
Y =2t

solutia care trece prin origine la momentul £ = 0 este

r=t
y = t?,

si are ca traiectorie parabola y = 22

mentul ¢t = 1 este

, iar solutia care trece prin origine la mo-

r=t—1
y:t2_17

si are ca traiectorie parabola y = x? + 2z, diferita de cea precedenta.

In cazul sistemelor autonome, deoarece toate solutiile care trec printr-un
punct dat au aceeasi traiectorie, se prefera interpretarea solutiilor ca fiind legi
orare care descriu migcarea unui punct in submultimea €2 a spatiului R, numit
din acest motiv spatiul starilor sau spatiul fazelor sistemului. De altfel, este usor
de vazut ca are loc

Propozitia 3. Traiectoria oricarui punct nestationar & € ) este o curba requlata
de clasd C', adicd o curbd ce admite o parametrizare v = p(t), t € (a, B3), cu ¢
de clasa Ct gi @' (t) # 0, pentru orice t € (a, 3).

Traiectoriile punctelor nestationare sunt curbe care admit tangenta in orice
punct, spre deosebire de cazul neautonom, cand aceasta proprietate nu are loc.
De exemplu, este ugor de vazut ca functia t € R — (z,y) € R? data de ecuatiile

r =1t
y=1t* teR,
este o functie de clasia C! care verifica sistemul diferential neautonom
' =3y
y' =2,
. . . o . \3/—2 . VA
iar traiectoria sa, data de ecuatia y = v &2, nu admite tangenta in punctul (0, 0),
o . 3 A
unde graficul functiei x — V2 are un punct de intoarcere.

Mai mult, traiectoria oricarui punct nestationar & € ) al unui sistem autonom
este parcursa numai intr-un singur sens de catre orice solutie care trece prin &,
schimbarea sensului de parcurs implicand existenta pe traiectorie a unui punct
in care vectorul viteza se anuleaza, adica a unui punct stationar, fapt imposibil.

In final precizam ca familia traiectoriilor unui sistem diferential autonom
formeaza portretul fazelor sistemului.



§2 Integrale prime pentru sisteme autonome. Sa analizam un exemplu.
Consideram sistemul autonom

Xy = T2 — T3

!/
xh = x5 — 11 (2)
Xy = T1 — T2.

si 1i adunam ecuatiile. Obtinem
T+ ay +ah =0,
de unde, prin integrare, deducem ca
x1(t) + z2(t) + 23(t) = ¢ (const.), (3)

pentru orice solutie a sistemului. Am obtinut o prima relatie integrala constanta
a sistemului. De aici se poate continua rezolvarea astfel: din (3) il explicitam
pe x; in functie de x9 si x3 si il inlocuim in ultimile doua ecuatii, obtinem
astfel un sistem diferential autonom numai in x5 si x3. Pentru acest sistem
cautam iarasi o integrala constanta si, daca o gasim, reducem sistemul la o singura
ecuatie diferentiala. Deoarece la fiecare etapa prima relatie integrala constanta
gasita permite reducerea dimensiunii sistemului cu o unitate, aceste relatii au
fost numite integrale prime. In general o astfel de relatie are forma

U(xy,xa,...,x,) = c (const.),

si, prin extensie, chiar aplicatia U : {20 C R™ — R este numita integrala prima.
Revenind la exemplul dat, am stabilit asadar c& aplicatia U; : R®* — R,
definita de relatia
U1(£L'1,332, 1'3) =21 + X9 + T3,

este o integrala prima a sistemului, deoarece este constanta pe traiectorii.
Amplificam acum prima ecuatie a sistemului cu x1, a doua cu x5 si a treia cu
x3 i le adunam. Rezulta

T2 + axy + w375 = 0,
de unde obtinem a doua integrala prima:
Us(w1, w9, 73) = 27 + 25 + o3 = ¢ (const.) (4)

Incercam acum sa schitam portretul fazelor, adica sa determinam traiectoriile
sistemului.
Punctele stationare sunt date de sistemul algebric liniar omogen

I‘Q—l'g:()
r3—2x1 =0
.1'1—33'2:()7

care este compatibil nedeterminat cu solutiile de forma x = (21, x9, x3) = (A, A, \),
pentru orice A € R.



Sa alegem un punct nestationar & = (£1,&,&3), de exemplu £ = (0,0,2).
Notam cu x = z(t) solutia care la momentul ¢t = 0 trece prin . Din relatia (3)
deducem

pentru orice t, iar din (4)
o(t) + 25(t) + 23(t) = 02 + 0% + 22 = 4,

pentru orice t. Deducem de aici ca traiectoria acestei solutii se afla pe curba de
intersectie dintre planul
1+ X9+ X3 = 2

si sfera
2., .2, .2

care este un cerc. Acest cerc este parcurs In intregime deoarece are lungime finita
si In vecinatatea lui vectorul viteza este nenul, avand prin urmare un minim
strict pozitiv. Deducem de aici ca miscarea punctului curent pe traiectorie este
periodica.

Este usor de vazut ca toate celelalte traiectorii nestationare sunt cercuri aflate
in plane perpendiculare pe dreapta de ecuatie z = A(1, 1, 1), centrate in punctul
de intersectie dintre planul cercului si aceasta dreapta.

Incepem acum studiul sistemului autonom oarecare

a' = f(z), (5)
cu f:Q CR® = R"” o functie de clasd C' pe multimea deschisa 2 C R".

Definitia 1 Fie )y C €2 nevida si deschisa. Aplicatia U : g — R se numeste
integrala prima a sistemului (5) pe €y daca

(i) U este de clasa C"' pe Qp;
(ii) VU(&) = 0 are numai zerouri izolate & € Qg ;

(iii) oricare ar fi o solutie z : I — € a sistemului (5) exista o constanta ¢ € R
astfel incat
Ulx(t) = c

pentru orice t € I.

Observatie. In conditia (ii) am notat cu VU(E) gradientul campului scalar
U : Qg — R calculat intr-un punct £ € ), adica vectorul

VU(e) = (2—2(5» §—Z<s>,...,§—i<s>) |

Conditia (ii) asigura faptul ca aplicatia U nu este constanta pe nici o submultime
deschisa din €.



Teorema 1. FieU : Qy — R o functie de clasd C*, neconstantd pe Q. Conditia
necesard $i suficientda pentru ca U sd fi o integrald prima pentru (5) este ca

= U
> 5, (©fi©) =0 (6)
pentru orice £ € ).

Observatie. Daca notam cu (u,v) = ujvy + - - - + u,v, produsul scalar uzual al
vectorilor u,v € R", relatia (6) se scrie sub forma

(VU(E), f(£)) =0

si are urmatoarea interpretare geometrica remarcabila: apliatia U este o integrala
prima daca si numai daca vectorii VU (z) si f(z) sunt ortogonali, pentru orice
T € Qo.

Mai mult, tindnd cont ca intr-un punct £ € € in care VU(§) # 0 ecuatia
U(x) = c = U(£) defineste local o hipersuprafati de clasa C'! pentru care normala
in ¢ are directia data de vectorul VU (§), obtinem urmatoarea caracterizare:
aplicatia U este o integrala prima daca st numai daca in orice £ € €y vectorul
viteza f(&) este tangent la hipersuprafata de nivel constant U(x) = U(&).

Demonstratie. Fie U : Qy; — R o functie de clasi C' i = z(t) o solutie
oarecare a sistemului (5). Avem urmatoarea formula de derivare:

Necesitatea conditiei (6). Fie U o integrala prima si fie £ € Qq fixat arbitrar.
Consideram z : («, ) — R™ o solutie care trece la un moment dat t = a prin £
si, deoarece U(z(t)) =const., avem

d

0= —
dt

(U(x(1))) = (VU ((1)), f(x(1))),

pentru orice t € (a, ). De aici, pentru ¢t = a, obtinem relatia (6).
Suficienta conditiei (6). Fie U : Qg — R o functie de clasd C! care satisface
conditia (6) si fie z : (o, ) — o C R™ o solutie orecare. Din

L WGal) = (VU (o), Fa(t)) =0

pentru orice ¢ € (a, ) rezulta U(z(t) =const., si astfel demonstratia este inche-
iata.

Revenind la exemplul (2), pentru orice ¢ > 0, suprafata de nivel constant ¢
pentru integrala prima

9, 9, 9
Us(w1, 29, 73) = o7 + 25 + 73,
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este sfera de ecuatie
2 2, .2
r]+ o5 +x3 =cC

Normala intr-un punct £ = (&1, &2, &3) aflat pe sfera are directia

VU, (&) = (261,26, 283) = 2€,

adica directia razei O&, agsa cum ne asteptam, si este ortogonala pe vectorul

viteza f(f) = (52 — §3, 53 — 51, 51 — 62) Intr-adevar
(VU(E), f(£)) = 261(&a — &3) + 262(83 — &3) +283(61 — &2) = 0.

Incercdm acum si mai gasim o integrala prima pentru exemplul (2). Ampli-
ficand convenabil ecuatiile si adunand rezultatele obtinem, de exemplu,

/ / / / / /
de unde deducem ca si aplicatia
Us(w1, 02, 73) = 2129 + ToT3 + 1371

este o integrala prima pentru (2). Observam totusi ca
U3(931,$2,$3) = §U1(5U1,932,$3)2 - U2($1,$2,$3),

adica Us este de forma
Us(z) = F(Ur(x), Uz(x)), (7)

si se poate deduce direct din aceasta relatie ca Us este constanta pe traiectoriile
sistemului, deoarece atat U; cat si U, au aceasta proprietate.

Este clar acum ca sistemul (2) admite o infinitate de integrale prime de forma
(7), dar acestea nu duc nici o informatie noua despre solutiile sistemului.

Cum putem afla daca exista sau nu o legaturd functionala de forma (7) intre
trei aplicatii Uy, Uy si Us oarecare? In cazul functiilor de clasa C' raspunsul
este sugerat de urmatoarea observatie: daca are loc (7), atunci, pentru fiecare
1=1,2,3,

oUs OF oU, OF oU,
T @) = S (U (), Ua(e)) @) + 5o (Vo). Val) 52 @)

adica
OF OF
5~ (U1(2), Us(2)) VUL (2) + 5 —(U1(x), Us(2)) V().
8u1 ou (%)
Asadar, daca Us(x) = F(Uy(z),Us(x)) pentru orice z € §2, atunci vectorul
VUs(x) este o combinatie liniara a vectorilor VU (z) si VU (x).
Suntem condusi la urmatoarea definitie:

VUs(z) =

Definitia 2 Aplicatiile U;,U,, ..., U, : © € R® — R de clasa C' se numesc
functional independente intr-un punct & € Q daca vectorii

VUL(§), VU(E), - .., VUK(E),

sunt liniar independenti sau, altfel spus, daca

oU;
rang (ax(ﬁ)) = k.
J kxn
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Observatie. Minorul care da rangul matricei de mai sus este diferit de zero in
¢ si, fiind o functie continua, el va fi diferit de zero pe o vecinatate a lui &, si
astfel, daca aplicatiile U; sunt functional indendente intr-un punct &, ele vor fi
functional independente pe o intreaga vecinatate a lui .

Teorema 2. In vecindtatea oricdrui punct nestationar al sistemului (5) exista
exact n — 1 integrale prime functional independente in acel punct.

Demonstratie. Partea I, exista cel mult n — 1 integrale prime functional inde-
pendente. Fie & € ) astfel incat pe o vecinatate a sa sa fie definite integralele
prime Uy, Us,..., U,, functional independente in £. In acest caz sistemul de n
vectori

VU1<£>7VU2(€)a s >VUn(€)a

este liniar independent gi, prin urmare, formeaza o baza in R".

Deoarece Uy, Us,..., U, sunt integrale prime, din Teorema 1 urmeaza ca
vectorul f(&) este ortogonal pe fiecare vector din aceasta baza gi, prin urmare,
este vectorul nul, adica £ este un punct stationar.

Am aratat ca in vecinatatea unui punct nestationar exista cel mult n — 1
integrale prime functional independente in acel punct.

Partea a Il-a, exista n — 1 integrale prime functional independente. Fara
demonstratie!

Teorema 3. Fie& € Q un punct nestationar si fie Uy, Us, ..., U,_1 un sistem de
n — 1 integrale prime functional independente in £. Atunci, oricare alta integrala
prima V- a sistemului (5) definita in vecindtatea lui § are forma

V(z) = F(Uy(z),Us(x),...,Up-1(x)), (8)

cu F' o functie de clasa C' definitd pe o vecindtate din spatiul R"™1 a punctului

(U1(€), U2(£>7 tt Un—l(g))

Demonstratie. FEtapa I, forma solutiei. Fie V si Uy, Us, ..., U,_1 cele n
integrale prime din ipoteza teoremei. Presupunem ca exista F' astfel incat are
loc relatia (8) gi dorim sa aflam forma acestei functii. Daca transformarea

Y1 = Ul(l'l,l’g,--.,l'n)
yo = Us(x1, 20, ..., 2y)

9)
Yn—1 = Upn_1(x1, 22, ..., 2y).

ar fi inversabila,

y=Ulz) &x=W(y)

atunci din (8) ar rezulta urmatoarea forma pentru functia F:

Dificultatea consta in faptul ca inversa transformarii (9), daca exista, nu poate
fi de clasd C!, pentru ci in acest caz transformarea ar fi un difeomorfism de la
R™ la R""!, jar difeomorfismele pastreaza dimensiunea spatiilor de lucru.



Vom completa transformarea (9) cu inca o ecuatie de forma

Yn = Un(xlwx% s 7xn)7

astfel incat transformarea obtinutd si devind un difeomorfism de clasa C! pe
o vecinatate a lui £&. Acest lucru este todeauna posibil in ipotezele teoremei,
deoarece Uy, Us, ..., U,_1 sunt functional independente in &, i prin urmare

oU;

Renumerotand eventual variabilele x;, putem presupune fara sa restrangem
generalitatea ca minorul format din primele n — 1 coloane in matricea de mai sus
este nenul. In acest caz, definim

Un(‘rbx% s 7xn) = Tn,

pentru orice x € R™. Cu aceasta alegere matricea jacobiana a transformarii
completate este

oU, oU, oU,
8U2 8U2 aUQ
J(z) = : : :
Uy, . OU,y OU,
o (x) o, (x) ... . (x)
0 0 e 1

si are, in mod evident, determinantul nenul in x = £. Aplicam Teorema de
inversare locala si obtinem ca, local, exita aplicatiile Wy, Ws, ..., W, de clasa
O astfel incat sa aiba loc echivalenta

y1 = U1, 22, .., 1) r1 = Wiy, ¥2, - - Yn)
y2 = U1, 20, ..., ) o xo = Wa(y1,y2, - - Yn) (10)
Yn = Up(21, 29, ..., Ty). T = Wo(y1, Y2, -+ s Yn)-

pentru x = (x1, s, ..., x,) dintr-o vecinatate a lui £ siy = (y1,¥2, - - -, Yn) dintr-o

vecinatate a lui n = U(&) = (Uy(§), Us(§), ..., Un(§)).

Definim, in sfarsit, functia I de clasd C! prin

Fy) = V(Wi(y), Wa(y), ..., Wa(y)) (11)
si atunci avem egalitatea

V(z) = F(Ui(z),Us(z),...,U,(2)) (12)

pentru orice x dintr-o vecinatate a lui .



Etapa a II-a, verificarea formei gisite. Fie F' functia definitd de relatia (11).
Comparand relatia (12) cu relatia (8), observam ca pentru a incheia demonstratia
teoremei mai trebuie si aratim doar ci F (y1,%2, - - -, Yn) nu depinde de ultimul
argument, 1,. Mai precis, vom arata ca

OF
—=0.
oYyn
Derivam si obtinem
OF 0
8—%(11) = a—ynV(Wl( Y), Wa(y), ..., Waly)) =
A% oW;
= w ().
2 oz, V(W) m (v)
Acum folosim faptul ca integralele prime Uy, Us, ..., U,_; sunt functional

independente in &, deci functional independente in orice x dintr-o vecinatate a
lui £&. Din Teorema 2 rezulta ca sistemul format din integralele prime Uy, Us, ..
U,_1 s V este functional dependent in orice x, deci vectorii

*

VU (z), VUs(2),... VU, 1(z), VV (),

sunt liniar dependenti iar primii n — 1 sunt liniar independenti. De aici urmeaza
ca exista functiile «; astfel Incat

V() = Yy, a).

adica B

8:701 Z 8@

pentru fiecare 1 = 1,2,....n
Revenim la derivarea lui F' in raport cu ¥, si avem mai departe:

5% Z 8:6@ (?;/ Z (Z (W) 5, (W(y))) ey =

=3 o, (Z SV )5 >> =Y (i)~

Y
Aici am folosit faptul ca, din echivalenta (10), avem
y; = Uj(Wiy), Wa(y), ..., Wa(y))

pentru orice y = (y1, ¥, - - -, Yn) dintr-o multime deschisa, de unde, derivand in
raport cu y, obtinem ca

dy; <~ 9U; _
=1




pentru fiecare j =1,2,...,n — 1.

Observatie. Fie £ € ) un punct nestationar pentru sistemul (5) si fie Uy,
Us, ..., U,_1 cele n — 1 integrale prime functional independente in & a caror
existenta este asigurata de Teorema 2. Considerand difeomorfismul (10) ca fiind
o schimbare de variabile, sistemul initial ' = f(z) se transforma in sistemul
Yy = g(y) de forma

y1 =0
Ys =
< ...
Yp—1 =0
LY = 9n(Y1, Y2, - Un)

cu g, # 0 pe o vecinatate a punctului n = U(). Acest sistem are solutia generala
de forma )
Y1 =20

Yo = C2

Yn—1 = Cp—1
yn = G(t,c1,¢9,. .., Cp)

\
iar familia traiectoriilor acestuia este un fascicol de segmente paralele cu axa Oy,
care trec prin toate punctele unei multimi deschise din hiperplanul de ecuatie
Yn = Tin-

In concluzie, in vecinatatea unui punct nestationar, familia traiectoriilor poate
fi indreptata in mod continuu si neted, adica poate fi transformata printr-un
difeomorfism de clasa C! intr-o familie de segmente paralele.

Observatie. Daca se cunosc efectiv k integrale prime independente intr-un
& € Q, fie acestea Uy, Us, ..., U, atunci pe o vecinatate a lui ¢ dimensiunea
sistemului poate fi redusa cu k unitati.

Justificarea se bazeaza pe Teorema functiilor implicite: interpretam cele k
relatii integrale constante ca fiind un sistem algebric,

Ul(l'l,ZEQ,...,l’n) = C1
UQ(Z‘l,.’])Q;...,xn) = Cy
Ur(w1, T, ..., Tn) = Cp,

si, deoarece matricea jacobiana atagata are rangul k, cele k variabile corespun-
zatoare minorului care da rangul pot fi explicitate in functie de celelalte n — k si
astfel acestea fi eliminate din sistemul diferential initial.

Observatie. Pentru ecuatii diferentiale autonome de ordin n de forma

y™ =g(y,y,...,y"Y)

notiunea de integrala prima se defineste prin intermediul sistemului de n ecuatii
de ordinul intai obtinut prin transformarea

(xla Loy 7'1:71) = (97 ylv s ’y(n_l))
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si, prin urmare, aplicatia U : {0y — R se numeste integrala prima a ecuatiei date
daci este de clasd C! i, pentru orice solutie y = y(t) a ecuatiei,

Uly(t),y'(t),...,y" V() = const.

Exemplu. Sa consideram miscarea unui punct material M de masa m, care
la momentul ¢ are pozitia x(t) € R3, supus unui camp de forte F' care deriva
dintr-un potential, adica pentru care exista un camp scalar U : Q C R* — R
astfel incat

F=-VU(z).

In acest caz, din principiul fortei stabilit de Newton, urmeaza ca miscarea lui
M este descrisa de ecuatia vectoriala de ordinul doi

ma” = =VU(z), (13)

care este echivalenta cu un sistem format din trei ecuatii scalare de ordin doi si,
in final, cu un sistem de sase ecuatii scalare de ordinul intai. Amplificam ecuatia
(13) prin produs scalar cu 2’ si obtinem

0 =m(z"(t), 2 (1)) + (VU (x(t)), 2'(1)) =

_ %%<.’El(t),$l<t)> + %U(x<t)) = % (%m‘x’(t)P + U(a:(t))) )

si astfel gasim integrala prima

%m|x’(t)|2 + U(2(t)) = const.

care arata ca energia mecanica totala, egala cu suma dintre energia cinetica si
energia potentiala, se conserva pe timpul migcarii.
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