Cursul 13

(plan de curs)

Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai

§1. Integrale prime pentru sisteme neautonome. Vom extinde considera-
tiile anterioare la cazul sistemelor neautonome de forma

¥ = f(t,x), (1)

cu f : IxQ — R" o functie de clasa C*, prin reducerea acestora la cazul autonom.

Mai precis, in sistemul (1) consideram ca ¢ este o functie de forma ¢t = #(s)
i mai adaugam o ecuatie care sa admita ca solutie functia identitate, t(s) = s.
Obtinem urmatorul sistem diferential autonom in variabila s

=1
{x’ = f(t,z), @)

unde acum cu ' este notata derivarea in raport cu s.

Aratam ca graficele solutiilor sistemului (1) devin traiectorii pentru sistemul
autonom (2) si reciproc. Intr-adeviir, daci = = ¢(t) este o solutie a sistemului
(1) definita pentru ¢ € («, /3), atunci functia

{t =&,
T = (s)

verifica sistemul autonom (2), iar traiectoria ei

{(5,()),s € (@, B)} C R™!

coincide cu graficul lui .

Reciproc, fie I' C I x Q o traiectorie a sistemului (2) si (a,£) € I' un punct
oarecare pe aceasta traiectorie. Stim ca I" este imaginea oricarei solutii care trece
prin (a,&). Consideram solutia (¢, x) = (¢(s),x(s)) care trece prin (a,&) chiar la
momentul s = a. Din t(a) = a si t'(s) = 1 rezulta ¢(s) = s pentru orice s, de unde
urmeaza ca functia x = x(t) verifica sistemul (1), mai precis x(t) = z(t, a, ), iar
graficul ei este chiar submultimea I" € R**1,

Vom defini notiunea de integrala prima pentru sistemul neautonom (1) astfel
incat orice integrala prima a acestuia sa devina integrala prima a sistemului
autonom (2). Acest lucru este posibil deoarece in cazul autonom integralele
prime sunt campuri scalare definite pe spatiul fazelor, valorile lor depinzand
numai de variabilele spatiale, nu i de variabila temporala.

Observatie. Pentru o aplicatie U : I x 2 C R x R® — R de clasd C!, vom nota
cu VU gradientul lui U,

oU oU oU U
VU_(E’axl’axQ"“’axn)’

1



si cu V.U gradientul spatial al lui U, adica
ou oUu ou
VU=(—,—,...,— | .
<8x1 O 8%)

Definitia 1. Fie Dy C I x € nevida si deschisa. O functie U : Dy — R se
numeste integrala prima a sistemului (1) pe Dy daca

(i) U este de clasa C' pe Dy;
(ii) VU(t,z) are numai zerouri izolate (t,z) € Dy;

(iii) oricare ar fi o solutie x : J — Q a sistemului (1) cu (¢,z(t)) € Dy pentru
orice t € J, exista o constanta ¢ € R astfel incat U(t, z(t)) = ¢ pentru orice
teJ.

Urmatoarele rezultate sunt versiunile “neautonome” ale celor de la cazul au-
tonom.

Teorema 1. Fie U : Dy C I x Q — R o functie de clasd C', neconstantd pe
Dy. Conditia necesara si suficienta pentru ca U sa fi o integrala prima pentru
sistemul (1) este

oU - oU
E(@l‘) + ZZI fi(t, x)a—xz (t,xz) =0 (3)
pentru orice (t,x) € Dy.

Observatie. Conditia (3) poate fi scrisa sub forma

ou
ot
pentru orice (t,z) € Dy.
Datorita formei sale particulare, sistemul (2) nu are puncte stationare. Ca
atare, avem

(t7 x) + <sz(t7$)a f(ta :L‘)> =0,

Teorema 2. Pentru orice punct (a,§) € I x  existd o vecinatate deschisd a sa
pe care sunt definite exact n integrale prime functional independente ale sistemu-

lui (1).

Exemplu. Consideram sistemul

' = txy?
y =tz?y, x>0,y >0,
pe care 1l scriem sub forma simetrica

dx dy
= = dt. 4
tey?  tx?y (4)

Din prima egalitate obtinem ecuatia cu variabile separabile
dx
y ox

dy

Y



care integrata ne furnizeaza prima integrala prima:

22—y =

In ultima egalitate din (4) inlocuim 22 cu y? + c¢; si obtinem ecuatia

dy

S
y(y? + c1)

care integrata conduce la relatia

2

t
Iny —In+/y?2+c¢; = 615 + Co.

Aici il inlocuim pe ¢; cu 2% — y? si obtinem a doua integrald prima:

2

Iny —Inz — 5(:1:2

- y2) = C2,

definita pentru x > 0,y > 0.
Am obtinut prin acest calcul formal integralele prime

Ui(t,x,y) =2° —y°

si
2

Us(t,z,y) =Iny —lnz — %(xg

2
-y )a

care, in mod evident, sunt functional independente. Se poate verifica acum, prin
derivare, ca aceste doua functii sunt constante pe traiectoriile sistemului.

§2. Ecuatii liniare cu derivate partiale de ordinul intai. Forma generala
a unei ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai este

ou ou,
or,’ ~ Ox,

F(zy,...,2,,u, =0,

cu FF: QCR"xRxR"— R o functie de clasd C'. Prin solutie intelegem o
functie v : D C R™ — R de clasi C* care verificd ecuatia, adica

F(z,u(z), Vu(z)) =0
pentru orice x € D.

Definitia 2. O ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai liniara este o ecuatie
de forma

Zfz 8% =0, (5)

unde f; : D — R, i = 1,2,...,n sunt functii de clasa C! pe D, o submultime
deschisa din R".



Observatie. Ecuatia (5) este de fapt o ecuatie liniarda omogena deoarece are
proprietatea evidenta ca orice combinatie liniara a doua solutii formeaza o noua
solutie a ecuatiei. Multimea solutiilor sale este un subspatiu liniar in C*(D) care,
spre deosebire de cazul sistemelor diferentiale liniare, nu mai este de dimensiune
finita.
Exemplu. Se observa imediat ca ecuatia

ou ou

LTo— — 1 — = O
T 8262

admite solutia ug(xy, z2) = 2? + 23. In acest caz, pentru orice ® : R — R de
clasa C*, functia

u(zy, 19) = ®(ug(w1, 22)) = (22 + 23)

este si ea o solutie. Verificare:

ou
— =9 (2?4222
al’l ( 1 2) 1,
ou
— =P (22 + 22 22
axz ( 1 2) 2

ou ou

To— — 11— = P/ (22 + 22) (x - 21 — 1 - 225) = 0.
2$1 18@ (7 + x3) (w2 1 1 2)
In particular, pentru fiecare n = 0,1,2, ..., functiile u,, = (22 + 22)" sunt

solutii, si este usor de vazut ca ele sunt liniar independente ca elemente in spatiul
liniar C*(R?* R). Am ardtat astfel cd spatiul liniar al solutiilor ecuatiei date nu
are dimensiune finita.

Sa observam acum ca, notand f(x) = (fi(x),..., fu(x)), ecuatia liniara (5)
poate fi scrisa sub forma

{f(x), Vu(z)) = 0,

care exprima o conditie de ortogonalitate intre gradientul functiei necunoscute
u = u(z) si vectorul viteza f al sistemului diferential autonom

v’ = f(x), (6)

conditie care caracterizeaza, dupa cu stim, integralele prime ale acestui sistem.
Prin urmare, functia u = u(x) este o solutie pentru (5) daca si numai daca este
o integrala prima a sistemului diferential (6), numit, din acest motiv, sistemul
caracteristic atagat ecuatiei liniare cu derivate partiale (5). Acest sistem este
scris, de obicei, sub forma simetrica

dry  dry _ dx,, ,
@ R@ T ) (®)

In concluzie, avem urmatorul rezultat:



Teorema 3. Fie £ € D un punct nestationar al sistemului caracteristic (6), fie
Dy o vecinatate deschisa a lui & inclusa in D si fie Uy, Us, ..., U,_1 : Dy = R
integrale prime independente in & ale sistemului (6). Atunci solulia generald a
ecuatiei (5) pe multimea Dy este datd de

u(z) = F(Uy(z),Us(x),...,Up-1(x))

pentru © € Dy, unde F parcurge multimea functiilor de clasa C' definite pe
imaginea transformarii U = (Uy, Uy, ..., U,_1) : Dg — R™™! cu valori in R.

Exemplu. Sa se determine solutia generala a ecuatiei

ou

=0
61‘3

(xo — x3)—u + (z3 — xl)—u + (r1 — T9)=—

Oy O3
pe multimea punctelor nestationare. Sistemul caracteristic sub forma simetrica
este

dIl dl’g d[L‘g

To — X3 T3 — I ZEl—ZEQ'
Avem dxi + dxs + drs = 0 si x1dxy + xodry + w3drs = 0. Ca atare functiile
U,Us : R® — R, definite prin Uy(xy, 72, 23) = o1 + 9 + 3 §i respectiv prin
Us(1, T9, v3) = 2?2 + 22 + 22, sunt integrale prime pentru acest sistem. Punctele
stationare ale sistemului sunt de forma (z1,x9,x3) cu ¥y = o9 = x3. Este usor
de constatat ca integralele prime de mai sus sunt independente in vecinatatea
oricarui punct nestationar. Ca atare, solutia generala a ecuatiei este

u(x17x25x3) = F(xl + 22 + IE37I€ + ffg + $§),

unde I : R? — R este o functie de clasa C1.

§3. Ecuatii cvasi-liniare cu derivate partiale de ordinul intai. Fie Q o
submultime nevida si deschisa din R** sifie f; : Q@ - Rcui=1,2,...,n+ 1,
functii de clasa C*.

Definitia 3. O ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai cvasi-liniara este o
ecuatie de forma

Zfz L, Z amz( ) = fn+1(ﬂf,2($)), (7)

unde

fo(x,Z) #0

macar pentru un (z, z) € Q. O solutie a acestei ecuatii este o functie z: D — R
de clasd C*', cu D nevida si deschisa din R™, astfel incat (z, z(x)) € Q2 pentru
orice x € D si z satisface (7) Multimea tuturor solutiilor ecuatiei (7) poarta
numele de solutie generala.



Vom reduce rezolvarea ecuatiei cvasi-liniare (7) la rezolvarea unei ecuatii
liniare, cautand solutiile sub forma implicita

u(z, z(x)) = 0.

In acest caz, din teorema de derivare a functiilor definite implicit, avem

ou
Oz %(% z(x))
o )
—(z, z(x
8 )
pentru orice i = 1,2, ..., n. Inlocuind 8z/dx; in (7), dupi eliminarea numitorului
obtinem
- 0 0
D e ) g 0 2) + (@ 2) (e 2) =0 ®)
ecuatie care este de tipul (5) cu functia necunoscuta u = u(zy,...,z,,2). Din

Teorema 3 deducem

Teorema 4. Fie (£,() € Q un punct nestationar al sistemului caracteristic
zi(t) = fiz(t), 2(t), i=1,2,...,n

Z/(t) = fn-i—l(x(t)? Z(t))

atasat ecuatiei (8), fie Qo o vecindtate deschisa a punctului (€,() inclusa in Q
si fie Uy, Us, ..., U, : Qo — R integrale prime independente in punctul (§,() ale
sistemului (9). Atunci solutia generala a ecuatiei (7) pe multimea Qq este definitd
implicit de

(9)

F(Ul(xa Z('I))a U2(x7 Z(.T)), R Un('T? Z(x))) =0,
unde F parcurge multimea functiilor de clasd C' definite pe imaginea trans-

formarii U = (Uy,Us, ..., U,) : Qo — R™ cu valori in R.

Observatie. Fiind data ecuatia cvasiliniara (7), sistemul sau caracteristic (9),
scris sub forma simetrica, este

dry dr, dz (9)
fl(xaz) fTL(x?Z) fn—O—l(‘T?Z).
Exemplu. Sa se afle solutia generala a ecuatiei
ac%% - xyzg—; =1+ (10)

Rezolvare. Atagam sistemul caracteristic

dx dy dz

22z —xyz - 1+ y?

Din prima egalitate obtinem integrala prima

Ty = C1,
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care substituita in a doua egalitate conduce la o ecuatie cu variabile separabile

dy  dz
—c1z 14?2

Integrand aceasta ecuatie si revenind in substitutia ¢; = xy, obtinem a doua

integrala prima

3 2
) LYz
+ 4
YT

In concluzie, solutia generala a ecuatiei (10) este data sub urmatoarea forma
implicita

= Co.

3

2
rTyz
F(xy,y+y§+ y2 ) =0,

unde F este orice functie de clasa C* definita pe un domeniu convenabil ales.




