Cursul 14

(plan de curs)

Modele matematice descrise de ecuatii diferentiale

Ecuatiile diferentiale ordinare au aparut odata cu notiunea de derivata, inte-
leasa ca fiind viteza de schimbare a valorilor unei marimi, si au constituit de la
bun inceput principalul instrument matematic pentru modelarea evolutiei unor
marimi fizice, initial din mecanica si apoi din toate gtiintele exacte: fizica, chimie,
biologie, economie si altele.

In aceste modele matematice se considerd c& mirimile care intervin sunt de-
scrise de functii continue si derivabile, chiar daca, de exemplu, marimea modelata
reprezinta numarul de indivizi (atomi, molecule, bani sau iepuri) dintr-o anumita
populatie. Modelul este realist pentru populatii cu un numar mare de indivizi,
cand unitatea de masura poate fi luata suficient de mare, de exemplu “milionul
de locuitori”. In cazul populatiilor mici sunt de preferat modelele discrete, in care
derivarea z — 2’ este inlocuita, de exemplu, cu diferenta finita (x,) — (Az,),
cu Ax, = Tpi1 — Ty

§1 Dezintegrarea unei substante radioactive. Legea dezintegrarii atomilor
radioactivi afirma ca viteza instantanee de dezintegrare a unui element radioactiv
este direct proportionala cu numarul de atomi radioactivi existenti la momentul
considerat. Daca notam cu z(¢) numarul de atomi nedezintegrati la momentul ¢,
rezulta ca

= —ax

pentru orice t > 0, unde a > 0 este constanta de dezintegrare, specifica fiecarui
element radioactiv.

Acest model foarte simplu, dat de o ecuatie diferentiala liniara omogena de
ordinul intai, cu solutia generala

z(t) = x(0)e

pentru t > 0, cu ¢ € R, descrie foarte precis fenomenul fizic considerat si are
numeroase aplicatii practice.

§2 Ecuatia logistica. Cel mai simplu model de evolutie cantitativa a unei
populatii biologice, inspirat din modelul de mai sus, este dat de ipoteza ca viteza
instantanee de variatie a numarului de indivizi la momentul ¢, notat cu z(t), este
direct proportionala cu acest numar, ipoteza care conduce la ecuatia diferentiala

=\ (1)

cu A o constanta data de diferenta dintre rata natalitatii si cea a mortalitatii.

In consecinta, obtinem iarasi pentru z(t) o lege de variatie exponentiala, lege
acceptabila in practica numai pentru predictii de scurta durata, cat timp se poate
presupune ca cele doua rate sunt constante.

Un model mai adecvat fenomenului studiat, desi la fel de simplu, se obtine
considerand ca A depinde de x sub forma A = a— Sz, cu a > 0si § > 0. Ecuatia
(1) devine

¥ = (a — fx),



care, scrisa sub forma
¥ =ax(b— 1), (2)

cua=p>0s¢b=a/f >0, poarta numele de ecuatia logistica.

In acest model semnificatia numarului b este evidenta, el reprezinta pentru
numarul de indivizi pragul peste care resursele de subzistenta ale populatiei sunt
atat de mici Incat rata mortalitatii depaseste rata natalitatii, si astfel derivata
2’ este negativa.

Ecuatia (2) este autonoma, de forma

o' = f(x),

cu f(z) = azx(b—=x) pentru orice x € R, f functie de clasd C'. Se observa imediat
ca spatiul fazelor, R!, este despartit de punctele stationare o = 0 i 21 = b in trei
traiectorii nestationare: segmentele (—oo,0), (0,b) si (b, +00). Prima traiectorie
este parcursa in jos, de la 0 catre —oo, a doua in sus, de la 0 catre b, iar a treia
iarasi in jos, de la +o00 catre b.

Solutiile care pleaca dintr-un ¢ > b raman mai mari decat b si sunt de-
screscatoare, prin urmare sunt marginite. Rezulta ca intervalul lor maximal de
definitie (la dreapta) este intreaga semiaxa [0, +00) si, mai mult, tind la b pentru
t — +o0.

Analog, solutiile care pleaca dintr-un £ € (0,b) raman intre 0 si b, sunt definite
pentru orice t € [0, 400), sunt crescatoare si tind la b pentru t — +o0.

Rezulta de aici ca solutia stationara x = b este asimptotic stabila, si chiar
mai mult: pentru orice data initiala & > 0 solutia care pleaca din £ tinde la b
pentru t — +o00. Acest comportament are, pentru sistemul modelat, urmatoarea
interpretare: oricare ar fi valoarea sa initiala, marimea populatiei se stabilizeaza
lent si fara oscilatii la valoarea de prag b.

Figura 1: Ecuatia logistica: graficele solutiilor

Solutia nula este instabila, deoarece pot fi alese date initiale & > 0 oricat de
mici pentru care solutiile corespunzatoare tind la b > 0.

Solutiile care pleaca dintr-un & < 0 sunt descrescatoare gi au limita —oo la
capatul din dreapta al intervalului maximal de existenta, dar fiind nemarginite
nu mai putem spune daca acesta este finit sau nu.



In sfargit, ecuatia logistica este o ecuatie rezolvabila prin cuadraturi, fie ca
ecuatie cu variabile separabile, fie ca ecuatie Bernoulli. Pentru problema Cauchy

' =ax(b—x),
#(0)=¢, §eR,

obtinem solutia saturata la dreapta

B bgeabt
2(t) = b+ &(eadt — 1)

z:[0,Te) - R,

cu Ty = +oo pentru § > 0, i Ty = ﬁln (1 — g) < 400, pentru £ < 0. Graficele

acestor functii sunt reprezentate in Figura 1 si confirma pe deplin analiza calita-
tiva efectuata mai sus.

§3 Modelul prada-rapitor. Pentru studiul evolutiei numarului de indivizi din
speciile unui ecosistem oarecare au fost propuse si sunt analizate si in prezent
numeroase modele matematice, dintre acestea cel mai cunoscut fiind cel initial,
modelul prada-rapitor prezentat in continuare.

Consideram un ecosistem format din doua specii, una “prada” si alta “rapitor”,
de exemplu o specie ierbivora z, si una carnivora vy, i presupunem, prin analogie
cu modelul dat de ecuatia logistica de mai sus, ca rata de crestere pentru fiecare
specie este determinata de numarul de indivizi din cealalta specie astfel incat au
loc relatiile

7 = (a— ay)7, 3)
y =Bz —b)y,

cu «, B, v si 0 coeficienti constanti strict pozitivi.

Prima ecuatie arata ca in absenta carnivorelor (cand y este functia nula)
numarul ierbivorelor creste exponential, cu rata a > 0, iar prezenta carnivorelor
face ca aceasta rata sa scada pana la valori posibil negative. Analog, a doua
ecuatie arata ca in absenta ierbivorelor (cand z = 0) carnivorele sunt amenintate
de extintie, numarul lor descrescand exponential cu rata —b < 0, aceasta rata
fiind pozitiva numai daca sunt suficient de multe ierbivore.

Pentru a usura calculele, efectuam schimbarea de variabile

(-

si aducem acest sistem diferential la forma mai simpla:

{x' = az(1 - y),

S

Q0 =™
<

y = —by(l —x)

cua>0sib>0.
Sistemul prada-rapitor (4) este un sistem diferential autonom de forma

x = f(:v,y)
{ Y =g(z,y), (5)



Figura 2: Sistemul prada-rapitor: portretul fazelor

cu f(z,y) = azx(1 —y) si g(x,y) = —by(1 — z) functii de clasd C! definite pe tot
spatiul fazelor, R x R.

Observam ca sistemul admite numai doua solutii stationare, date de punctele
0(0,0) si U(1,1), a caror stabilitate incercam sa o determinam prin metoda
primei aproximatii. Matricea jacobiana atagata sistemului este

of Of
gL 2L a(1 y) azr

J(.’Ify y) gw gy < ( ) ;
52 az by —b(1 — x)

astfel ca in punctul O(0,0) avem matricea

A:J(0,0):(g _Ob)

cu radacinile caracteristice Ay = a > 0 g1 Ay = —b, deci originea este un punct
stationar instabil.
In U(1,1) metoda primei aproximatii este in cazul de dubiu: matricea

A:J(l,l):<2 _0“)

are radacinile caracteristice A\; o = &7V ab. Pentru a determina stabilitatea aces-
tui punct va trebui sa aflam mai multe despre solutiile sistemului.

Este usor de vazut ca sistemul admite solutii particulare cu una dintre com-
ponente functia nula, mai precis solutiile de forma

z(t) = 0, . ] x(t) = ce™,
si
y(t) =0,
cu ¢ o constanta oarecare. Traiectoriile acestor solutii sunt cele patru semiaxe

ale sistemului de coordonate Oy, parcurse dupa cum urmeaza: cele doua semi-
axe verticale sunt parcurse in sensul “spre origine”, iar cele orizontale in sensul

y(t) = ce™
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“dinspre origine”. Aceste patru traiectorii nestationare separa spatiul fazelor in
patru domenii invariante, si anume cele patru cadrane. O solutie care pleaca
dintr-un punct din primul cadran, de exemplu, va ramane in acest cadran pe
intreg intervalul de existenta.

Incercdm acum si schitam portretul fazelor, adica familia traiectoriilor, prin
metoda izoclinelor, specifica sistemelor diferentiale autonome in plan. Traiectori-
ile sistemului (5) sunt date de graficele solutiilor y = y(x) ale ecuatiei diferentiale

dy _ g(z,y)
dr — f(z,y)’ ©)

iar prin izoclina de pantd m se intelege locul punctelor (zg,y) In care tangenta
la solutia care trece prin (zg,yo) are panta m, aceste puncte fiind date agadar de
ecuatia

9(o, Yo) _

f(xo,y0)

Pentru sistemul prada-rapitor, izoclina de panta 0, locul punctelor cu tan-
genta orizontala, este format din dreptele y = 0 si x = 1, iar izoclina de panta
infinita, locul punctelor cu tangenta vericala, este dat de dreptele x = 0 iy = 1.

Aceste patru drepte impart spatiul fazelor in 9 domenii in care functiile
continue f(x,y) s g(z,y) nu se anuleaza, avand, prin urmare, semn constant.
Analizand semnul acestor functii obtinem pentru vectorul viteza orientarile date
prin sageti in Figura 2. De exemplu, in domeniul cu > 1 §i y > 1 orientarea
vitezei este “catre nord-vest”, deorece 2’ = az(1 —y) < 0siy = —by(1—x) > 0.

Din aceste informatii despre directia vecorului viteza, pentru cadranele II,
IIT si IV obtinem schita traiectoriilor data de Figura 2, iar pentru cadranul I
deducem numai ca solutiile se rotesc in jurul punctului stationar U(1,1) in sens
trigonometric, fara sa putem decide daca traiectoriile sunt inchise sau daca sunt
spirale care se infagoara catre U sau se desfagoara indepartandu-se U.

Portretul fazelor final, cel din Figura 2, va fi decis cu ajutorul unei integrale
prime definite pe tot cadranul (0,+00) x (0, +00). In cazul sistemului pradi-
rapitor ecuatia (6) este cu variabile separabile si, pentru x > 0, y > 0, are solutia
generala

b(x —Inz) +aly —Iny) = C,

cu C' o constanta oarecare. Altfel spus,
V(z,y) =b(z —Inx) +a(y — Iny)

este o integrala prima definita pe tot domeniul invariant (0, +00) x (0, +00), iar
traiectoriile din acest domeniu sunt curbele de nivel constant ale lui V.

Notam ¢(t) = t — Int, pentru ¢ > 0, si observam ca functia ¢ are in ty = 1
o valoare minima globala, fiind strict descrescatoare pe intervalul (0, 1) si strict
crescatoare pe (1,400), avand limitele

R ett) = B et) = oo

Urmeaza de aici ca functia

Vi(z,y) = bp(z) +ap(y), © >0,y >0,
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cua > 0gib>0,are un singur punct de minim, punctul U(1, 1), iar valorile
ei tind la +oo cand (z,y) se apropie de frontiera cadranului I sau cand tinde la
infinit. Deducem c&, pentru orice C' > V/(1, 1), intersectia in R?® dintre suprafata
z = V(z,y) ¢i planul orizontal de ecuatie z = C' este o curba inchisa, altfel spus
curbele de nivel constant ale lui V' sunt curbe inchise, cu U situat in domeniul
interior. Pe o astfel de orbita inchisa viteza punctului curent

v(z,y) = V(@) + ¢ (x,y),

are o valoare minima v(xg, o) > 0, fiind o functie continua definita pe o multime
compacta din R?, si cum orbita are o lungime finita rezulta ci este parcursa in
intregime in timp finit, miscarea fiind agadar periodica.

Pentru modelul nostru initial, dat de sistemul (3), obtinem urmatorul com-
portament numeric: daca populatiile celor doua specii au la momentul initial
valorile de echilibru

B(to) = 5 51 9lto) =~

™| o

—>

atunci populatiile raman constante in timp, altfel ele oscileaza in mod periodic
in jurul valorilor de echilibru.
In final, sa aratam ca valorile medii ale celor doua populatii sunt constante.

Pentru o solutie cu perioada 7' > 0 avem

/HT Z(j)) ds = Ini(t +T) — Ini(t) = 0,

pentru orice t. Dar

[ 2= [ - agopas =ar—a [ gy

prin urmare

pentru orice t, deci valoarea medie a populatiei y = §(t) pe orice interval de timp
de durata T este constanta, egala cu valoarea de echilibru, comportament valabil
si pentru x = &(t).

§4 Problema traiectoriilor balistice consta, in esenta, in determinarea mis-
carii unui bolovan catapultat de catre o balista romana. Problema a devenit
importanta in Evul Mediu, odata cu aparitia armelor de foc, in special pentru
tragerile de artilerie.

Pana la Newton se considera ca traiectoriile sunt parabole, fapt usor de ex-
plicat acum deoarece pe distante scurte forta de greutate poate fi considerata
constanta, de forma G= mg, iar la viteze mici rezistenta intampinata de proiec-
til din partea aerului este neglijabila, aga ca in acest caz ecuatia fundamentala a
mecanicii, numita si ecuatia lui Newton,

ma = F,

are forma



si conduce dupa doua integrari succesive la o lege de miscare data de functia
polinomiala de gradul doi: .
7(t) = tg + U
2
r(t) = 5§+ LUy + 7.
Aici am luat timpul initial o = 0 si am notat cu 7 = 7(ty) pozitia initiala si cu
Ty = r(to) viteza initiala.

. M0 y = ylx)

Figura 3: Traiectorii balistice

Primul model matematic in care a fost luata in calcul si rezistenta mediu-
lui a fost formulat si rezolvat chiar de catre Newton in Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica (1687).

Newton a modelat frecarea cu aerul printr-o forta de rezistenta proportionala
cu vectorul viteza, avand sensul opus acestuia, caz care, dupa cum vom vedea,
conduce la ecuatii diferentiale liniare. In cazul general, pentru problema traiec-
toriilor balistice, se considera ca marimea R a fortei de rezistenta R depinde nu-
mai de mirimea v a vectorului viteza 7 =7 dupa o lege de forma R = mgp(v),
unde ¢ este o functie neteda strict crescatoare, cu ¢(0) = 0 si limy_,, o @(t) =
+00. Mai precis, forta de rezistenta are forma

R = —mg(p(@);,
unde 7 = %27 este versorul vectorului viteza. Cele doua constante, m > 0,
masa, i g = |g|, acceleratia gravitationala, apar in expresia lui R numai pentru
simplificarea calculelor.

Functia ¢ depinde in principal de aerodinamicitatea proiectilului, problema
de modelare constand de fapt in determinarea functiei ¢ pentru care solutiile
modelului matematic se potrivesc cat mai bine cu masuratorile din teren. De
reguld sunt luate in considerare functii de forma p(v) = v, cu~y > 0, care apro-
ximeaza destul de bine fenomenul studiat si au avantajul ca ecuatiile diferentiale
la care conduc sunt integrabile prin cuadraturi.

In concluzie, modelul nostru este dat de migcarea unui punct material M de
masa m sub actiunea campului de forte

F(t,7,7) = mgj — mg(p(v)

v,



model pentru care ecuatia ma = F' are forma

wwa (7)

i=g—g

cu g un vector constant nenul.

Vom considera cazul general in care viteza initiala vy este nenula si nu este
dirijata pe verticala locului de lansare M, caz in care traiectoria mobilului M
este situata in planul in definit de verticala locului si de vectorul vitezei initiale
1. Consideram acest plan ca plan Oxy, alegand ca axa Oy verticala ascendenta.
Notam cu 6y unghiul de tragere, unghiul lui vy cu axa Oz; vom nota in general
prin € unghiul lui ¥ cu aceasta axa orizontala.

Ecuatia vectoriala de miscare (7), proiectata pe axele de coordonate, conduce
la sistemul diferential

p(v) .
r=—g x

v (8)
yz—g—gﬁﬂy

unde v = /12 + 2.
Derivam relatiile
T =wcosl, y=wvsinb,

care dau proiectiile vectorului viteza pe cele doua axe de coordonate si, din (8),
avem '
vcosf —wvsinf - 0 = —gp(v) cos b,

bsinf +vcosh -0 = —g— gp(v)sinb,
de unde obtinem sistemul diferential in necunoscutele v = v(t) si 0 = 6(t)

v = —gsind — gp(v)
vl = —gcost

care, prin eliminarea variabilei ¢, conduce la ecuatia diferentiala

dv o(v) oy
A ge(-~ T |
v(g +COSQ)7 €(=53) (10)

numita ecuatia fundamentald a balisticii exterioare®.

Aceasta ecuatie, scrisa de cele mai multe ori sub forma
d(vcos) = vp(v)do,

a fost studiata de matematicieni de talia lui Euler, Jean Bernoulli, D’Alambert
si multi altii, studiile lor conducand, pe de o parte, la aparitia si dezvoltarea
teoriei calitative a ecuatiilor diferentiale, care consta in stabilirea proprietatilor
solutiilor fara rezolvarea ecuatiei, si, pe de alta parte, la aparitia si dezvoltarea
metodelor numerice de aproximare a solutiilor.

! Balistica interioard studiazs fenomenele legate de explozia din interiorul camerei de ardere.



Sa presupunem acum ca am reusit sa integram ecuatia (10) si am gasit functia
v = v(f). Sa observam ca din a doua ecuatie din (9) rezulta ca 6 = 6(t) este
strict descrescatoare pe traiectorie si, prin urmare, inversabila cu

dt__ v
d9  gcosf’

de unde 1l putem afla pe t ca functie de 6
1 /  vap
t=—- .
g Jg, cost
Revenind la proiectiile vitezei pe axe vom exprima pe x si pe y ca functii de
0. Avem 1n continuare

a0 “d T g
dy . dt 2
w YT tg0,

de unde urmeaza ca

17,
Y=1Yy— — vitghde.
9 Je,

S& observam ci in cazul ¢(v) = v'™, cu v > 0, ecuatia (10) este integrabild
prin cuadraturi, fiind o ecuatie de tip Bernoulli, caz pe care il lasam spre studiu
cititorului.

Ca exemplu de studiu calitativ, ne propunem sa aratam ca daca

p(v)

lim = +o00, (11)
t—+oc0

cum se intampla in cazul Bernoulli de mai sus, atunci viteza este marginita si
are limita finita.
Vom reduce ordinul sistemului (8) notand p = 2 gi ¢ = ¢. Obtinem sistemul

p=—g2
Q=:—g<1+-ﬂ9q> (12

unde v = /p? + ¢>.

Sistemul (12) este un sistem diferential de ordinul intai autonom cu spatiul
fazelor (0,+00) X R in care nu are puncte stationare. Mai mult, p < 0 in orice
punct (p, q) si ¢ < 0 pentru orice punct cu g > 0.

Vom arata ca din (11) rezulta ca exista L < 0 astfel incat, pentru orice p,
q < L implica ¢ > 0.

Intr-adevér, fie § < 0 fixat arbitrar. Din (11) rezulti ci existd & > 0 astfel
incat

w@)>_i7 (13)

v q



(0] p

AV AV AN

Figura 4: Vectorii (p, §)

pentru orice v > 0. Definim L = min{g, —0} < 0. Pentru orice (p, q) € (0, +00) x
(—o0, L) avem v = y/p? 4+ ¢*> > |q| = —q > ¥, prin urmare are loc (13), de unde
obtinem

p(v) g1

~)

si, In continuare,
1+¢(v)q< q—Nq < 0,
v q

de unde rezulta ¢ > 0, tinand cont de a doua ecuatie a sistemului studiat.

Obtinem pentru campul vitezelor in spatiul fazelor (p,q) € (0,400) x R
orientarile date de sagetile din Figura 4, de unde rezulta ca traiectoriile sunt
marginite, iar orice solutie tinde la un punct finit situat pe axa Ogq, prin urmare
viteza proiectilului pe traiectorie tinde la o valoare finita.

Rezolvam acum cazul lui Newton, care a considerat p(v) = Av, cu A > 0.
Observam ca sistemul (8) se decupleaza in doua ecuatii liniare cu coeficienti

constanti
S~ Nai
{7”. "o (14)

i =—9— Mgy,

pe care le integram separat alegand ¢ty = 0. Obtinem pentru inceput componen-
tele vitezei

i = e M

y - (yD + %)G_Agt - %a

T =20+ To ft efkgsds
y=yo+ o+ 1) [y e oods — 1 [ ds,
obtinem in final componentele vectorului de pozitie

{a: =z0+ 2 (1 — e~ ")

y_y0+yo i(l—ef)‘gt)—i,

si apoi, din
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pentru orice ¢.
Sa observam ca graficele y = y(x) au asimptota verticala, deoarece limita
x
lim x(t) = xo + =
t——4-00 Ag
este finita iar

Mai mult, si in acest model rezulta ca viteza mobilului pe traiectorie are limita
finita ]
I _ lim /B0 P20 =
i vl6) = Jlim /P00 = 3,

in concordanta cu experimentele efectuate asupra caderii corpurilor in aer de la
inaltimi suficient de mari.
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