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Prefata

Aceste note de curs, bazate pe monografiile Vrabie [17] si [18], reprezinta o dezvoltare a
prelegerilor {inute de catre autor studentilor anului al II-lea de la Facultatea de Matematica
a Universitatii “Al. I. Cuza” din lagi la disciplina Ecuatii diferentiale.

Pe langa rezultatele fundamentale proprii acestei discipline, in ideea de a scoate in evidenta
forta aplicativa a acesteia, am prezentat mai multe modele matematice ce descriu evolutia
unor fenomene din diverse domenii din afara matematicii. Am Incercat sa convingem cititorul
cum, din analiza acestor modele prin mijloacele proprii ecuatiilor diferentiale, se pot obtine
informatii de substanta cu privire la evolutia fenomenelor corespunzatoare. Totodata ne-am
straduit sa reliefam o trasatura de loc neglijabila a acestei discipline si anume marea ei putere
de abstractizare. Este vorba aici de faptul ca numeroase fenomene distincte admit modele
diferentiale formal identice si drept urmare, din studiul unui singur astfel de model, se pot
trage concluzii despre modul de evolutie a mai multor sisteme reale.

Notele de curs, impartite in cinci capitole si un appendix, sunt accesibile oricarui cititor
care stapaneste notiunile si rezultatele de baza de algebra liniara si de analiza matematica.

In capitolul intai sunt incluse rezultalele de baza referitoare la ecuatiilor rezolvabile prin
metode elementare si, asa cum am mentionat deja, sunt deduse unele modele matematice ale
unor fenomene din fizica, biologie, chimie, dinamica populatiilor ale caror evolutii sunt descrise
de ecuatii sau sisteme de ecuatii diferentiale.

Capitolul al doilea este dedicat prezentarii rezultatelor fundamentale referitoare la prob-
lema cu date initiale, cunoscuta si sub numele de problema Cauchy. Sunt abordate aici:
existenta locala, existenta si unicitatea locala, unicitatea locald si cea globala, prelungibili-
tatea solutiilor, si continuitatea acestora in raport cu datele initiale.

Capitolul al treilea este consacrat studiului unei clase speciale foarte importante de sisteme
de ecuatii diferentiale, si anume sistemele diferentiale de ordinul intai liniare. Sunt prezentate:
existenta globala, structura algebrica a spatiului solutiilor, matricea fundamentala si wron-
skianul unui sistem de solutii, formula variatiei constantelor, metoda variatiei constantelor,
functia exponentiala de matrice si aplicatii la studiul ecuatiei diferentiale de ordinul n liniara.

Capitolul al patrulea este dedicat prezentarii rezultatelor de baza referitoare la una dintre
problemele centrale ale teoriei ecuatiilor diferentiale, problema cu profunde implicatii aplica-
tive: aceea a stabilitatii solutiilor.

In capitolul al cincilea am introdus si studiat notiunea de integrala prima pentru un sistem
diferential. Tot aici gi-au gasit locul firesc gi cateva consideratii cu privire la ecuatiile cu derivate
partiale de ordinul intai cvasi-liniare.

In Appendix am inclus unele notiuni si rezultate care, desi cu caracter auxiliar, constituie
instrumente de baza ale disciplinei gi sunt utilizate frecvent pe parcursul intregii carti.

Fiecare capitol contine cate o sectiune de exercitii si probleme propuse spre rezolvare.
Din acest motiv, cartea se incheie cu un paragraf amplu consacrat in exclusivitate prezentarii
solutiilor detaliate ale tuturor exercitiilor si problemelor propuse.

Cartea se incheie cu un indice alfabetic cuprinzand toate notiunile sau denumirile introduse
cu precizarea, la fiecare, a numarului paginii la care aceasta este definita pentru prima data si
cu o lista de simboluri.

Tasi, 1 octombrie, 2016 IoaN I. VRABIE






CAPITOLUL 1

Generalitati

Acest capitol are un rol introductiv. Primul paragraf este dedicat unei pezentari generale a
disciplinei. Paragraful al doilea trece in revista cele mai reprezentative ecuatii diferentiale
care pot fi rezolvate prin metode elementare. In paragraful al treilea, pentru a ilustra put-
erea aplicativa a disciplinei, sunt prezentate mai multe modele matematice descrise de ecuatii
diferentiale. In paragraful al patrulea sunt demonstrate cateva inegalitati integrale utile pe tot
parcursul cartii, iar in ultimul paragraf sunt incluse mai multe exercitii gi probleme propuse
spre rezolvare.

1. Introducere

Ecuatii si sisteme de ecuatii diferentiale. Ecuatiile diferentiale au aparut si s-au
dezvoltat ca disciplina de sine statatoare din dorinta fireasca de a prezice cu o cat mai
mare acuratete evolutia in viitor a unui sistem fizic, sociologic, chimic, biologic, etc. Este
usor de realizat ca aceasta prezicere va fi cu atat mai apropiata de realitate cu cat vom
avea date mai exacte despre starea prezenta a sistemului in chestiune i, totodata, vom
cunoaste legea dupa care acesta igi modifica viteza instantanee de evolutie in functie
de starea instantanee. Modelarea matematica este aceea care intervine in acest punct si
pune la indemana cercetatorului descrierea in limbaj matematic a acestor legi care, de
foarte multe ori, capata forma unor ecuatii sau sisteme de ecuatii diferentiale.

Denumirea de “equatio differentialis” a fost folosita pentru prima data de catre
GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ care, in anul 1676, se referea prin aceasta la
determinarea unei functii care satisface o relatie data impreuna cu una sau mai multe
dintre derivatele sale. Acest concept a aparut ca o necesitate de a cuprinde Intr-un
cadru abstract cat mai general o multitudine de probleme de analiza si de modelare
matematica puse (si unele dintre ele chiar rezolvate) incepand cu mijlocul secolului
al XVII-lea. O prima problema ce apartine domeniului ecuatiilor diferentiale este aga
numita problema inversa a tangentelor care consta in determinarea unei curbe plane
cunoscandu-se proprietatile tangentei la curba in orice punct al sau. Cel care a incercat
pentru prima data si reducs acest tip de probleme la cuadraturi

Scopul acestei sectiuni este de a defini conceptele de ecuatie diferentiala si de sis-
tem de ecuatii diferentiale si de a prezenta succint cele mai importante probleme care
vor fi abordate pe parcursul acestei carti. O ecuatie diferentiala scalara este expresia
unei relatii de dependenta functionala intre o functie cu valori reale, numita functie
necunoscuta, derivatele ei ordinare (partiale) pana la un anumit ordin n > 1 i variabila

'Prin cuadraturd intelegem metoda care consti in reducerea rezolvirii unei probleme de analizi
matematica la calculul unei integrale definite, sau nedefinite. Denumirea provine de la procedeul de
calcul al ariei unei figuri plane, foarte utilizat in antichitate, procedeu numit cuadrare deoarece el
consta in construirea cu rigla si compasul a unui patrat avand aceeasi arie cu aceea cautata.
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independenta (variabilele independente). Ordinul maxim de derivare al functiei necunos-
cute care este efectiv implicat in ecuatie poarta numele de ordinul ecuatier. O ecuatie
diferentiala in care functia necunoscuta depinde de o singura variabila reala poarta nu-
mele de ecuatie diferentiala ordinara, in timp ce o ecuatie diferentiala in care functia
necunoscuta depinde de mai multe variabile reale independente se numeste ecuatie cu
deriwate partiale. De exemplu ecuatia

2+ x =sint

cu functia necunoscuta x de variabila reala t este o ecuatie diferentiala ordinara de
ordinul al doilea, iar ecuatia

ou  Ou 0

ox + dy
cu functia necunoscuta u, depinzand de variabilele reale independente x si y, este o
ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai.

In cartea de fata ne vom ocupa cu precadere de studiul ecuatiilor diferentiale or-
dinare, desi vom analiza si unele probleme legate de o clasa speciala de ecuatii cu derivate
partiale al carei loc de abordare este foarte potrivit acestui cadru.

In general, forma unei ecuatii diferentiale ordinare scalare de ordinul n cu functia
necunoscuta z este

(&) F(t,z, o, ... ,2™) =0,
unde F este o functie definitd pe o submultime D(F') din R"*2 cu valori in R, neconstanta
in raport cu ultima variabila?.

In anumite conditii de regularitate asupra functiei F' (cerute de aplicabilitatea teo-
remei functiilor definite implicit), (£) poate fi rescrisa sub forma

(N) ™ = f(t,x,2,.. . ™Y,
unde f este o functie de la o submultime D(f) din R"™! in R care definegte explicit pe
™ in functie de t,z,2’,..., 2™ Y prin intermediul relatiei F(t,z, o, ... ,:U(”)) =0.0

ecuatie de forma (N) poarta numele de ecuatie diferentiala de ordinul n scalara in forma
normala. Cu cateva mici exceptii, in tot ceea ce urmeaza ne vom ocupa de studiul unor
ecuatii de ordinul intai sub forma normala, adica de studiul unor ecuatii diferentiale de
forma

(0) o' = f(t @),
in care f este o functie definitd pe o submultime D(f) C R? cu valori in R.

Analog, daca g : D(g) — R" este o functie data, g = (g1, g2, - - -, gn), unde D(g) este
inclusa in R x R™, putem defini un sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul intai cu n
functii necunoscute: y1, s, ..., yn, ca fiind un sistem de forma

yll = 91(75,91,927 s ayn)
yé = 92(taylay27 s 73/71)

(8)

y?"l = gn<t7y17y2a s 7yn)7

care, la randul sau, reprezinta scrierea pe componente a unei ecuafii diferentiale vecto-
riale de ordinul intai

(V) y =g(ty).

2Daci F nu depinde de “z(™” ecuatjia (&) are ordinul mai mic sau egal cu n — 1.



INTRODUCERE 9

Prin intermediul transformarilor
((.T) { y:(yl,ym---»yn):(33,1’/,---735("_1))
g(ta y) = (y27y37 <oy Yn, f<t7yl>y27 s e 7yn))7

(N) poate fi rescrisa echivalent ca un sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul intai cu
n functii necunoscute:

Y1 =92
Yy = U3
y;—l = Un

Y = f(E Y192, -+, Un),
sau, altfel spus, ca o ecuatie diferentiala vectoriala de ordinul intai (V), cu g definit
in (7). In acest fel, studiul ecuatiei (N) se reduce la studiul unei ecuatii de tipul (V)
sau, echivalent, la studiul unui sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intai. Din acest
motiv, in tot ceea ce urmeaza, ne vom ocupa numai de studiul ecuatiei (V), precizand
numai, ori de cate ori este cazul, cum se transcriu rezultatele privitoare la (V) pentru
(N) prin intermediul transformarilor (T)3.

Mentionam ca, ori de cate ori functia g din (V) nu depinde in mod explicit de t,
ecuatia (V) se numeste autonomd. In aceleasi conditii, sistemul (8) se numesgte autonom.
De exemplu, ecuatia
Yy =2
este autonoma, in timp ce ecuatia

y =2y +t

este neautonoma. Precizam insa ca orice ecuatie neautonoma de forma (V) poate fi
rescrisa ca o ecuatie autonoma

(V) Z = h(2),

in care functia necunoscuta z are o componenta in plus fata de functia y. Mai precis,
punand z = (21,22, .-, 2nt1) = (6,91, Y2, - - -, Yn) §i definind h : D(g) C R** — R
prin
h(z) = (1, q1(21,22, - s Zns1)s - -5 Gn(21, 225 - o+, Znt1))

pentru orice z € D(g), se observa ca (V') reprezinta scrierea echivalenta a ecuatiei (V).
Ca atare, ecuatia diferentiala scalara vy’ = 2yt poate fi rescrisa ca o ecuatie diferentiala
vectoriald in R? de forma 2’ = h(z), in care z = (21, 20) = (t,9) si h(z) = (1,229 + 21).
Consideratii analoge au loc si pentru sistemul (8).

Tipuri de solutii. Asa cum a fost definita pana acum, oarecum descriptiv si evi-
dent neriguros, notiunea de ecuatie diferentiala este ambigua doarece nu s-a precizat
acceptiunea in care trebuie inteleasd egalitatea (€)% Mai precis, sa observam de la bun
inceput ca oricare dintre egalitatile formale (€), sau (N) pot fi gandite ca avand loc in
cel putin una dintre cele trei acceptiuni descrise mai jos:

(i) pentru orice ¢ din domeniul I, al functiei x;
(ii) pentru toti t din I, \ E, unde E este o multime de exceptie (finita, numarabila,
de masura nula, etc.);

3Transformari propuse de ciitre JEAN LE ROND D’ALEMBERT.
“De fapt s-a indicat numai un tip de relatie care ar putea defini un predicat (ecuatia diferentiald),
fard a i se preciza campul pe care actioneaza (pe care este definit).
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(iii) intr-un sens generalizat care nu pretinde egalitatea obignuita in nici un punct.

Este acum clar ca o problema importanta care se pune de la bun inceput este aceea
de a defini conceptul de solutie pentru (&) precizand care este semnificatia egalitatii ().
Pentru a intelege mai bine importanta acestui demers sa analizam urmatoarele exemple.

EXEMPLUL 1.1.1. Sa consideram asa numita ecuatie eikonala

(1.1.1) |2'| = 1.
Este ugor de constatat c& singurele functii de clasia C?, x : R — R, care verifica (1.1.1)
pentru orice ¢ € R sunt de forma z(t) =t + ¢, sau z(t) = —t + ¢, cu ¢ € R si reciproc.

Pe de alta parte, daca acceptam ca (1.1.1) sa fie verificata pentru orice ¢ € R exceptand
eventual un numar finit de puncte, pe langa functiile precizate mai sus, constatam ca si
orice functie avand graficul ca in Figura 1.1.1 de mai jos, este o solutie a ecuatiei (1.1.1)
in aceasta noua acceptie.

/

Ficura 1.1.1

EXEMPLUL 1.1.2. Sa consideram acum ecuatia diferentiala
2 =h

unde h : T — R este o functie data. Este evident ca daca h este continua z este de clasa
C', in timp ce daca h este discontinu, ecuatia de mai sus nu poate avea solutii de clasa

ch.

Aceste exemple subliniaza importanta deosebita pe care o are clasa de functii in care
ne propunem sa acceptam candidatii la titlul de solutie pentru o ecuatie diferentiala data.
Astfel, daca aceasta clasa este prea restransa, sansele de a avea asigurata existenta unei
solutii sunt foarte mici, in timp ce, daca aceasta clasa este foarte larga, aceste sanse
cresc cu pretul pierderii unor proprietati de regularitate a solutiilor. De aceea, conceptul
de solutie pentru o ecuatie diferentiala trebuie definit avand in vedere realizarea unui
compromis ca, pe de o parte, sa avem asigurata existenta a cel putin unei solutii si,
pe de o alta parte, toate solutiile sa aiba suficiente proprietati de regularitate pentru
a putea fi utilizate eficient. Din exemplele analizate anterior, este usor de constatat ca
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definirea acestui concept trebuie facuta tinand cont, in primul rand de proprietatile de
regularitate ale functiei F'. Din acest motiv, presupunand ca F' este de clasa C", este
natural sa adoptam:

DEFINITIA 1.1.1. O solufie a ecuatjiei diferentiale ordinare scalare de ordinul n (€)
este o functie x : [, — R de clasa C™ pe intervalul cu interior nevid I, care satisface
(t,x(t),2'(t),..., 2™ (t)) € D(F) si verifica (€) pentru orice ¢ € I,.

DEFINITIA 1.1.2. O solutie a ecuatiei diferentiale ordinare scalare de ordinul n in
forma normala (N) este o functie z : I, — R de clasa C™ pe intervalul cu interior nevid
I, care satisface (t,z(t),2'(t),...,#™ Y(t)) € D(f) si verifica (N) pentru orice t € L.

DEFINITIA 1.1.3. O solutie a sistemului de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul

intai (8) este o n-upld de functii (y1,2,...,4s) : [, = R™ de clasa C' pe intervalul cu
interior nevid I, care satisface (¢,y1(t),y2(%),...,un(t)) € D(g) si verifica (8) pentru
orice t € IL,. Tratectoria corespunzatoare solutiei y = (y1,¥s,...,y,) este multimea

T(y) = {y(t); t € L}

DEFINITIA 1.1.4. O solutie a ecuatiei diferentiale ordinare vectoriale de ordinul intai
(V) este o functie y : I, — R™ de clasa C" pe intervalul cu interior nevid I, care satisface
(t,y(t)) € D(g) si verifica (V) pentru orice ¢t € I,. Traiectoria corespunzatoare solutiei
y este multimea

T(y) ={y(t); t € L }.

FiGura 1.1.2

In Figura 1.1.2 (a) este ilustrata traiectoria corespunzatoare solutiei unui sistem in
R? iar in Figura 1.1.2 (b) graficul acestei solutii. S& observam ci problema determinarii
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primitivelor unei functii continue h pe un interval I poate fi inglobata intr-o ecuatie
diferentiala de ordinul intai de forma ' = h pentru care, din multimea solutiilor date
de Definitia 1.1.1, le retinem numai pe cele definite pe I, domeniul maxim al functiei h.

DEFINITIA 1.1.5. O familie de functii {z(-,¢) : I, = R; ¢ = (c1,¢a,...,¢,) € R"},
definite implicit de o relatie de forma

(9) G(t,x,c1,¢0,...,¢n) =0,
in care G : D(G) C R"™ — R, este o functie de clasd C™ in raport cu primele 2 variabile,
cu proprietatea ca, prin eliminarea celor n constante ¢y, cs, ..., ¢, din sistemul
(d
pr (G(-,x(+),c1y¢2y ... cn)] () =0
d2
o [G(-,z(+),c1,¢C0, ..., c0)] (£) =0
"
\ % [G(, iC(), C1,Coy ... ,Cn)] (t) = O,

si inlocuirea acestora in (G) se obtine tocmai (&), poarta numele de integrala, sau solutia
generala a (&).

EXEMPLUL 1.1.3. Pentru ecuatia
2"+ a*x =0,
cu a > 0, integrala generald este {z(-, c1, co); (c1,co) € R?}, unde
x(t,c1,09) = ey sinat + ¢ cos at
pentru ¢ € I,° si se obtine prin eliminarea constantelor ¢, ¢, din sistemul

(x — ¢y sinat — cpcosat) =0
(x — ¢y sinat — ey cosat)” = 0.

In acest caz, G : R* — R este definitd prin
G(t,x,c1,09) = x — ¢y sinat — cp cosat
pentru orice (¢, z,c1,co) € R?, iar (G) poate fi scrisa echivalent sub forma
T = ¢y 8inat + ¢y cos at,

relatie care exprima in mod explicit integrala generala. Dupa cum vom constata, si in
alte situatii, in care din (§) vom putea explicita efectiv pe z in functie de ¢, ¢y, co, . . ., cp,
integrala generala a (£) va putea fi data sub forma explicita

x(t,cr, 09,0, 0,) = H(t e, 09,...,0,),

cu H: D(H) CR"™ — R o functie de clasa C™.

5Facem mentiunea ca, in acest caz, integrala generala contine si functii definite pe intreaga multime
) )
R, adica pentru care HI =R.
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2. Ecuatii rezolvabile prin cuadraturi

In aceast’ sectiune vom prezenta mai multe tipuri de ecuatii diferentiale ale caror solutii
pot fi determinate prin operatii de integrare a unor functii cunoscute. Cum integrarea
functiilor reale de variabila reala este numita si cuadrare, aceste ecuatii poarta numele
de ecuatii rezolvabile prin cuadraturi.

Ecuatia cu variabile separabile. O ecuatie cu variabile separabile este o ecuatie de
forma

(1.2.1) '(t) = f(t)g(x(t)),
unde f: I — Rgi g:J — R sunt doua functii continue cu g(y) # 0 pentru orice y € J.
TEOREMA 1.2.1. Fiel siJ doud intervale deschise nevide din R si fie f : 1 — R gi

g :J = R doua functii continue cu g(y) # 0 pentru orice y € J. Atunci, solutia generald
a ecuatiei (1.2.1) este data de

(1.2.2) x(t) =G (/t:f(s) ds)

pentru orice t € Dom(z), unde ty este un punct fizat in I, iar G : J — R este definita
prin
Yodr
Gly) = / —
3 9(7)

Demonstratie. Cum g nu se anuleaza pe J §i este continua, ea pastreaza semn con-
stant pe J. Schimband semnul functiei f daca este cazul, putem presupune ca g(y) > 0
pentru orice y € J. Atunci, functia G este bine definita si strict crescatoare pe J.

incepem prin a observa ca functia = definita prin intermediul relatiei (1.2.2) este o
solutie a ecuatie (1.2.1) care satisface x(ty) = ¢. Intr-adevar,

1

o [ (/ £(s )] ST >)f<t>:g<x<t>>f<t>

pentru orice ¢t din domeniul functiei x. In plus, din modul in care a fost definita functia
G, rezulta z(ty) = £.

Pentru a incheia demonstratia este suficient sa aratam ca orice solutie a ecuatiei
(1.2.1) este de forma (1.2.2). In acest scop, fie  : Dom(z) — J o solutie a ecuatiei
(1.2.1) si sa observam ca aceasta poate fi rescrisa echivalent sub forma

o
gy W

pentru orice ¢t € Dom(z). Integrand aceasta egalitate membru cu membru de la ¢y la ¢

obtinem
‘(s)yds  [*
) /to f(s)ds

pentru orice t € Dom(x). Ca atare avem
t
= / f(s)ds
to

pentru orice y € J, cu & € J.
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unde G este definita ca mai sus cu £ = z(ty). Reamintind ca G este strict crescatoare pe
J, ea este inversabila de la imaginea ei G(J) in J. Din aceasta observatie si din ultima
egalitate deducem (1.2.2). O

Ecuatia liniara. O ecuatie liniara este o ecuatie de forma
(1.2.3) Z'(t) = a(t)x(t) + b(t),
unde a, b : T — R sunt functii continue pe I. Daca b = 0 pe I ecuatia se numeste liniara

$t omogena, iar In caz contrar lintara $1 neomogend

TEOREMA 1.2.2. Daca a si b sunt continue pe I atunci solutia generala a ecuatier
(1.2.3) este data de asa numita formula a variatiei constantelor

(1.2.4) 2(t) = exp ( /t: a(s) ds) €+ /t: exp ( / ta(T) dT) b(s) ds

pentru orice t € Dom(z), unde ty € Dom(x) este fizat, iar & parcurge R.

Demonstratie. Un simplu calcul arata ca x definit prin (1.2.4) este o solutie a ecuatiei
(1.2.3) care satisface z(ty) = . Ramane sa demonstram ca orice solutie a ecuatiei (1.2.3)
este de forma (1.2.4) pe intervalul ei de definitie. Pentru aceasta, fie z : Iy — R o solutie
a ecuatiei (1.2.3), unde I este un interval cu interior nevid inclus in I. Sa fixam ¢, € I
gi sd inmultim ambii membri ai ecuatiei (1.2.3) in care am trecut ¢ in s cu

exp <——]£ia(r)d7)

unde s € I. Trecind primul termen astfel obtinut din membrul al doilea in membrul

intai obtinem
% (m(s)exp (_ /t:a(r) dr)) = b(s)exp (— /t:a(T) dT)

pentru orice s € Iy. Integrand aceasta egalitate in ambii membri de la ty la t € I si
inmultind egalitatea astfel obtinuta cu

e@(L}@MQ

deducem (1.2.4). Demonstratia este incheiata. O
OBSERVATIA 1.2.1. Din (1.2.4) rezulta ca orice solutie a ecuatiei (1.2.3) poate fi

prelungita ca solutie a aceleiasi ecuatii la intregul interval I.

Ecuatia omogena. O ecuatie omogena este o ecuatie de forma

(1.2.5) 2(t) = h (@)

t

unde h : I — R este continua si h(r) # r pentru orice r € L.

TEOREMA 1.2.3. Daca h : T — R este continua si h(r) # r pentru orice r € 1,
atunci solutia generald a ecuatiei (1.2.5) este data de

x(t) = tu(t)
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pentru t # 0, unde u este solufia generald a ecuatiei cu variabile separabile
1
u'(t) = - (hlult)) —u(t).

Demonstratie. Se exprima x’ prin intermediul functiei v si se pune conditia ca x sa
fie solutie a ecuatiei (1.2.5). O

O clasa importanta de ecuatii diferentiale reductibile la ecuatiile precedente este
CLHQZ(t) + algt + b1
aglﬂﬁ(t) + aggt + bg’
unde a;; si b;, 7, = 1,2 sunt constante si

al; +al, + 02 >0
a3 + a3y + b3 > 0.

(1.2.6) 2'(t) =

In functie de compatibilitatea sistemului
(8) ax + (Ilgt + bl =0
a1 + aggt + b2 =0

distingem trei cazuri. Mai precis avem:
Cazul I. Daca sistemul (€) este compatibil determinat cu solutia (£, 7), atunci prin schim-
barea de variabile

{x=y+§

t=s+mn

(1.2.6) poate fi rescrisa echivalent sub forma ecuatiei omogene

s
) anyT + a2
Yy (5) = W;

Gle + @99

Cazul II. Daca sistemul (€) este compatibil nedeterminat atunci exista A # 0 astfel incat

(a11, a2, b1) = A (aa1, az, bs)
si ca atare (1.2.6) se reduce la 2/(t) = A;
Cazul lll. Daca sistemul (€) este incompatibil atunci exista A # 0 astfel incat

(au, CL12) =A (a21> a22)
(au, 12, bl) 7é A (a217 22, b2)

si ecuatia se reduce la o ecuatie cu variabile separabile.

Ecuatia Bernoulli. O ecuatie de forma

(1.2.7) Z'(t) = a(t)x(t) + b(t)z(¢),

unde a,b : I — R sunt functii continue neidentic nule si neproportionale pe I, iar

a € R\ {0, 1}, poarta numele de ecuafic BERNOULLI.

OBSERVATIA 1.2.2. Restrictiile impuse asupra datelor a, b si « se explica prin aceea
ca: daca a = 0 atunci (1.2.7) este cu variabile separabile; daca exista A € R astfel incat
a(t) = Ab(t) pentru orice t € I, (1.2.7) este de asemenea cu variabile separabile; daca
b =0 atunci (1.2.7) este liniara si omogena; daca aw = 0 atunci (1.2.7) este liniara; daca
a =1 atunci (1.2.7) este liniara si omogena.
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TEOREMA 1.2.4. Daca a,b : I — R sunt continue si neidentic nule pe 1 si a €
R\ {0, 1} atunci x este solutie pozitiva a ecuatiei (1.2.7) daca si numai daca functia y,
definita prin

(1.2.8) y(t) = 27t
pentru orice t € Dom(x), este o solulie pozitivd a ecuatiei liniare si neomogene
(1.2.9) y'(t) = (1 —a)a®)y(t) + (1 — a)b(t).

Demonstratie. Fie x o solutie pozitiva a ecuatiei (1.2.7). Calculand 2’ in functie
de y i ¢/ g scriind ca x verifica ecuatia (1.2.7) deducem ca y este solutie pozitiva a
ecuatiei (1.2.9). Un calcul asemanator arata ca daca y este o solutie pozitiva a ecuatjiei
(1.2.9), atunci = dat de (1.2.8) este solutie pozitiva a ecuatiei (1.2.7). Demonstratia este
incheiata. 0

Ecuatia Riccati. O ecuatie de forma

(1.2.10) 2'(t) = a(t)z(t) + b(t)2*(t) + c(t),

unde a, b, ¢ : I — R sunt functii continue cu b si ¢ neidentic nule pe I se numeste ecuatie
RICCATIL

Prin definitie s-au exclus cazurile b = 0 cand (1.2.10) este liniara si ¢ = 0 cand
(1.2.10) este o ecuatie BERNOULLI cu « = 2.

OBSERVATIA 1.2.3. In general, nu se cunosc metode de determinare a solutiei gen-
erale a ecuatiei RICCATI cu exceptia cazului cand se poate pune in evidenta o solutie
particulara a sa. Acest caz face obiectul teoremei de mai jos.

TEOREMA 1.2.5. Fie a,b,c : I — R functii continue cu b si ¢ neidentic nule pe 1.
Daca ¢ : J — R este o solutie a ecuatiei (1.2.10), atunci solutia generald a ecuatiei
(1.2.10) pe J este data de

z(t) = y(t) + (1),
unde y este solutia generala a ecuatiei BERNOULLI
y'(t) = (alt) +20(t)y(t) + b(t)y* (1)

Demonstratie. Se constata prin calcul direct ca = y + ¢ este solutie a ecuatiei
(1.2.10) daca si numai daca y = x — ¢ este solutie a ecuatiei BERNOULLI de mai sus. [

Ecuatii cu diferentiale exacte Fie D o multime nevidd si deschisa din R? si fie
g,h: D — R doua functii de clasd C! pe D, cu h(t,z) # 0 pe D. O ecuatie de forma

g(t,x(t))
1.2.11 ') = I 2))
N TR0)
se numeste cu diferentiald eractd dacd exista o functie de clasa C?, F': D — R, astfel
incat

o (1) = ~lt.)
(1.2.12)

OF

I (t,z) = h(t,z)

Conditia de mai sus arata ca —g(t,z) dt + h(t,z) dx este diferentiala dF' a functiei
F in punctul (¢,z) € D.
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TEOREMA 1.2.6. Daca (1.2.11) este o ecuatie cu diferntiald exacta, atunci solufia
el generala este definita implicit de

(1.2.13) F(t,z(t)) = c,
unde F' : D — R werifica sistemul (1.2.12), iar ¢ parcurge F(D).

Demonstratie. Daca (1.2.11) este o ecuatie cu diferentiala exacta atunci « este solutie
a ecuatiei daca gi numai daca

—g(t,x(t))dt + h(t,z(t)) dx(t) =0
pentru ¢t € Dom(z), egalitate care, in virtutea faptului ca F' satisface (1.2.12) este
echivalenta cu
dF(t,z(t)) =0
pentru orice ¢t € Dom(x). Cum aceasta din urma egalitate este, la randul ei, echivalenta
cu (1.2.13), demonstratia este incheiata. O

TEOREMA 1.2.7. Daca D este un domeniu simplu conex, atunci, o condifie necesara
st suficienta ca ecuatia (1.2.11) sa fie cu diferentiald exacta este ca
oh dg
— (t,x) = —=(t,x),
5 (L) = —5-(t,2)

pentru orice (t,x) € D.
Pentru demonstratie vezi Teorema 5 din M. NICOLESCU et al [11], p. 187.

Ecuatii reductibile la ecuatii cu diferentiale exacte. In general, daca sistemul
(1.2.12) nu admite solutii, metoda de determinare a solutiei generale a ecuatiei (1.2.11)
descrisa mai sus nu mai este aplicabila. Exista totusi unele cazuri in care, desi (1.2.12) nu
are solutii, (1.2.11) poate fi redusa la o ecuatie care sa fie cu diferentiala exacta. Descriem
mai jos o astfel de metoda de reducere care poarta numele de metoda factorului integrant.
Mai precis, daca (1.2.11) nu este cu diferentiala exacta, cautam o functie p: D — R de
clasa C' cu p(t,x) # 0 pentru orice (¢,z) € D astfel incat

sa fie diferentiala unei functii ' : D — R. Din Teorema 1.2.7 rezulta ca, o conditie

necesara gi suficienta pentru aceasta este

h(t, x)% (t,z) + g(t, x)% (t,z) + (% (t,z) + % (t, m)) p(t,z) =0

pentru orice (t,z) € D. Aceasta este o ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai cu
p functie necunoscuta. Vom studia posibilitatile de rezolvare a acestui tip de ecuatii in
Capitolul 6. Pana atunci sa observam ca, daca

ria (gt + 5 (o)) = 10

este independenta de variabila x, putem cauta solutia p ca o functie, de asemenea,
independenta de variabila x. Aceasta functie p este solutie a ecuatiei liniare gi omogene

p(t) =—ft)p(t).
Analog, daca g(t,x) # 0 pentru (¢,z) € D si

1 [0y oh o
g(t,$) (& (t,ﬁ) + a (t,x)) = k( )7
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este independenta de variabila ¢, putem cauta solutia p ca o functie, de asemenea,
independenta de variabila ¢. Cazul cand nici una dintre conditiile de mai sus nu este
verificata va fi studiat in capitolul 5.

Ecuatia Lagrange. O ecuatie diferentiala de forma (nenormald)

2(t) = te(a'(t)) + ¢ (2'(1))

in care ¢ si ¢ sunt functii de clasd C! de la R in R si ¢(r) # r pentru orice r € R
poarta numele de ecuafie LAGRANGE. Acest tip de ecuatie se poate integra utilizand
asa numita metodd a parametrului. Aceasta metoda consta in determinarea solutiile de
clasd C* nu sub forma explicitd = z(t) ci sub forma parametrica

{t:t(p)

r=z(p), peR,

Mai precis, fie z o solutie de clasa C? a ecuatiei LAGRANGE. Derivand ecuatia membru
cu membru obtinem

(1) = p(2'(t) + ' (' (1) 2" (t) + ' (' (2)) 2" (1)
Notand 2/(t) = p(t) avem z”(t) = p'(t) si In consecinta

@( )= - p(p(t) — p(t)
dt te'(p(t)) + ' (p(t))

Presupunand acum ca p este inversabila gi notand inversa ei cu ¢t = t(p), ecuatia de mai
sus se rescrie echivalent sub forma

dat __Mt(p)_M

(p) = :
dp p(p) —p p(p) —p
Dar ecuatia de mai sus este o ecuatie liniara care poate fi integrata prin metoda variatiei
constantelor. Vom gasi atunci ¢t = 0(p, ¢) pentru p € R si ¢ constanta de unde, folosind
ecuatia initiala, deducem

{ t=0(p,c)
z=0(p,c)p(p) +v(p), pER,

care reprezinta ecuatiile parametrice ale solutiei generale ale ecuatiei LAGRANGE.

Ecuatia Clairaut. O ecuatie de forma

x(t) = ta'(t) + ¢ (2'(1)),

unde ¢ : R — R este de clasa C! se numeste ecuatie CLAIRAUT. Aceasta se rezolva
prin aceeasi metoda a parametrului. Mai precis, fie 2 o solutie de clasa C? a ecuatiei.
Derivand ecuatia in ambii membri obtinem

2" (t)(t+ ¢ (2'(1))) = 0.

Notand p(t) = 2(t), ecuatia de mai sus este echivalenta cu

p'(1)(t+ ' (p(1))) = 0.

Daca p'(t) = 0 rezulta x(t) = ¢t + d cu ¢,d € R, de unde, punand conditia ca x sa
verifice ecuatia, deducem

z(t) = ct + ¥(c)
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pentru t € R, unde ¢ € R, numita solufia generala a ecuatiet CLAIRAUT care, din punct
de vedere geometric, reprezinta o familie de drepte. Daca ¢t + ¢'(p(t)) = 0 deducem

{ t=—4'(p)
T = _pd},(p> + ¢<p>7 pE R?

sistem care defineste parametric o curba plana numita solufia singulara a ecuatiei
CLAIRAUT si care, nu este altceva decat infaguratoarea familiei de drepte. Reamintim
ca infasuratoarea unei familit de drepte este o curba cu proprietatea ca familia de drepte
coincide cu familia tuturor tangentelor la curba.

OBSERVATIA 1.2.4. In general, ecuatia CLAIRAUT admite si solutii care sunt numai
de clasa C'. O astfel de solutie se obtine continudnd un arc de curba corespunzator
solutiei singulare cu acea portiune din tangenta la unul dintre capetele arcului astfel
incat curba obtinuta si fie de clasd C'. Vezi solutiile Problemelor 1.11 si 1.12.

Ecuatii diferentiale de ordin superior. Vom prezenta in continuare doua clase de
ecuatii diferentiale scalare de ordinul n care, chiar daca nu pot fi rezolvate prin metode
elementare, pot fi reduse la ecuatii de ordin strict mai mic decat n. Sa consideram pentru
inceput ecuatia diferentiala de ordinul n “incompleta”

(1.2.14) F(t,z® gD ) =0,
unde 0 < k < nsi F: D(F) C R**2 — R. Substitutia y = 2 reduce aceasts ecuatie
diferentiala una de ordinul n — k£ cu functia necunoscuta y

Fty,y,....y" ™) =0

Sa presupunem acum ca putem determina solutia generala y = y(t,c1,¢o,...,Chk) a
acestei din urma ecuatii. In aceste conditii, solutia generala z(t, ¢y, co, ..., c,) a ecuatiei
(1.2.14) se obtine integrand de k ori identitatea #*) = y. Mai precis, pentru a € R
convenabil ales, avem

1 ' k-1 i (t—a)!
x(t,cr, 09,00 0,) = —/ (t—9)""y(s,c1,¢0y .oy Cnog) ds + Cphgi—————,
— 1)! —1)!
(k—1)!J, — (1 —1)!
unde ¢, ki1, Cn_ka2,---,cn € R sunt constante provenite in urma celor k operatii de

integrare.

EXEMPLUL 1.2.1. Sa se determine solutia generala a ecuatiei
2" = —%x” +3t, t>0.
Substitutia x” = y conduce la ecuatia diferentiala liniara
y = —%y+3t, t>0

a carei solutie generala este
2, G
y(t,c) =t + n
pentru ¢ > 0. Atunci, integrand de doua ori identitatea =’ = y obtinem

4

t
x(t,cl,02,03) = E + C1<tlnt — t) + Cgt + Cs3.
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O a doua clasa de ecuatii diferentiale care pot fi reduse la ecuatii de ordin mai mic
decat cel initial este clasa ecuatiilor de ordinul n autonome. Fie deci ecuatia

unde F': D(F) C R*! — R. S& notam cu p = 2’ gi s&-1 exprimam pe p in functie de z.

In acest scop sa notam ca

(9 _dpdr_ dp
dt drdt dx

o d (Y _d ()
dt \ dx de \ dx ’

D,

(n) —
AR
E (k) FREVIPN . dp dpk—1
In acest mod, pentru fiecare k = 1,2,...,n, z'¥ se exprima in functie de p, 3£, ..., S5—.
z . N . .. N . n—1 . .
Inlocuind in (3.15) derivatele functiei z in functie de p, Z—i, ey ggn—_l obtinem o ecuatie

diferentiala de ordinul n — 1.

EXEMPLUL 1.2.2. Ecuatia diferentiala de ordinul al doilea
" + %sinx =0,

cunoscuta sub numele de ecuatia pendulului, se reduce prin metoda precizata anterior
la ecuatia de ordinul intai (cu variabile separabile)

dp g .

— =—sinx

pdx 14

avand drept functie necunoscuta p = p(z).

3. Modele matematice descrise de ecuatii diferentiale

In aceast’ sectiune vom prezenta cateva fenomene din fizica, biologie, chimie, demografie
ale caror evolutii pot fi descrise, cu un grad inalt de acuratete, prin intermediul unor
ecuatii sau sisteme de ecuatii diferentiale. incepem cu un exemplu din fizica, devenit
foarte cunoscut pentru utilizarea lui in arheologie ca instrument de datare a obiectelor
vechi. Subliniem ca, atat in acest exemplu, cat gi in altele care vor urma, vom inlocui
modelul matematic discret, care este cel mai realist, printr-unul continuu diferentiabil si
aceasta din ratiuni pur matematice. Mai precis, din dorinta de a beneficia de conceptele
si rezultatele analizei matematice, vom presupune ca orice functie necunoscuta care
descrie evolutia in timp a unei anumite entitati: numar de indivizi dintr-o specie, numar
de molecule dintr-o substanta, etc., este de clasa C! pe intervalul ei de definitie, desi in
realitate aceasta ia valori intr-o multime finita. Din punct de vedere matematic aceasta
revine la a inlocui functia discontinua x, al carei grafic este ilustrat in Figura 1.3.1 ca
o reuniune de segmente paralele cu axa Ox (vezi curba punctata) cu functia x al carei
grafic este o curba de clasa C*.
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X s the graph of x.

—the graph of x

Ficura 1.3.1

Dezintegrarea unei substante radioactive. In anul 1902 ERNEST RUTHERFORD
Lord of Nelson® si Sir FREDERICK SODDY’ au formulat legea dezintegrarii atomilor
radioactivi care afirma ca viteza instantanee de dezintegrare a unui element radioactiv
este proportionala cu numarul de atomi radioactivi existenti la momentul considerat si
nu depinde de alti factori externi. Cu alte cuvinte, notand cu z(t) numarul de atomi
nedezintegrati la momentul ¢ i presupunand ca z este o functie de clasid C! pe [0, +00),
conform legii enuntate anterior, deducem ca
—1' = azx

pentru orice ¢t > 0, unde a > 0 este o constanta specifica elementului respectiv, denumita
constanta de dezintegrare si care poate fi determinata experimental cu o precizie suficient
de buna. Aceasta este o ecuatie diferentiala de ordinul intai liniara gi omogena, a carei
solutie generala este data de

x(t) = ce™™ = 2(0)e™™

pentru ¢t > 0, cu ¢ € R,. Subliniem ca pe acest model simplu se bazeaza metoda de
datare cu izotopul de carbon 14 radioactiv. Alegerea izotopului de carbon 14 a fost
dictata de simpla observatie ca toate substantele organice il contin. Metoda consta in
determinarea la un moment dat 77 > 0 a numarului de atomi x(7") a acestui izotop
dintr-un obiect de origine organica. Din cele precizate anterior rezulta ca

z(T) = x(0)e "

unde z(0) > 0 este numarul de atomi de izotop carbon 14 la momentul initial, care este

practic cunoscuta. In relatia de mai sus atat z(0) cat si x(7") sunt cunoscute aga incat
putem determina vechimea obiectului reprezentata prin 7. Avem

1, 2(0)
T = al o{T)

OFizician englez de origine neo-zeelandezi care a triiit intre anii 1871-1937. Laureat al Premiului
NOBEL pentru chimie in anul 1908, a reusit in 1919 prima transmutatie provocata: azotul in oxigen cu
ajutorul radiatiilor alfa. A propus modelul atomic care 1i poarta numele.

"Chimist britanic care a triit intre 1877-1956. Laureat al Premiului NOBEL pentru chimie in anul
1921.
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Este interesant de subliniat ca aceasta metoda este destul de precisa pentru intervale
de timp de pana la 10.000 de ani.

Oscilatorul armonic. Sa consideram o particuld materiala de masa m care se misca
pe o dreapta sub actiunea unei forte elastice. Sa notam cu z(t) abscisa punctului la
momentul ¢ si cu F(z) forta exercitata asupra particulei aflata in punctul de abscisa x.
Cum forta este elastica, F'(x) = —kz pentru orice x € R, unde k > 0. Pe de alta parte,
in conformitate cu cea de-a doua lege a lui NEWTON, miscarea particulei va decurge
astfel incat F'(xz(t)) = ma(t), unde a(t) este acceleratia particulei la momentul ¢. Dar
a(t) = 2”(t) si notand cu w? = k/m, din consideratiile anterioare, rezulta ca x trebuie
sa verifice ecuatia diferentiala de ordinul al doilea:

" +wlr =0,

numita ecuafia oscilatorului armonic. Dupa cum am vazut in Exemplul 1.1.3, solutia
generala a acestei ecuatii este

x(t) = ¢y sinwt + 5 coswt
pentru ¢t € R.

Pendulul matematic. Sa consideram un pendul de lungime ¢ si sa notam cu s(t)
spatiul parcurs de extremitatea libera a pendulului la momentul t. Avem s(t) = fx(t),
unde z(t) reprezinta masura in radiani a unghiului facut de pendul la momentul ¢
cu axa verticala Oy. Vezi Figura 1.3.2. Forta care actioneaza asupra pendulului este
F' = mg, unde g este acceleratia gravitationala. Aceasta forta se descompune dupa doua
componente una avand directia firului, iar cea de-a doua avand directia tangentei la
arcul de cerc descris de capatul pendulului. Vezi Figura 1.3.2. Componenta pe directia
firului este anulata de rezistenta acestuia, asa incat miscarea va avea loc numai sub
actiunea componentei —mg sin z(t). Conform legii a doua a lui NEWTON z, trebuie sa
verifice ecuatia diferentiala de ordinul al doilea

mlx” = —mgsinz,

sau, echivalent

x’ + %sinx =0,

ecuatie neliniara numita ecuatia pendulului matematic cunoscut si sub numele de pendul
gravitational

X (t)

Ix (t)

F=mg

FiGura 1.3.2
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Daca dorim sa studiem numai oscilatiile mici atunci putem aproxima sin x prin x si
obtinem ecuatia micilor oscilatii ale pendului

" g
— :0
x+€x ,

ecuatie de ordinul al doilea liniara. Pentru aceasta ecuatie, care este de acelasi tip cu
cea a oscilatorului armonic, putem pune in evidenta solutia generala

x(t) = ¢p8in \/%t + ¢y cos \/%t

pentru t € R, unde ¢, co € R.

Un model demografic. Primul model matematic al cresterii populatiei a fost propus in
1798 de ciatre THOMAS ROBERT MALTHUS.® Mai precis, dac& notdm cu z(t) numarul
de indivizi de pe glob la momentul ¢ si cu y(t) cantitatea de resurse utilizate pentru
supravietuire, dupa MALTHUS, viteza instantanee de crestere al numarului de indivizi la
momentul ¢ este direct proportionald cu z(t), in timp ce, viteza instantanee de crestere a
resurselor este constanta. Avem atunci urmatorul model matematic exprimat printr-un
sistem de ecuatii diferentiale de forma

2 =cx
y =k,
in care ¢ gi k sunt constante strict pozitive. Acest sistem, format din doua ecuatii de-

cuplate (in sensul ca fiecare ecuatie nu contine decat o singura functie necunoscuta),
poate fi rezolvat explicit. Solutia sa generala este data de

{ x(t, &) = Ee
y(t’ 77) =n+ kt

pentru ¢ > 0, unde £ si n reprezinta numarul de indivizi gi, respectiv, cantitatea de
resurse la momentul ¢ = 0. Se constata ca acest model descrie relativ bine fenomenul
real numai pe intervale de timp foarte scurte. Din acest motiv, au fost propuse alte
modele, mai rafinate si, in acelagi timp, mai realiste care pornesc de la observatia ca
numarul de indivizi la un moment dat nu poate depasi un anumit prag critic care depinde
de resursele din acel moment. Astfel, daca notam cu h > 0 cantitatea de hrana necesara
unui individ pentru a supravietui momentului ¢, putem presupune ca x si y verifica un

sistem de forma
)
' =cx (— - x)
h
y =k,
care exprima o legatura mai fireasca dintre evolutia resurselor si cresterea sau des-
cresterea populatiei. In unele modele, precum cel propus de VERHULST in 1845, pentru
simplitate, se considera k = 0, ceea ce exprima matematic faptul ca resursele sunt
presupuse constante in timp (y(tf) = n pentru orice t € R), ajungandu-se la o ecuatie
diferentiala de forma
7 =cx(b— 1),

8Economist englez care a triit intre anii 1766 si 1834, autor al lucririi An essay on the principle of
population as it affects the future improvement of society (1798) in care a enuntat principiul conform
caruia o populatie, necontrolata din punct de vedere demografic, creste in progresie geometrica, in timp
ce resursele urmeaza o lege de crestere In progresie aritmeticid. Acest principiu, care statua de fapt
necesitatea controlului natalitatii, a influentat profund gandirea economica, pana in secolul XX.
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pentru t > 0, unde b = n/h > 0. Aceasta ecuatie, cunoscuta sub numele de ecuatia
logistica este cu variabile separabile gi poate fi integrata. Obtinem solutia generala

bT]GCbt

1 + needt

pentru ¢ > 0, unde n > 0 este o constanta, la care mai trebuie sa adaugam solutia
singulara x = b, eliminata in cadrul procesului de integrare. Pentru a individualiza o
anumita solutie din solutia generala trebuie sa determinam constanta corespunzatoare
1. Acest lucru se face, de obicei, impunand conditia initiala

bn

mzfa

unde ¢ reprezinta numarul de indivizi la momentul ¢ = 0, numar presupus cunoscut.
Deducem astfel ca solutia x(-,€) a ecuatiei logistice care satisface conditia x(0,&) = &
este

z(t,n) =

B bfert
x(t, §) = b e 1)

pentru orice t > 0.
Toate modelele descrise mai sus pot fi puse sub forma generala

¥ =d(t,z),

unde d(t,z) reprezinta diferenta dintre rata natalitatii si rata mortalitatii pentru o
populatie cu x indivizi, la momentul .

Modelul prada-rapitor. Imediat dupa terminarea primului razboi mondial s-a con-
statat ca rezerva de pesti din Marea Adriatica a fost drastic diminuata comparativ cu
perioada de dinainte de inceperea razboiului si aceasta, in pofida faptului ca majori-
tatea pescarilor din zona, inrolati fiind, nu si-au mai putut practica meseria pe o pe-
rioada destul de lunga. In incercarea de a explica acest fenomen, straniu la prima vedere,
VIiTO VOLTERRA? a propus un model matematic care descrie evolutia a doua specii care
convietuiesc 1n acelasi areal, dar se afla in competitie. Mai precis, el a considerat doua
specii de animale care traiesc in aceeasi regiune, prima avand la dispozitie resurse ne-
limitate de subzistenta, specie numita prada, iar cea de-a doua, numita pradator, avand
drept unica sursa de hrana indivizii din specia prada. Notand cu z(t) si respectiv cu y(t)
numarul de indivizi din specia prada, respectiv pradator la momentul ¢ gi presupunand
ca atat z cat si y sunt functii de clasd C?, deducem ca z si y trebuie sa satisfaca sistemul
de ecuatii diferentiale
{ 2 = (a—ky)z

y =—(b—hx)y,

unde a, b, k, h sunt constante pozitive. Prima ecuatie exprima in limbaj matematic faptul
ca viteza de “cregtere” a numarului de indivizi prada este proportionala cu numarul de
indivizi din specie la momentul considerat (' = az—...) si scade cu numarul de intalniri
dintre indivizii celor doua specii (¢’ = - - - — kyx). Analog, cea de-a doua ecuatie exprima
faptul ca viteza instantanee de crestere a numarului de indivizi din specia pradator la
momentul ¢ scade proportional cu numarul lor la acel moment ¢ (y' = —by...) si creste
proportional cu numarul de intalniri dintre indivizii celor doua specii.

YMatematician italian care a triit intre anii 1860-1940 avand contributii notabile in analiza
functionala gi in aplicatiile matematicii in fizica si biologie.
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Dup# cum vom constata mai tarziu'® toate solutiile sistemului care pleaca din primul
cadran raman acolo, iar cele care pleaca din primul cadran mai putin cele doua semiaxe
sunt gi periodice cu perioada depinzand de datele initiale. Din acest motiv si functia
t — x(t) +y(t), care reprezinta numarul total de indivizi din ambele specii la momentul
t, este periodica. Ca atare ea poseda o infinitate de puncte de minim local. In aceste
conditii a fost usor de constatat ca aparent inexplicabila diminuare a rezervei de peste din
Marea Adriatica imediat dupa razboi este o simpla consecinta a faptului ca momentul
respectiv s-a situat “foarte aproape” de un minim local al functiei de mai sus.

In sfarsit, sa mai remarcam ca sistemul de mai sus are doua solutii constante, numite
si solutii stationare: (0,0) si (b/h,a/k). Dintre acestea, prima are proprietatea ca, exista
solutii ale sistemului care pleaca din puncte oricat de apropiate de (0,0), dar care se
indeparteaza de aceasta pentru t tinzand la infinit. intr-adevér, daca la un moment dat
populatia pradator este absenta ea ramane absenta pe toata durata evolutiei, in timp
ce populatia prada evolueaza dupa legea lui MALTHUS. Mai precis, solutia care pleaca
din punctul (£,0) cu & > 0 este (x(t),y(t)) = (£e™,0) pentru t > 0, si aceasta, evident,
se indeparteaza de (0,0) pentru ¢ tinzand la infinit. Din acest motiv spunem ca (0, 0)
este instabila la perturbari. Vom vedea mai tarziu ca cea de-a doua solutie stationara

este stabila. Definitia precisa a acestui concept o vom da in Sectiunea 1 a capitolului 5.
Vezi Definitia 4.1.1.

Un model de raspandire a epidemiilor. A. LAJMANOVICH si J. YORKE au propus
in 1976 un model de raspandire a unei epidemii care este sub forma unui sistem de
ecuatii diferentiale de ordinul intai. Pentru simplitate, ne vom margini aici la descrierea
unei variante particulare. Mai precis, sa consideram o boala care poate afecta o anumita
populatie si care nu confera imunitate, ceea ce revine la a considera ca orice individ
care nu are boala la un moment dat este susceptibil de a se imbolnavi, chiar daca el a
mai fost bolnav in trecut. Sa notam cu p numarul total de indivizi presupus constant
(ceea ce se verifica de exemplu daca in randul populatiei nu au loc nici nagteri, dar nici
decese) si cu z numarul de indivizi infectati din populatia considerata. Aga cum am
precizat deja la inceputul acestei sectiuni, vom presupune ca x este o functie continuu
diferentiabila de variabila timp ¢ cu valori reale si pozitive. Ca atare si p — x este o
functie continuu diferentiabila. Evident, pentru orice ¢t > 0, p — () reprezinta numarul
de indivizi susceptibili de a fi infectati la momentul ¢. Atunci, daca presupunem ca viteza
de variatie a numarului de indivizi bolnavi este proportionala la momentul ¢ cu numarul
de intalniri posibile dintre indivizii bolnavi si cei susceptibili de a se imbolnavi, numar
care este evident egal cu z(t)(p — z(t)), deducem ci x trebuie s& verifice urmatoarea
ecuatie diferentiala
¥ = axlp )
unde a > 0 este o constanta de proportionalitate. Aceasta este o ecuatie cu variabile
separabile, de aceeasi forma cu cea descrisa la modelul lui VERHULST, a carei solutie
generala este
pneapt
x(t,n) = T oot
unde 7 este o constanta reala pozitiva. La aceasta solutie mai trebuie adaugata si solutia
singulara

z(t) = p,

10Vezi Problemele 5.1, 5.3 si b.4.
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eliminata pe parcursul procesului de integrare.

La fel ca si in cazul ecuatiei logistice, solutia solutia x(+, ) a ecuatiei de mai sus care
satisface conditia z(0,&) = £ este
apt

_ pge
l‘(t7£> - p—i—ﬁ(e“Pt . 1)

pentru orice ¢t > 0. Este interesant de observat ca, pentru orice £ > 0, avem

Jim (1,6 =

relatie care arata ca, in lipsa unei interventii externe, o populatie care are la un moment
dat un numar strict pozitiv de indivizi infectati, tinde sa se imbolnaveasca in totalitate.

Un model de sinteza autocatalitica. Sa consideram un reactor continand o substanta
X avand concentratia x(t) la momentul ¢ si o alta A a carei concentratie a > 0 este
mentinuta constanta si sa presupunem ca in reactor au loc urmatoarele reactii chimice

reversibile:

k1
A+ X 2X

k_1
ko

X B,
k_2
in care B este un produs rezidual a cirui concentratie la momentul ¢ este b(t).!*

Aici k; > 0, i = +1, +2 sunt constantele de viteza ale celor patru reactii. Modelul
matematic ce descrie evolutia acestui sistem chimic este

o =kiar — k_12% — kox + k_ob
b = kgl’ — k,Qb.

Daca cea de-a doua reactie nu are loc, situatie descrisa din punct de vedere matematic
prin ky = k_5 = 0, atunci sistemul de mai sus se reduce la

2 = kiax — k_q2°.
Sa remarcam asemanarea frapanta a acestei ecuatii atat cu ecuatia logistica din modelul
lui VERHULST cat si cu ecuatia care descrie raspandirea unei epidemii.

Modelul unui circuit RLC. Sa consideram un circuit electric format dintr-o rezistenta
R, o inductanta L si un condensator C' in care sensurile curentilor pe cele trei portiuni
din circuit sunt precizate in Figura 1.3.3.

Sa notam cu i(t) = (ir(t),iL(t),ic(t)) starea curentului din circuit la momentul ¢.
Aici ig, i1, ic reprezinta curentii din portiunile de circuit care contin rezistenta R,
inductanta L si respectiv condensatorul C. Analog, fie v(t) = (vg(t),vL(t),ve(t)) starea
tensiunilor din circuit la momentul ¢. Din legile lui KIRCHHOFF deducem

{ ig(t) =ip(t) = —ic(t)

vr(t) + vn(t) —ve(t) =0,

iar din legea lui OHM generalizata
9(ir(t)) = vr(t)

 Acesta este primul model de reactie autocataliticd izoterm& propus de SCHLOGL 1n 1971.
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R Q C

FiGura 1.3.3

pentru orice ¢t > 0. In sfarsit, din legea lui FARADAY, obtinem

di
L=
dve
e _
a

pentru orice t > 0, unde £ > 0si € > 0 sunt inductanta bobinei L si respectiv capacitatea
condensatorului C'. Din aceste relatii observam ca iy, si vo satisfac sistemul de ecuatii
diferentiale de ordinul intai

di )
Ld_tL =ve — g(ig)
dv ]
e = i

pentru ¢ > 0.
Sa presupunem acum, pentru simplitate, ca £ =1 gi € = 1 si sa notam x = iy, si
y = ve. Atunci sistemul anterior se rescrie sub forma

dx
_ = — x
o =Y~ 9(2)
dy
— = —I

dt
pentru t > 0. In sfarsit, presupunand in plus ci g este de clasa C!, derivand prima
ecuatie membru cu membru si utilizand-o pe cea de-a doua pentru al elimina pe v,
gasim

"+ 4 (@) +x=0

pentru t > 0. Aceasta este ecuatia lui LIENARD. In cazul in care g(z) = 2*

orice x € R, ecuatia de mai sus are forma

— x pentru

"+ (32 — 1)’ +2=0

pentru t > 0 si poarta numele de ecuatie a lut VAN DER POL.
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4. Inegalitati integrale

In aceasta sectiune vom stabili mai multe inegalitati utile in demonstrarea marginirii
solutiilor unor sisteme de ecuatii diferentiale. Incepem cu urmatoarea inegalitate inte-
grala neliniara.

LEMA 1.4.1. (BIHARI) Fie z : [a,b] = Ry, k:[a,b] = Ry siw: Ry — RY trei
functii continue cu w crescatoare pe Ry si fie m > 0. Daca

¢
z(t) <m —I—/ k(s)w(x(s))ds
pentru orice t € [a,b], atunci

w(t) < &7 (/t k(s) ds)

pentru orice t € [a,b], unde @ : Ry — R este definita prin
“d
B(u) = / -
m w(n)

Demonstratie. Sa observam ca este suficient sa demonstram lema in cazul in care
m > 0 deoarece cazul m = 0 se obtine din precedentul trecand la limita pentru m
tinzand la 0. Fie deci m > 0 si fie functia y : [a,b] — R* definita prin

pentru orice u € Ry.

y(t) = m+/ k(s)w(z(s))ds

pentru orice t € [a,b]. Evident y este de clasi C' pe [a,b]. In plus, din faptul ci
x(t) < y(t) pentru t € [a,b] si w este crescatoare, rezulta

y'(t) = k@) w(z(t) < k() w(y(t))
pentru orice t € [a,b]. Relatia de mai sus se mai poate scrie sub forma
y'(s)

w(y(s))

pentru orice s € [a, b]. Integrand ultima inegalitate in ambii membri de la a la t obtinem

< k(s)

B(y(t)) < / K(s) ds

pentru orice t € [a,b]. Cum @ este strict crescatoare ea este inversabila cu inversa strict
crescatoare. Din ultima inegalitate rezulta atunci

v <o ([ ras).

relatie care, impreuna cu x(t) < y(t) pentru ¢ € [a,b], incheie demonstratia. O

Urmatoarele doua consecinte ale lemei 1.4.1 sunt foarte utile in aplicatii.
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LEMA 1.4.2. (GRONWALL) Fie x : [a,b] — Ry si k : [a,b] — Ry doud functii
continue st fie m > 0. Daca

z(t) <m +/ k(s)z(s)ds

pentru orice t € [a,b], atunci
¢
x(t) < mexp (/ k(s) ds)

Demonstratie. Sa remarcam ca, pentru orice € > 0 avem

z(t) <m ~|—/ k(s)(xz(s) +¢)ds

pentru orice ¢t € [a,b]. Luand w : Ry — R% definita prin w(r) = r + ¢ pentru orice
r € Ry in Lema 1.4.1 obtinem

2(t) < (m +2) exp (/:k(s) ds) iy

pentru orice ¢ > 0 gi t € [a,b]. Trecand la limita pentru e tinzand la 0 in aceasta
inegalitate obtinem concluzia lemei. Demonstratia este completa. 0

pentru orice t € [a,b].

O generalizare a inegalitatii lui GRONWALL este enuntata in Sectiunea 6. Vezi Prob-
lema 1.16.

LEMA 1.4.3. (BREzIS) Fie x : [a,b] = R, sik:[a,b] = Ry doud functii continue
st fiem > 0. Daca

22 (t) <m? + 2/ k(s)x(s)ds

pentru orice t € [a,b], atunci

x(t) <m+ /tk(s) ds

pentru orice t € [a,b].

Demonstratie. La fel ca in demonstratia lemei 1.4.2, sa observam ca, pentru orice

e > 0, avem
t
() < m? + 2/ k(s)\/z2(s) +eds
a
pentru orice ¢ € [a,b]. Din aceasta inegalitate si din Lema 1.4.1 cu w : Ry — R

definita prin
w(r)=2vr+e
pentru orice r € R, deducem

a? < (\/mTre%—/:k(s)ds)Q—e

pentru orice ¢ > 0 si t € [a,b]. Demonstratia se incheie trecand la limita pentru e
tinzand la 0 in aceasta inegalitate gi extragand radacina patrata in ambii membri ai
inegalitatii astfel obtinute. O

Pentru o generalizare a acestei inegalitati a se vedea Problema 1.13.
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5. Exercitii si probleme propuse spre rezolvare

PROBLEMA 1.1. Sa se determine o curbd pland pentru care raportul dintre ordonatd si
subtangentd? este egal cu raportul dintre un numdr pozitiv dat k si diferenta dintre ordonatd
si abscisa.'® (A. HALANAY [7], p. 7).

PROBLEMA 1.2. Sd se determine o curba pland care trece prin punctul de coordonate (3,2)
cu proprietatea ca segmentul determinat de azele de coordonate pe tangenta la curba intr-un
punct curent al ei este impartit de punctul curent in parti egale. (B. DEMIDOVICH [5], p. 329).

EXERCITIUL 1.1. Sa se integreze urmdtoarele ecuatii diferentiale cu variabile separabile
sau reductibile la acestea.
(1) 2’ cos? tetgz + tgtsinz = 0. (
(3) ta'z =1 — 2. (4
(5) ' = (8t + 2z + 1)2. (
(7) 2'(4t =22 +3) = —(2t —x). (

)
) 2’ = (t+ )2

) &’ (4t + 6z —5) = —(2t + 3z + 1).
) o' (tPx —x) +tx? + 1 = 0.

PROBLEMA 1.3. Sa se determine o curba pland care trece prin punctul de coordonate (1,2)
cu proprietatea ca segmentul determinat de axele de coordonate pe normala la curba intr-un
punct curent al ei este impartit de punctul curent in parti egale. (B. DEMIDOVICH [5], 2758,
p. 330). Vezi figura 1.P.1 (b).

PROBLEMA 1.4. Sa se determine o curbd pland cu proprietatea ca subtangenta este o
constanta datd a. (B. DEMIDOVICH [5], 2759, p. 330).

PROBLEMA 1.5. Sa determine o curba situata in primul cadran, cu proprietatea cd sub-
tangenta in orice punct al ei este egald cu dublul abscisei punctului de tangenta. (B. DEMI-
DOVICH [5], 2760, p. 330).

EXERCITIUL 1.2. Sda se integreze urmdatoarele ecuatii diferentiale omogene sau reductibile
la acestea.

(1) ta! =z —t. (2) ta' = —(t + x).
(3) t22' = z(t — x) (4) 2txx’ =2 + 22
(5) 2Vitx —t)2' = —x. (6) ta' =z + V2 + 22,

(7) (422 + 3tx + t2)2’ = —(2% + 3tz + 4¢%).  (8) 2tza’ = 322 — 2.

PROBLEMA 1.6. Sa se determine ecuatia unei curbe plane care trece prin punctul (1,0)
avand proprietatea ca segmentul taiat de tangenta la curba in punctul curent P pe axa Ot are
lungimea egald cu lungimea segmentului OP. (B. DEMIDOVICH [5], 2779, p. 331).

PROBLEMA 1.7. Fie f : Ry x Ry — R o functie continud cu proprietatea cd existd
un numdr real m astfel incat f(At,\™x) = A""Lf(t,x) pentru orice (t,x) € Ry x Ry si
orice X\ € Ry. Sa se arate ca, prin schimbarea de functie necunoscuta z(t) = t"™y(t), ecuatia
diferentiald, numitd cvasi-omogend, x' = f(t,z) se reduce la o ecuatie cu variabile separabile.

Sa se demonstreze ca ecuatia
2
/
xr = {L‘2 —_——
$2

este cvasi-omogend gi apoi sa se rezolve. (V. GLAVAN ET AL. [6], p. 34).

12Reamintim ci subtangenta la o curba de ecuatie z = z(t), t € [a,b] intr-un punct (¢, z(t)) al ei
este egald cu z(t) /2’ (t).

13 Aceastd problemi, consideratd drept prima din domeniul ecuatiilor diferentiale, a fost formulati
de catre DEBEAUNE gi transmisa de citre MERSENNE lui DESCARTES in anul 1638. Acesta din urma
a recunoscut atat importanta problemei cat si imposibilitatea rezolvarii ei prin metodele cunoscute la
acea vreme.
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EXERCITIUL 1.3. Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale liniare sau reductibile la
acesteaq.

(1) ta' =z + tu. (2) ta' = —2z + t.

(3) tz' = —x + €. (4) (2% - 3t%)a’ + 2tz = 0.
(5) ta' = —x — ta. (6) 2tzx’ = 2% —t.

(7) (2t — t22)2’ = —z. (8) ta’ = —2z(1 — tx).

PROBLEMA 1.8. Fie x, x1 $t x2 trei solulii ale ecuatier liniare
2'(t) = a(t)z(t) + b(t),
unde a, b sunt functii continue pe I. Sa se demonstreze cd raportul

aalt) — ()
B0 = Lm0

este constant pe 1. Care este interpretarea geometrica a acestui rezultat?
PROBLEMA 1.9. Fie x1 st x2 doud solutii ale ecuatiei BERNOULLI
2'(t) = a(t)z(t) + b(t)2*(¢),

unde a, b sunt functii continue pe 1. Sa se demonstreze ca, daca x1(t) # 0 si x2(t) # 0 pe
J C 1, atunci functia y, definitd prin

pentru orice t € J, verificd ecuatia liniard
Y (t) = b(t)[z1(t) — 22()]y (1)
PrOBLEMA 1.10. Fie x, x1, x2, x3 solutii ale ecuatiei RICCATI
7' (t) = a(t)z(t) + b(t)z?(t) + c(t),
unde a, b, ¢ sunt functii continue pe I. Sa se demonstreze cd biraportul

wo(t) —x(t)  w3(t) — x(t)

B(t) = xo(t) — x1(t) ' x3(t) — x1(t)

este constant pe 1.

EXERCITIUL 1.4. Sa se integreze urmatoarele ecuatii cu diferentiale exacte sau reductibile
la acestea prin metoda factorului integrant.

(1) (t+2x)2’ +t+2=0. (2) 2ta’ + 12 + 224+ 2t = 0.

(3) Bt?r —aH)2' — 2+ 3t —2=0. (4) (BPr+a3+t)2' -3 +t2®> + 2 =0.
(5) (22 — 3t2)a’ + 2tx = 0. (6) 2txz’ — (t+ 22) = 0.

(7) ta' — z(1 +tx) = 0. (8) t(z® +Int)a’ +x = 0.

EXERCITIUL 1.5. Sa se integreze urmdtoarele ecuatii diferentiale de tip LAGRANGE sau
CLAIRAUT, folosind metoda parametrului.

1
(l)xzitx'—i—x’g. (2) z =2 +1 -2
1
B)x=>1+2)t+ . (4) z = —ix’(Qt + ')
(5) & = ta' + 2'°. (6) z =ta’ + 2
(M z=td+V1+a? () z=td'+—.

PROBLEMA 1.11. Sa se determine o curba pland pentru care distanta de la un punct fix
la tangenta la curba intr-un punct curent este constantd. (B. DEMIDOVICH [5], 2831, p. 340).
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PROBLEMA 1.12. Sad se determine o curbd planda cu proprietatea ca aria triunghiulus
cu laturile pe tangenta la curba in punctul curent si pe axele de coordonate este constantd.

(B. DEMIDOVICH [5], 2830, p. 340). Vezi figura 1.P.2 (b).

PROBLEMA 1.13. Se considera un lichid care se roteste intr-un bazin cilindric circular
drept in jurul axei de simetrie care are directia verticald. Se se demonstreze ca suprafata
superioard a lichidulului este situatd pe un paraboloid de revolutie. (B. DEMIDOVICH [5], 2898,
p. 344).

PROBLEMA 1.14. Sa se determine relatia dintre presiunea atmosferica si altitudine stiind
cd presiunea este de lkgf pe ecm? la nivelul marii si de 0,92kgf pe cm? la o altitudine de
500m. (B. DEMIDOVICH [5], 2899, p. 344)

PROBLEMA 1.15. Conform legii lui HOOKE o bandd elastica de lungime | supusd unei
forte de intindere de marime F creste in lungime cu klF (k=constant). Cu cdt va creste
banda in lungime sub actiunea propriei greutati W daca este suspendatd de unul din capete?
(Se considerd ca banda are lungimea initiald ). (B. DEMIDOVICH [5], p. 344).

PROBLEMA 1.16. (INEGALITATEA LUI BELLMAN) Fie = : [a,b] — Ry, h:[a,b] = R gi
k:[a,b] = Ry trei functii continue. Dacad

x(t) < h(t) +/ k(s)z(s)ds

pentru orice t € [a,b], atunci

z(t) < h(t) + /at k(s)h(s)exp (/St k() d7'> ds
pentru orice t € [a,b].

PROBLEMA 1.17. Fie z : [a,b] — R4, v : [a,b] = R st k : [a,b] — Ry trei functii
continue g1 & € R. Daca

() <€+ / [k(s) 2(s) + v(s)] ds

pentru orice t € [a,b], atunci

2(t) < goxp (/t k(s) ds> + /at o(s)exp </ k(r) d7> ds

pentru orice t € [a,b]. (A. HALANAY [7], p. 196)

PROBLEMA 1.18. Dacd x : [a,b] - Ry si k: [a,b] — Ry sunt continue si
t
aP(t) < mP +p/ k(s) 2P~ Y(s)ds

pentru orice t € [a,b], unde m >0 sip > 1, atunci

t
z(t) <m +/ k(s)ds
pentru orice t € [a,b].

PROBLEMA 1.19. Fie f : R — R crescdtoare si x,y : [0,T] — R de clasi C*. Dacd
dx dy

htnd < 27
0+ 1) < 20+ 1)

z(0) < y(0)

<
pentru orice t € [0,T], atunci xz(t) < y(t) pentru orice t € [0,T].



CAPITOLUL 2

Problema Cauchy

Acest capitol este dedicat in exclusivitate definirii si studierii notiunilor fundamentale referi-
toare la problema centrala care face obiectul acestei carti, problema CAUCHY sau problema cu
date initiale. In primul paragraf este definita problema CAUCHY pentru o ecuatie diferentiala
data, cat si conceptele de baza referitoare la aceasta: solutie locala, solutie saturata, solutie
globala, etc. In paragraful al doilea este mentionata o conditie suficienta de existenta locala
pentru o problemi CAaucHY. In paragraful al treilea este demonstrata Teorema lui Picard de
existenta si unicitate locala, iar in paragraful al patrulea s-au pus in evidenta mai multe situatii
in care orice doua solutii ale aceleiasi probleme CAUCHY coincid pe partea comuna a domeniilor
lor de definitie. Existenta solutiilor saturate cat si a celor globale este studiata in paragraful
al cincilea. In paragraful al sasele sunt incluse doua rezultate referitoare la dependenta con-
tinua a solutiilor de date. Paragraful al saptelea reia toate problemele studiate anterior in
cazul ecuatiei diferentiale de ordinul n. Capitolul se incheie cu un set de probleme menite sa
ilustreze aspectele mai delicate din cadrul teoriei abstracte prezentate.

1. Prezentare generala

Sa consideram I un interval nevid si deschis din R, €2 o multime nevida si deschisa din
R f:1xQ — R" o functie, a € I i & € Q.

Problema CAUCHY pentru un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intai cu datele
D = (I,Q, f,a,§) consta in gdsirea unei functii de clasa C*, x : J — ©, unde J C T este
un interval cu interior nevid, a € J, satisfacand x'(t) = f(¢, x(t)) pentru orice ¢t € J si
x(a) = &. Vom nota o astfel de problema prin

¥ = f(t,z)
PC(D) { () = ¢

O functie x : J — €2 cu proprietatile mentionate mai sus se numeste solufie pentru
PC(D). Distingem mai multe tipuri de solutii pentru PC(D). Astfel, daca J = I, solutia
x se numeste globald, iar in caz contrar locald. Daca J = [a,b), sauJ = [a,b], atunci z se
numeste solutie la dreapta. In mod analog, daca J = (¢,a], sau J = [¢, a], x se numeste
solutie la stanga, in timp ce daca infJ < a < supJ, x se numeste solutie bilaterala. O
solutie la dreapta (stanga) x : J — €2 se numeste solutie la dreapta (stanga) globala daca
J={tel; t>a} (J={t el t <a}). Solutia x : J — Q se numeste continuabild
la dreapta (la stanga) daca exista o alta solutie la dreapta (stanga) y : K — Q cu
supJ < supK (inf J > inf K) si astfel incat x(t) = y(t) pentru orice ¢t € J N K. Solutia
z : J —  se numeste saturatd la dreapta (stinga) daca ea nu este continuabila la
dreapta (la stanga). Evident, orice solutie globala la dreapta (stanga) este saturata la
dreapta (stanga), dar nu si reciproc, dupa cum putem constata din exemplul urmator.
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EXEMPLUL 2.1.1. Silusm I =R, Q =R, f: Rx R — R, f(t,z) = —2? pentru
orice (t,7) E R xR, a =0gi £ = —1. Este clar ca z : (—o0,1) = R, z(t) = (t — 1)1,
pentru orice t € (—o0,1), este o solutie a PC(D) saturata la dreapta, dar nu este
o solutie globala la dreapta. Totusi, x este o solutie globala la stanga a PC(D). Mai
mult, z|(_o,1/2) este continuabila la dreapta dar nu la stanga, in timp ce x|_1,1) este
continuabila la stanga, dar nu la dreapta.

Acest exemplu este instructiv deoarece el ne arata ca, chiar si in cazul in care f nu
depinde de ¢, indiferent de cat de regulata este in raport cu = din Q, PC(D) poate sa
nu aiba solutii globale.

OBSERVATIA 2.1.1. Intrucat toate consideratiile referitoare la solutiile la stanga ale
PC(D) sunt cu totul similare celor referitoare la solutiile la dreapta si intrucat studiul
solutiilor bilaterale se reduce la studiul celor doua tipuri de solutii amintite mai sus, in
tot ceea ce urmeaza ne vom referi cu precadere la solutii la dreapta. In plus, ori de cate
ori nu va exista vreun pericol de confuzie, vom elimina precizarea ”la dreapta” si vom
vorbi despre ”solutii” in loc de ”solutii la dreapta”.

La fel ca in cazul sistemelor diferentiale de ordinul intai, putem formula problema
CAUCHY pentru o ecuatie diferentiala de ordinul n in forma normala. Mai precis, fie 1
un interval nevid si deschis din R, €2 o multime nevida si deschisa din R", g : IxQ — R
o functie, a € T5i € = (&1, &, ...,&) € Q.

Problema CAUCHY pentru o ecuatie diferentiala de ordinul n in forma normala cu
datele D’ = (L, €2, g,a,£) consta in determinarea unei functii de clasa C", y : J — R,
unde J C T este un interval cu interior nevid cu a € J si (y(t),y'(t),...,y" 1 (t)) € Q,
functie satisfacand egalitatea y™ (t) = g(t,y(t),y (1), ...,y Y (t)) pentru orice t € J si

conditiile initiale y(a) = &, ¥/(a) = &,...,y™ Y(a) = &,. Vom nota aceastd problema
prin
™ — gt ¢, .., y"D)
Pe(D y" =gty vy
) S AT

Prin intermediul transformarilor
(‘I) T = (1’1,372,...,37”) = (yaylu"'7y(n_1))
flt,x) = (29, 23,...,2n, g(t,z1,20,...,2,)),

PC(D’) se reformuleaza ca o problema CAUCHY pentru un sistem de ecuatii diferentiale
de ordinul intai

(2 =29

x
x = g(t,x1,ma,...2,)
( z1(a) = &1, 2a(a) = o, .. xn(a) = &,
care, la randul ei poate fi rescrisa ca o problema de forma PC(D), unde D = (I, 2, f, a, &),
cu f definita ca mai sus. In acest fel, cele doua probleme CAUCHY sunt echivalente din
punctul de vedere al existentei si unicitatii solutiei.
O data facuta aceasta observatie, este clar de ce, in continuare, ne vom margini
numai la studiul problemei CAUCHY pentru un sistem diferential de ordinul intai.
incepem prin a demonstra doua rezultate simple si utile, la care vom face apel
frecvent in cele ce urmeaza.
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ProrozITIA 2.1.1. Fie f : T x Q — R"™ o functie continua si J C I un interval cu
interior nevid astfel incdit a € J. Atunci, o functie x : J — § este o solutie a PC(D)
daca 1 numai daca x este continua pe J si satisface ecuatia integrala

(£9) £(t) =€+ / f(r,2(r)) dr

pentru orice t € J.

Demonstratie. Daca x este o solutie a PC(D), ea este continua (fiind de clasa C*)

si atunci, 7 — f(7,2(7)) este de asemenea continua pe J. In consecinta, putem integra
ambii membri ai egalitatii
(1) = f(7.2(7))

de la @ la t. Tinand cont ca z(a) = &, obtinem (7).

Reciproc, daca x este continua pe J si satisface (£J), atunci 7 — f(7,2(7)) este de
asemenea continud pe J. Atunci, din (€J), rezultd ca x este de clasd C' pe J. Derivand
in ambii membri (€J) deducem a'(t) = f(t,z(t)), pentru orice ¢ € J, in timp ce punand
t = ain (E]) obtinem x(a) = £. Deci x este o solutie a PC(D) si demonstratia este
completa. O

PrROPOZITIA 2.1.2. (PRINCIPIUL CONCATENARII). Fie f : I x Q — R"™ o functie
continud pe I x Q, a,b,c € T cua <b < cgi& € Fiex: [ab] = Q o solutie a
PCI,Q, f,a,8) siy: [bc] = Q o solutie a PC(L,Q, f,b,x()). Atunci, z : [a,c] — Q,
obtinuta prin concatenarea functiilor x si vy,

z(t), pentrut € [a,b
z(t) = { y(t), gentru te Eb,c]],

este o solutie a PC(L, f,Q,a,§).

Demonstratie. Evident z este continua pe [a,c]. In virtutea Propozitiei 2.1.1, este
atunci suficient sa aratam ca z satisface

(2.1.1) 2(t) =€+ /tf(T,Z(T)) dr

pentru orice t € [a,c].
Dacat € [a,b], aceasta relatie este verificata deoarece z(t) = z(t) i « satisface (7).
Fie t € (b, c] si sa observam ca, din Propozitia 2.1.1, avem

A0 =30) =20+ [ Jratr)dr =20+ [ Jrer)ar
Substituind , ,
x(b) =¢ +/ f(ryx(r))dr =¢& +/ f(r,z(7))dr,
in egalitatea precedenta, ob’gingm (2.1.1) si demonstr;’gia este Incheiata. U

OBSERVATIA 2.1.2. Proprietatile de regularitate ale solutiilor PC(D) depind de pro-
prietatile de regularitate ale functiei f. Mai precis, putem verifica cu ugurinta ca, daca f
este de clasa C*~1 pe T x Q (k > 1), orice solutie a PC(D) este de clasi C* pe domeniul
sau. Astfel, daca f este o functie de clasa C*®pe I x Q, atunci orice solutie a PC(D) este
de clasa C'*° pe domeniul sau. Mai mult, daca f este analitica pe I x €2, orice solutie a
PC(D) este analitica pe domeniul ei. Vom demonstra mai tarziu acest rezultat important
datorat lui CAUCHY.
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Incheiem aceasta sectiune cu unele consideratii simple referitoare la cazul autonom.
Reamintim ca o ecuatie diferentiala de forma 2’ = f(z), unde f : Q — R", se numeste
autonoma. Altfel spus, o ecuatie autonoma este o ecuatie al carei membru drept este
o functie ce nu depinde in mod explicit de variabila t. Fie deci problema CAUCHY
autonoma

v’ = f(z)
PCO(D
() i G
unde D = (£, f, a,§).

ProproziTIA 2.1.3. O functie x : 1, — Q este solutie a PCO(S, f,a,&) daca si
numai dacd functia x, : 1, — Q definita prin x,(t) = x(t + a) pentru orice t € 1,
unde I, = {t € R; t+a €1}, este o solutie a PCO(Q, f,0,&).

Demonstratie. Evident x este de clasa C* daca si numai daca z, este de clasa CL. In
plus, z(a) = £ daca si numai daca x,(0) = £ si 2l (t) = 2/(t+a) = f(x(t+a)) = f(z.(t))
pentru orice ¢t € [, daca si numai daca 2/(s) = f(z(s)) pentru orice s € I, ceea ce
incheie demonstratia. U

Propozitia 2.1.3 explica de ce, in tot ceea ce urmeaza, pentru sistemele autonome
ne vom referi numai la problema CAUCHY cu conditia initiala z(0) = .

2. Problema existentei locale

In general nu orice problema CAUCHY admite solutie. Pentru a ne convinge de acest
lucru sa analizam urmatorul exemplu concret.

ExeEmMpPLUL 2.2.1. Fie f : R x R — R definita prin

) -1 dacd teR si x>0
f(t,a:)—{ 1 daca teR s x<0.

Atunci problema CAUCHY

{F "

nu admite nici o solutie locala la dreapta. intr—adevér, daca presupunem ca z : [0,9) — R
este o solutie a problemei de mai sus, atunci z este de clasia C! si 2/(0) = —1. Ca atare,
pe o intreaga vecinatate la dreapta lui 0, 2’ va pastra semnul lui —1. Putem presupune
fara a restrange generalitatea (micgorandu-l pe § daca este cazul) ca z/(t) < 0 pentru
orice t € [0,0). Rezulta atunci ca x este strict descrescatoare pe [0, ) si, in consecinta,
x(t) < z(0) = 0 pentru orice t € (0,9). Avem atunci 2/(t) = f(z(¢)) = 1 pentru orice
t € (0,0) si 2/(0) = —1, ceea ce arata ca 2/, care este de clasa C1, este discontinua in
t = 0. Aceasta contradictie poate fi eliminata numai daca problema CAUCHY considerata
nu are nici o solutie locala la dreapta. Acest fenomen de inexistenta este, dupa cum vom
vedea in cele ce urmeaza, datorat discontinutatii functiei f.

Mentionam, fara demonstratie, urmatorul rezultat fundamental de existenta locala.
Pentru demonstratie, cititorul interesat poate consulta Vrabie [17], sau Vrabie[18]. In
acest scop, fie I un interval nevid si deschis din R, €2 o multime nevida si deschisa din
R"” gi f:1x Q2 — R" o functie.

TEOREMA 2.2.1. (PEANO). Daca f : I x Q — R™ este continud pe I x Q, atunci
pentru orice (a,&) € I x Q, PC(L,Q, f,a,&) are cel putin o solutie locald.
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Din Teorema 2.2.1 si Propozitia 2.1.3 rezulta:
CONSECINTA 2.2.1. Daca f : Q — R"™ este continua pe €2, atunci pentru orice £ € §2

PCO(Q, £,0,€) are cel putin o solutie locald.

3. Teorema lui Picard de existenta si unicitate locala

Fiea € R, £ € R", h > 0sir > 0sifie cilindrul A = [a,a + h] x B({, 7). Fie
f A — R" o functie continua si sa consideram problema CAUCHY

7 Sl

care, dupa cum s-a demonstrat in Propozitia 2.1.1, este echivalenta cu ecuatia integrala
t
(£9) o) =¢+ [ fram)dr

pentru orice t € J.
Cum functia f : A — R" este continua pe multimea compacta A, ea este marginita
pe A, adica exista M > 0 astfel incat

(2.3.1) 1ft )l < M
pentru orice (t,z) € A.
LEMA 2.3.1. Fie f: A — R" o functie continua pe A si fie & definit de

(2.3.2) § = min {h, %} .

Atunci, pentru orice functie continuay : [a,a+0] — B(&,r), functia z : [a,a+0] — R",

definita prin
—¢+ [ st

pentru orice t € [a,a+ 0] duce [a,a+ ] in B(E, ).

Demonstratie. In virtutea definitiei lui = si a relaiilor (2.3.3) si (2.3.1), avem

le(t) — €] < / 1 (ry()ll dr < 6M < r

pentru orice t € [a,a + §] si demonstratia este completa. O

Putem acum trece la definirea sirului de aproximatii succesive (xy)xen corespunzator
problemei (PC). Sa consideram xg : [a,a + §| — B(&,r) definit prin z4(t) = £ pentru
orice t € [a,a+ 0] gi sa definim xy, : [a,a + 0] — B(&,r), pentru k > 1, prin

(2.3.3) z(t) =&+ /t f(r,xk_1(7)) dr, pentru orice t € [a,a+ d].

Un simplu rationament inductiv combinat cu Lema 2.3.1 arata ca z;, este bine definit
pentru orice k£ € N.

Rezultatul principal din aceasta sectiune este Teorema lui PICARD referitoare la
convergenta uniforma a sirului de aproximatii sucesive.
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TEOREMA 2.3.2. (PICARD) Fie f : A — R™ o functie continua pe A care satis-
face conditia lui LIPSCHITZ pe B(,r), adica exista L > 0 astfel incat pentru orice
(t,u), (t,v) € A, sa avem

(2.3.4) 1f(tu) = f(t,0)] < Lfju —vl|.
Atunci problema (PC) are o unica solutie x : [a,a + 0] — B(&,r) si aceasta este limita

uniforma pe [a,a + 8| a sirului de aproximatii succesive. In plus, are loc urmatoarea

formula de evaluare a erorii

Lk5k+l
2.3.5 t)—z(t)]| < M——
(235) J(®) = 2(0)] < Mg

pentru orice k € N gi t € [a,a+ d].

Demonstratie. Din Lema 2.3.1, rezulta ca sirul de aproximatiilor succesive (2.3.3)
este bine definit. S& observam acum ca acest gir este uniform convergent pe [a,a + 0|
daca si numai daca seria, numita telescopica,

(2.3.6) o(t) + > [ars(t) — zi(t)]

este uniform convergenta pe [a,a + §]. Aceasta rezulta din simpla observatie ca girul
sumelor partiale ale seriei (2.3.6) coincide cu sirul aproximatiilor succesive (2.3.3). Pentru
a demonstra convergenta uniforma a seriei (2.3.6), vom utiliza Criteriul Comparatiei a
lui Weierstrass. Mai precis, vom demonstra ca seria

Z 21 () — 2x(t)]]

este majorata termen cu termen de o serie convergenta, cu termeni pozitivi. In acest
scop sa observam ca, din definitia sirului de aproximatii succesive (2.3.3), avem

1 (t) = zo(B)]] < / 1 (7 @o(7))l[ dT < M(t — a)

pentru orice t € [a,a + 0. Din (2.3.3), (2.3.4) si din inegalitatea de mai sus deducem

2 (t) — 21 (£)]] S/ 1f (7 21(7)) = f(7 @0(7))] dT

! L(t — a)?
< L/ |1 () — 2o (7) || dT < M% ,

pentru orice t € [a,a + 0]. Aceastd inegalitate sugereaza ca, pentru orice k € N si
t € [a,a+ 4], ar trebui sa avem

Lk (t - a)k-‘rl
(k+1)!
Cum pentru k£ = 0 aceasta inegalitate este satisfacuta, sa presupunem ca ea are

loc pentru un k£ € N si pentru orice ¢ € [a,a + ¢]. Atunci, din (2.3.3), (2.3.4) si din
presupunerea inductiva, deducem

lnsa(t) -z (8)] < / V(7 2 (7)) — F(r, 2 dr

(2.3.7) [k (t) — 2 (D) < M
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a)k+1
<L/ ka+1 —xk HdT<L/ M————dr
Lk+1( k:+2
(k+ 2). ’
pentru orice t € [a,a + 0] si astfel (2.3.7) are loc. Evident (2.3.7) implica
Lk5k+1
sup ||z -z <
() o) < My
pentru orice k € Ngit € [a,a+ §]. Cum
Lk5k+1 M

T,
T k+1) L

ultima inegalitate arata ca seria telescopica este uniform convergenta. Deci sirul aproxi-
matjiilor succesive (zy)ken este uniform convergent pe [a, a+4] la o functie x. Trecand la
limita pentru k — oo in (2.3.3), deducem ca x este solutie a (£J). Din Propozitia 2.1.1,
urmeaza ca x este solutie a problemei CAUCHY (PC). Fie acum x si y solutii ale (PC)
sau, echivalent, ale (€J). Avem atunci

() — ()]l < / 1 (ra(r) — fry(r)l dr < L / l(r) — y(r)| dr

pentru orice t € [a,a+ 0 ]. Din Lema 1.4.2 a lui GRONWALL, rezulta ca [|z(t) — y(t)|| =
0 pentru orice ¢t € [a,a + 0], ceea ce demonstreaza unicitatea solutiei. In sfarsit, sa
observam ca (2.3.5) se obtine printr-un argument inductiv, la fel ca (2.3.7). Demonstratia
este Incheiata. U

4. Problema unicitatii

Dupa cum am subliniat deja in mai multe randuri, principala utilitate a ecuatiilor gi a
sistemelor de ecuatii diferentiale consta in utilizarea acestora pentru a prezice cu o cat
mai mare acuratete evolutia unui anumit fenomen caruia i se cunosc starea initiala si
legea de variatie a vitezei in functie de stare. Pe de alta parte, pentru inlaturarea oricarui
echivoc in cadrul acestei predictii, este necesar ca problema CAUCHY corespunzatoare
ecuatiei sau sistemului de ecuatii diferentiale avute in vedere sa aiba cel mult o solutie
pe un anumit interval dat.

Scopul nostru aici este de a prezenta mai multe conditii suficiente care sa asigure
aceasta proprietate de unicitate.

In Sectiunea 2.2, am mentionat ca, daca membrul drept f : I x Q2 — R” in problema
CAucHY
Pe(D) { v =J(tz)

z(a) = ¢

este o functie continua, atunci aceasta problema are cel putin o solutie locala. Trebuie
insa precizat ca, daca f este numai continua, pentru anumite date initiale (a, &) € Ix €,
se poate ca PC(I, Q, f, a, &) sa aiba mai mult decat o solutie locala pe un anumit interval,
dupa cum putem constata din urméatorul exemplu clasic datorat lui PEANO (1890).

EXEMPLUL 2.4.1. FieI =R, Q =R, f: R xR — R, f(t,z) = 3v/22 pentru orice
(t,z) e Rx R, a=0si &= 0. Atunci, putem verifica cu ugurinta ca atat z(¢) = 0 cat
si y(t) =3, pentru t € [0, +00) sunt solutii ale PC(R,R, f,0,0).
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Este interesant de mentionat ca exista exemple de functii continue f : I x @ — R"
cu proprietatea ca pentru orice (a,§&) € I x Q, PC(L, Q, f, a, &) are cel putin doua solutii
distincte pe o vecinatate la dreapta lui a. Cei interesati pot consulta P. HARTMAN [22]
unde, la pagina 18, este analizat un asemenea exemplu.

incepem cu urmatoarele definitii si observatii.

DEFINITIA 2.4.1. O functie f : T x © — R™ se numeste local lipschitziana pe €2
daca pentru orice submultime compacta K din I x €, exista L = L(XK) > 0 astfel incat,
pentru orice (t,u), (t,v) € K sa avem

(2.4.1) 1 (8 u) = f(t0)] < Liju = vl|

OBSERVATIA 2.4.1. Folosirea termenului ”local” in Definitia 2.4.1 este intrucatva
improprie, dar este motivata de faptul ca f : I x Q@ — R” este local lipschitziana pe
Q) daca si numai daca pentru orice (a,&) € I x Q, exista o vecinatate V a punctului
(a,€), VCIxQsiL=L(V) >0 astfel incat, pentru orice (t,u), (t,v) € V, (2.4.1) sa
aiba loc. Lasam in seama cititorului demonstratia acestui frumos exercitiu de analiza.

OBSERVATIA 2.4.2. Daca functia f : I x Q — R” satisface conditia lui CAUCHY pe
), adica f are derivate partiale in raport cu ultimele n variabile si, pentru orice ¢, 7 din
{1,2,...,n}, (0fi)/(0z;) este continua pe I x €2, atunci f este local lipschitziana pe .

DEFINITIA 2.4.2. Spunem ca PC(D) are proprietatea de unicitate locald daca pentru
orice (a,&) € T x Q i orice doua solutii = §i y ale PC(L, 2, f,a,§) exista 6 > 0 astfel
incat [a,a+ 6] C I si z(t) = y(t) pentru orice t € [a,a+ J].

DEFINITIA 2.4.3. Spunem ca PC(D) are proprietatea de unicitate globald daca pentru
orice (a,§) € 1T x Q, orice doua solutii z gi y ale PC(L, Q, f,a,§) coincid pe intervalul
comun de definitie.

Continuam cu urmatorul rezultat util.

ProprozITIA 2.4.1. Conditia necesara gi suficienta ca PC(D) sa aiba proprietatea
de unicitate locala este ca ea sa aiba proprietatea de unicitate globala.

Demonstratie. Suficienta este evidenta. Sa presupunem ca PC(D) are proprietatea
de unicitate locala. Fie (a,§) € Ix Qgifiex : J — Qg y: K — Q doua solutii ale
PC(L 2, f,a,&). Multimea

C(z,y) = {t € INK; z(s) = y(s) pentru orice s € [a,t]}

este nevida si inchisa deoarece x si y sunt functii continue. Pentru a incheia demonstratia
este suficient sa aratam ca

(2.4.2) sup C(z,y) = sup(J N K).

In acest scop sa presupunem pentru reducere la absurd ca (2.4.2) nu are loc. Intrucat
sup C(z,y) < sup(JNK), urmeaza ca sup C(z,y) < sup(JNK). Dar, in acest caz, atat x
cat si y sunt definite la dreapta punctului b = sup € si sunt solutii ale PC(L, 2, f, b, x(b)),
si ca atare, din ipoteza, ele trebuie sa coincida pe un interval de forma [b,b+0), cud > 0
suficient de mic. Dar aceasta afirmatie este in contradictie cu definitia lui b. Pentru a
elimina contradictia este necesar ca (2.4.2) sa aiba loc. Demonstratia este incheiata. [
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In virtutea Propozitiei 2.4.1 “unicitatea locala” gi “unicitatea globala” descriu una si
aceeagi proprietate a PC(D). Din acest motiv, in cele ce urmeaza, vom utiliza termenul
de “unicitate” pentru a desemna oricare din cele doua proprietati definite mai sus.

Trecem acum la prezentarea primei conditii suficiente de unicitate.

TEOREMA 2.4.1. Daca f: 1 x Q — R™ este local lipschitziana pe €, atunci PC(D)
are proprietatea de unicitate.

Demonstratie. Concluzia rezulta din Teorema 2.3.2 a lui Picard. U

O alta clasa importanta de functii f pentru care PC(D) are proprietatea de unicitate
este definita mai jos.

DEFINITIA 2.4.4. O functie f : I x Q — R" se numeste disipativa pe {2 daca pentru
orice t € [ i u,v € (), avem

<f(t7u)_f(tvv)vu_v> SOJ

unde (-,-) este produsul scalar standard din R”, adica

<y7 Z> = Z Yizi,
=1

pentru orice ¥y = (Y1, Y2, ---,Yn) Sl 2 = (21, 22,...,2,) din R".

OBSERVATIA 2.4.3. Dacan =1, f: 1 x Q — R este disipativa pe €2 daca si numai
daca pentru orice t € I, f(t,-) este descrescatoare pe 2.

TEOREMA 2.4.2. Daca f : I x Q — R" este disipativa pe 0 atunci PC(D) are
proprietatea de unicitate la dreapta.

Concluzia teoremei rezulta din urmatoarea lema utila gi in cele ce urmeaza.

LEMA 2.4.1. Fie f : T x Q — R" disipativa pe €2, fie a € 1 si £&,n € Q. Daca
r: L, = Qgsiy: L, = Q sunt doud solutii ale problemelor CaucHy PC(L,Q, f,a,§) si
respectiv PC(L, Q, f,a,n) atunci

() =y < [€ =7l

pentru orice t € I, N1, t > a.

Demonstratie. Fie a € I, §,n € Qsifiex : I, — Q, vy : [, = Q doud solutii ale
PC(L Y, f,a,€) sirespectiv PC(L, €2, f,a,n). Atunci, pentru orice ¢t € I, N L,, avem

(1) =y (t) = f(t, x(s)) — [t y(t)).

Inmultind scalar in ambii membri egalitatea de mai sus cu x(t) — y(t) si reamintind ca,
in virtutea punctului (i) din Lema 6.1.2, avem

(@'(0) o/ (1), (t) — (1)) = 5 ) — DI
obtinem
%%IISE(U —y@ON* = (f(t,z(t)) — f(ty(t), (t) — y(1))
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Astfel, t — $||lz(t) — y(¢)||* i, o datd cu ea, ¢t — |[lz(t) — y(t)|| sunt descrescdtoare pe
I, NL,. De aici rezulta

[2(t) =y@)] < l[z(a) = y(a)] = [I€ =7l

pentru orice t € I, N1, ¢ > a, ceea ce incheie demonstratia lemei. 0

OBSERVATIA 2.4.4. Spre deosebire de conditia LIPSCHITZ locala care asigura uni-
citatea bilaterala, conditia de disipativitate asigura numai unicitatea la dreapta dar nu
si la stanga dupa cum putem constata din urmatorul exemplu.

EXEMPLUL 24.2. FieI =R, Q=R si f: R x R — R, definita prin

fFt,2) = 3v22 pentru orice t € Rsiz <0
’ 0 pentru orice t € R gi x > 0.

Atunci PC(f,R,R,0,0) are numai o solutie saturata la dreapta, dar atat x(¢) = 0 cat si
y(t) = t3 pentru t < 0, sunt solutii saturate la stanga ale PC(R, R, f,0,0).

Prezentam in incheiere o consecinta utila a Teoremelor 2.3.2 si 2.4.2.

TEOREMA 2.4.3. Daca f : IxQ — R” este continua pe Ix$Q) si disipativa pe € atunci,
pentru orice (a,&) € I x Q, exista 6 > 0 astfel incat [a,a+ 6] C I i PC(L, €, f,a,&) sa
admitd o solutie unica definitd pe [a,a + 6.

5. Solutii saturate

Fie I un interval nevid si deschis din R, 2 o submultime nevida gi deschisa din R",
f:IxQ — R" o functie, a € I 51 £ € Q. Fie D = (I,Q, f,a,£) si sa consideram
problema CAUCHY

Pe(D) { i( ; / (té:c)

Reamintim ca o solutie = : J — Q se numeste continuabild la dreapta (la stanga) daca
exista o alta solutie la dreapta (stanga) y : K — Q cusupJ < supK (inf J > inf K) astfel
incat x(t) = y(t) pentru orice t € JNK. Solutia x : J — €2 se numeste saturatd la dreapta
(stanga) daca nu este continuabila la dreapta (stanga). Intrucat, in cele ce urmeazi ne
vom referi numai la solutii la dreapta, pentru simplificarea expunerii, ori de cate ori
vom folosi termenul “continuabila”, respectiv “saturata”, vom intelege “continuabila la
dreapta”, respectiv “saturata la dreapta”. incepem cu o lema simpla si utila.

LEMA 2.5.1. Fie f : T x Q — R" o functie continua pe I x ). Atunci, o solutie
x:[a,b) = Q a PC(D) este continuabila dacd i numai daca
(i) b <supl
st exista
(ii) o* = ltlTrilx(t) st e (L
Demonstratie. Necesitatea este evidenta, in timp ce suficienta este o consecinta a
Teoremei 2.2.1 combinati cu Propozitia 2.1.2. Intr- adevir, daci (i) si (ii) au loc, in
virtutea Teoremei 2.2.1, PC(I, Q, f, b, z*) are cel putin o solutie locald y : [b,b+ ) — €,
unde 9 > 0 este suficient de mic. Atunci, din Propozitia 2.1.2, functia z, obtinuta
prin concatenarea functiilor x si y si care coincide cu = pe [a,b), este o solutie a
PC(L , f,a,&). Ca atare x este continuabila. O
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OBSERVATIA 2.5.1. Din Lema 2.5.1 rezulta cu usurinta ca orice solutie saturata a
PC(D) este in mod necesar definita pe un interval deschis la dreapta.

O conditjie suficienta pentru existenta limitei finite din Lema 2.5.1 (ii) este data de

ProproziTIA 2.5.1. Fie x : [a,b) — Q o solutie a PC(D). Daca b < +oo §i existd
M > 0 astfel incat
1f(rz(r))| < M

pentru orice T € [a,b) atunci exista 11%1 x(t) = a*.
t

Demonstratie. In virtutea Propozitiei 2.1.1 avem

/ \f(r2(r))]] dr

pentru orice t, s € [a,b). Ca atare x satisface conditia lui CAUCHY de existenta a limitei
finite la stanga in b si demonstratia este incheiata. 0

() —2(s)]| < < Mt — s

O conditie necesara gi suficienta pentru ca o solutie a PC(D) sa fie continuabila este
data de

TEOREMA 2.5.1. Fie f:1x Q — R" o functie continua si x : [a,b) — Q o solutie
a PC(D). Atunci x este continuabila dacd i numai dacd graficul sdu

graf (z) = {(t,z(t)) e RxR"; t € [a,b)}
este inclus intr-o submultime compacta din T x €.

Demonstratie. Necesitatea. Daca x este continuabila atunci b € I si x poate fi extinsa
prin continuitate la o functie y : [a,b] — . Cum functia t — (¢, y(t)) este continua pe
multimea compacta [a,b], rezulta ca imaginea ei {(¢,y(t)); t € [a,b]} este compacta.
Pe de alta parte, aceasta imagine include graf(x) si este evident inclusa in I x €.

Suficienta. Daca graf (x) este inclus intr-o submultime compacta din I x €2, cum I
este un interval deschis, urmeaza ca b este punct interior lui I si ca atare b < supI. In
plus, f fiind continua pe I x Q, restrictia ei la graf (x) (care este compacta fiind inchisa
gi inclusa intr-o submultime compacta) este marginita. Exista deci M > 0 astfel incat

1f (7 z(7))| < M
pentru orice T € [a, b). Concluzia teoremei rezulta din Lema 2.5.1 gi Propozitia 2.5.1. O

Continuam cu un rezultat fundamental referitor la existenta solutiilor saturate.

TEOREMA 2.5.2. Daca f : 1 x Q — R" este continua pe Il x Q st x : J — Q este o
solutie a PC(D), atunci, fie x este saturata, fie x poate fi prelungita pand la o solutie
saturata.

Demonstratie. Daca x este saturata nu avem ce demonstra. Sa presupunem atunci ca
x nu este saturata si sa definim 8 ca fiind multimea tuturor solutiilor problemei PC(D)
care extind x. Evident 8 este nevida intrucat x fiind nesaturata exista cel putin o solutie
care o prelungeste. Pe § sa definim relatia “<” prin y < z daca z este o prelungire a lui
y. Este un simplu exercitiu sa verificam ca (8, <) este o multime inductiv ordonata. Ca
atare, din lema lui ZORN, rezulta ca 8 are cel putin un element maximal y. Cum x este
prim element in 8§, din definitia relatiei < gi din maximalitatea lui y rezulta ca y este o
solutie saturata a PC(D) care extinde x. Demonstratia este incheiata. O
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OBSERVATIA 2.5.2. In ipotezele Teoremei 2.5.2 o solutie continuabild a PC(D) poate
avea mai multe extensii saturate. Vezi Problema 2.14. Este usor de constatat ca acest
fenomen este posibil numai in cazul in care PC(D) nu are proprietatea de unicitate.

Din Teoremele 2.2.1 gi 2.5.2 urmeaza:

CONSECINTA 2.5.1. Daca f : I x Q — R" este continua pe 1 x Q) atunci, pentru
orice (a,§) € I x Q, PC(L,Q, f,a,&) are cel putin o solutie saturata.

In legatura cu comportarea solutiilor saturate la capatul din dreapta al intervalului
de definitie enuntam, fara demonstratie, urmatoarele doua teoreme fundamentale.

TEOREMA 2.5.3. Fie f : IxQ — R™ o functie continud pe [xQ si fiex : [a,b) — Q o
solutie saturata a PC(D). Atunci are loc una gi numai una din urmdtoarele trei situatii:
(i) z este nemarginita pe [a,b);
(i) x este marginita pe [a,b) si este globald, adica b = supl;
(i) z este marginita pe [a,b), nu este globala si mulfimea punctelor limita ale lui x
la stanga lui b este inclusa in frontiera multimai €.

TEOREMA 2.54. Fie f : T x Q — R" o functie continua pe T x Q care duce
submultimile marginite din I x Q in multimi marginite din R™ si fie x : [a,b) — Q o
solutie saturatda a PC(D). Atunci are loc una $i numai una din urmdtoarele trei situatii:

(i) z este nemdrginita pe [a,b) si, daca b < oo, atunci

lim |z(t)]] = +o0;

(ii) x este marginita pe [a,b) si este globald, adica b= supl;
(iii) = este marginita pe [a,b), nu este globald si in acest caz exista

li =z
im z(t) ==x

st ¥ apartine frontierei multimii §2.
Pentru demonstratii vezi Vrabie [17] sau Vrabie [18].

CONSECINTA 2.5.2. Fie f : RxR" — R" o functie continua i fie x : [a,b) — R™ o
solutie saturata a PC(D). Atunci fie x este globala, adica b = 400, fie x nu este globala
$1 in acest caz exista

lim [[(£)[| = +oo.

Demonstratie. Sa observam pentru inceput ca, daca b < +oo, x este in mod necesar
nemarginita pe [a, b). fntr—adevér, daca presupunem contrariul, x are cel putin un punct
limita la stanga z* in 0. In virtutea Teoremei 2.5.4, =* trebuie sa apartina frontierei
multimii R” care este vida! Astfel, presupunerea conform careia = este marginita pe
[a,b) este falsa. Concluzia Consecintei 2.5.2 rezulta imediat din Teorema 2.5.4. O

In ipotezele Consecintei 2.5.2, daci b < 400 si limyy ||2(t)]| = +oo, spunem ci z
explodeaza in timp finit.

CONSECINTA 2.5.3. Fie f : R x R* — R" o functie continud i fie x : [a,b) — R"
o solutie a PC(D). Atunci x este continuabild dacd $i numai dacd b < +oo gi x este
marginita pe [a,b).
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Demonstratie. Necesitatea este banala, in timp ce suficienta este o reformulare a
Consecintei 2.5.2. 0

Incheiem aceasta sectiune cu doua conditii suficiente asupra functiei f care asigura
existenta solutiilor globale pentru PC(D).

TEOREMA 2.5.5. Fie f : IxR™ — R" o functie continua pe [ x R™ si sa presupunem
ca exista doua functii continue h, k : 1 — R, astfel incat

(2.5.1) LA (o)l < Byl + (),

pentru orice (1,y) € I x R™. Atunci, pentru orice (a,§) € I x R" PC(I,R", f,a,&) are
cel putin o solutie globala.

Demonstratie. In virtutea Consecintei 2.5.1 este suficient sa aratam ca orice solutie
saturata a PC(D) este globala. In acest scop, fie x : [a,b) — R™ o solutie saturata a
PC(D). Intrucat z satisface (€J) din Propozitia 2.1.1, din (2.5.1) obtinem

le@)] < Jlel + / W(r)dr + / k() a(r)]| dr,

pentru orice t € [a,b). Vom arata in continuare ca b = supl. Intr-adevir, dacd pre-
supunem contrariul, cum [a, b] este compact si h, k sunt continue pe [a,b] C I, exista
M > 0 astfel incat

h(t) < M si k(t) < M

pentru orice t € [a,b]. Inegalitatea precedenta impreuna cu Lema 1.4.2 a lui GRONWALL
arata ca

lz(@)1 < [llEl + M (b — a))e

pentru orice t € (a,b). Deci x este marginita pe [a,b) si din acest motiv are cel putin
un punct limita x* la stanga lui b. Din Teorema 2.5.3, urmeaza atunci ca x* apartine
frontierei multimii R™ care este vida. Aceasta contradictie poate fi eliminata numai daca
b = sup . Demonstratia este completa. O

O consecinta semnificativa a Teoremei 2.5.5 se refera la sistemele diferentiale de
ordinul intai liniare care, datorita importantei lor aplicative deosebite, vor fi studiate in
amanunt in capitolul 4.

Fie I interval nevid si deschis din R si fie A : I — M, xm(R) s1 B 1 T — M,,5,(R)
functii continue cu valori matrici, adica doua matrici ale caror elemente sunt functii
continue de la I'in R. Fie a € I, X, € M,,,x,(R) si sa consideram problema CAUCHY

X'(t) = At)X(t) + B(t)
(2.5.2) { X(a) = X,

CONSECINTA 2.5.4. Daca A : I = Myum(R) s B : I — M0, (R) sunt continue
atunci, pentru orice a € I §i X, € My,xp(R), problema CAUCHY (2.5.2) are o solutie
globala unica.

Demonstratie. Dupa cum s-a constatat in Sectiunea 1 din appendix, M,,«,(R) este
un spatiu liniar peste R de dimensiune m x p care, din acest motiv, poate fi identificat
cu R™*?. Mai mult, norma || - || definita pe M,,x,(R) in Sectiunea 1 din appendix prin

[Allo = sup{[[Az[lm; [lz[l, <1}
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pentru orice A € M,,«,(R), gandita prin aceasta identificare drept o norma pe spatiul
R™*Peste echivalenta cu cea euclidiana. Vezi Observatia 6.1.1. Sa definim acum functia
fiIx Myp(R) = Myx(R) prin
f(t,X) = A{)X + B(1),
pentru orice (t,X) € I x M,,,x,(R). Evident f este continua si
17 D)o < MG ol Xllo + 1B()]o,

pentru orice (¢,X) € I x M,,»,(R). Astfel f satisface toate ipotezele Teoremei 2.5.5 si
ca atare, pentru orice a € I si Xy € My,xp(R), problema CAUCHY (2.5.2) are cel putin
o solutie globala.

In sfarsit, deoarece

1t ) = f(&, Dllo < [A@) lo]|X = Yl|o,

pentru orice (£, X), (£,Y) € I x M,,xp(R), urmeaza ca f este local lipschitziana pe R™*P.
Atunci, In virtutea Teoremei 2.3.2, (2.5.2) are proprietatea de unicitate si aceasta incheie
demonstratia. O

TEOREMA 2.5.6. Fie f : I x R* — R" o functie continua pe I x R™ si disipativa
pe R™. Atunci, pentru orice (a,&) € I x R™, problema CAaucHYy PC(I,R", f,a,§) are o
solutie globala unica.

Demonstratie. Fie (a,&) € I x R™. Din Teoremele 2.4.3 gi 2.5.2 stim ca problema
Caucny PC(I,R", f,a,§) are o solutie saturata unica x : [a,b) — R"™. Vom incheia
demonstratia aratand ca b = supI. In acest scop, sa observam ca PC(I, R™, f, a, &) poate
fi rescrisa echivalent ca

{ ZL'/(T) = f(T,ZL‘(T)) - f(T7 0) + f(T’ O)
z(a) = €.

Inmulgind scalar ambii membri ai ecuatiei de mai sus cu z(7), folosind conditia de
disipativitate asupra functiei f, reamintind ca

si integrand pe [a,t], obtinem

SOl < 5017 + [ (s 0)a(rhdr

pentru orice t € [a,b). Din inegalitatea CAUCHY-SCHWARZ deducem

1 t
SOl < 316+ [ 1 ol ar

pentru orice t € [a,b). Suntem deci in ipotezele lemei 1.4.3 de unde rezulta

o0l < el + [ 17, 0)llr

pentru orice t € [a,b). In consecintd, daci b < supl, atunci z este mérginitd pe [a,b)
si ca atare ea are cel putin un punct limita z* la stanga lui . Din Teorema 2.5.3, z*
trebuie sa apartina frontierei multimii R" care este multimea vida! Astfel b = supl si
aceasta incheie demonstratia. O
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6. Dependenta continua de date si de parametri

In aceastd sectiune, ne propunem sa aratam ca, in ipoteze standard de existenta si
unicitate asupra functiei f, solutia problemei CAUCHY PC(D) depinde continuu atat de
datele initiale cat si de parametri.

incepem cu studiul dependentei continue a solutiei de datele initiale, urmand sa
aratam cum studiul dependentei continue de parametri poate fi redus la precedentul.
Pentru simplitate, ne vom margini la cazurile: (1) Q2 = R" gi f disipativa si (2) Q@ = R"”
si global lipschitziana.

Fie f: [a, b] x R" — R"™ o functie continua pe [a, b] x R" gi disipativa pe R". Fie
a € [a, b], n € R gi si consideram problema CAUCHY

PC(a, ) { i’(; i(lgx)

Atunci, conform Teoremelor 2.4.2 i 2.5.2, problema (PC(a, n) are o solutie globala unica.
Putem atunci nota aceasta solutie cu x(-,n) : [a,b] — R™.

Rezultatul fundamental referitor la continuitatea solutiei problemei CAUCHY ca
functie de data initiala &, in cazul disipativ este:

TEOREMA 2.6.1. Fie f: ITxR™ — R" o functie continud pe [a,b] x R"™ gi disipativa
pe Q2. Atunci aplicatia n — x(-,n) este neexpansiva de la R™ in C([a,b]; R™), acesta din
urma fiind inzestrat cu norma supremum.

Demonstratie. In virtutea Din conditia de disipativitate si din Lema 2.4.1, avem

l(t, &) — x(t, n)l| < (1€ =7l

pentru orice t € [a,b]). Ca atare rezulta

sup ||z (t,n) — z(t, p)|| < |ln — pll
tela,b]

pentru orice n, u € R™. Deci aplicatia n — x(+, n) este neexpansiva de la R" in C'([a, b]; R™),
acesta din urma fiind inzestrat cu norma supremum. Demonstratia Teoremei 2.6.1 este
completa. O

Sa presupunem acum ca f : I x R"™ — R™ o functie continua pe [a,b] x R™ si si
global lipschitziana pe R", i.e., exista L > 0 astfel incat

1t u) = f(E )] < Llju —of

pentru orice ¢t € [a, b] si orice u,v € R™. Rezulta atunci ca functia f satisface conditiile

A

Teoremei 2.5.5. Intr-adevar, avem

(8wl < 1F (8 w) = £ 0N+ (1 (& O) < Lfull + [/ (2 01,

pentru orice t € [a,b] si orice u € R", aga incat, functiile h si k& din Teorema 2.5.5 sunt

date de
{k(t):L tea,b]
h(t) = If(Z,0)[ t€[a,b].

Din Teorema 2.3.2 a lui Picard si Teorema 2.5.5, rezulta ca, pentru orice n € R"”,
problema (PC(a, ) are o solutie globala unica, z(-,§) : [a,b] — R™.
Varianta “global lipschitziana a Teoremei 2.6.1 este:



48 PROBLEMA CAUCHY

TEOREMA 2.6.2. Fie f:[a,b] x R — R" continua pe [a,b] x R™ si lipschitziand pe
R™. Atunci aplicatia n — x(-,n) este lipschitziand de la R™ in C([a,b];R™), acesta din
urma fiind inzestrat cu norma supremum.

Demonstratie. Fie n, u € R™. Avem

[t n) — x(t, w)|| < lln — pl +/ 1 (s, 2(s,m)) — f(s,2(s, )|l ds

t
<ln=pll+ L [ lats.m) = a(s. ) ds.
Din Lema 1.4.2 a lui Gronwall, rezulta '
lo(t,n) — 2(t, @)l < lleta — plle"(b - a)
pentru orice ¢ € [a,b]. In consecinti

sup [Ja(t,n) —x(t, p)|| < e"(b—a)lln — ull.

te[a,b]
Cum 7 si o sunt elemente arbitrare din R™, ultima inegalitate arata ca n — x(-,n) este
lipschitzian& de la R™ in C'([a,b];R™) cu constanta Lipschitz eX(b — a). Demonstratia
este completa.

O

Trecem acum la studiul dependentei continue a solutiei in raport cu parametrii. In
acest scop, fie u € R" i p € R™, notam cu
(U7p) = (u17u2a <oy Uny P1, P2y - - - apm)

Fie f : [a,b] x R" x R™ — R™ o functie care este continua pe [a,b] x R" x R™ si
lipschitziana pe R™ x R™, adica exista L > 0 astfel incat, pentru orice (¢, u,p), (t,v,q) €
[a,b] x R" x R™ sa avem

|t u,p) = f(t,v,0)|ln < L||(w, p) = (v, )|l nsms

unde, pentru k € N*, || - ||, este norma euclidean pe RE.
Fie £ € Q) si p € P si sa consideram problema CAUCHY
'(t) = f(t,2(t), p)
Pe(), { z(a) = €.

care are o solutie globala unica z(-,&,p) : [a,b] — R™.
Un alt rezultat fundamental din acesta sectiune este

TEOREMA 2.6.3. Fie f : [a,b] x R" x R™ — R" o functie care este continud
pe [a,b] x R™ x R™ gi lipschitziana pe R™ x R™. Atunci aplicatia (n,q) — x(-,n,q)
este lipschitziana de la R™ in C([a,b];R™), acesta din wrma fiind inzestrat cu norma
supremum.

Demonstratie. Pentru orice x € Q) gi p € P, sa notam cu

Z = (217227 s 7Zn+m> = (l',p) = (513'1,1'2, vy TpyP1,P2y - - - 7pm)7

gi s8 definim F : I x Q x P — R™™™ prin

F(t,z) = (fi(t, 2), f2(t,2), ..., ful(t,2),0,0,...,0).
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Atunci, PC(£), poate fi rescrisa ca

PC((£,p)) { Z(t) = F(t,2(1))

z(a) = (&, p).
Astfel, dependenta continua a solutiei x de p este o consecinta a dependentei continue
a lui z de (§,p) care, la randul ei, rezulta din Teorema 2.6.2. O

7. Problema Cauchy pentru ecuatia diferentiala de ordinul n

In aceasta sectiune vom prezenta cateva rezultate referitoare la problema CAUCHY pen-
tru o ecuatie diferentiala de ordinul n scalara, care, dupa cum am vazut in Sectiunea 1
din acest capitol, poate fi redusa la o problema CAUCHY pentru un sistem de ecuatii
diferentiale de ordinul intai definit convenabil.

Mai precis, fie I un interval nevid si deschis din R, 2 o multime nevida si deschisa
din R", g : I x Q2 — R o functie, a € 1, £ = (&,&,...,&,) € Q si sa consideram
problema CAUCHY pentru ecuatia diferentiala de ordinul n in forma normala cu datele

D' = (L%, g,a,)
) — g(t / (n=1)y
PR(D! Yy gLyYy,. Y ~
) S AR
Reamintim ca, prin intermediul transformarilor
(‘I) xr = (x17x27"'7xn) = (yaylu"'7y(n_1))
flt,x) = (9, 23,...,xn, g(t,z1,22,...,2y)),

PC(D’) poate fi rescrisa ca o problema CAUCHY pentru sistemul de ecuatii diferentiale

de ordinul intai
( /I

xh = T3
x'/n—l = Tn
x = g(t,xy,m9,...2,)
\ £1<a) = 51, IEQ(CL) = 527 .. xn(a) = gn

Aceasta problema CAUCHY, la randul ei, poate fi reformulata ca o problema CAUCHY
de forma

= f(t,z)
Pe(D ’
) L
unde D = (I,Q, f,a,£), iar f este definita ca mai sus.
Putem trece acum la prezentarea rezultatelor fundamentale referitoare la PC(D’).
Incepem cu urmatoarea teorema de existenta locala.

TEOREMA 2.7.1. (PEANO). Daca g : I x Q — R este continua pe 1 x §, atunci
pentru orice (a,&) € I x Q, PC(IL,Q, g,a,&) are cel putin o solulie locala.

Demonstratie. Evident g este continua daca si numai daca f, definita prin inter-
mediul transformarilor (7)), este continua. Atunci, conform Teoremei 2.2.1 a lui PEANO
din Sectiunea 2 a acestui capitol, pentru orice (a,§) € 1 x Q, PC(I,Q, f,a,§) are cel
putin o solutie locala z : [a,a+ § ] — Q. Avand in vedere (7T), este usor de constatat ca
functia y : [a,a + 0] — R, definita prin y(¢) = z1(¢) pentru orice t € [a,a + 0], este o
solutie locala a PC(L, 2, g, a, &). Demonstratia este incheiata. O
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DEFINITIA 2.7.1. Spunem ca PC(D’) are proprietatea de unicitate daca pentru orice
(a,€) € T x Q, orice doua solutii y si z ale PC(I, €2, g,a,§) coincid pe intervalul comun
de definitie.

Ca gi In cazul sistemelor de ecuatii diferentiale de ordinul intai, continuitatea mem-
brului drept in PC(D’) asigura numai existenta locala a cel putin unei solutii, dar nu
i unicitatea acesteia pe intervalul ei de existenta. Pentru a avea asigurata si unicitatea
trebuie sa impunem conditii suplimentare de regularitate asupra functiei g. Una dintre
cele mai des utilizate conditii este conditia L1PSCHITZ locala.

DEFINITIA 2.7.2. O functie g : T x 2 — R se numeste local lipschitziana pe €2 daca
pentru orice submultime compacta K din Tx Q, exista L = L(X) > 0 astfel incat, pentru
orice (t,u), (t,v) € K sa avem

Putem trece acum la prezentarea unei conditii suficiente de unicitate.

TEOREMA 2.7.2. Dacd g : I x Q — R este local lipschitziana pe Q, atunci PC(D’)
are proprietatea de unicitate.

Demonstratie. Sa observam ca, daca g este local lipschitziana pe €2, atunci f definita

pe calea transformarilor (T) are aceeasi proprietate. Intr-adevir, fie K din I x Q si fie
L = L(X) > 0 ca in Definitia 2.7.2. Atunci

n 1/2
1F(t,w) = f{E0)| = (Z i = vif* + |g(t,u) — g(t, v)lz)

=2

" 1/2
< (Z i = vif? + L2 - v||2> = VI+ =]
i=1
pentru orice (t,u), (t,v) € K. Dar aceasta inegalitate demonstreaza ca f este local
lipschitziana in sensul Definitiei 2.4.1. Concluzia rezulta atunci din Teorema 2.3.2. [

Enuntam mai jos o consecinta simpla gi importanta a Teoremelor 2.7.1 si 2.7.2.

TEOREMA 2.7.3. Daca g : I x Q — R este continua pe I x Q st local lipschitziana
pe Q atunci, pentru orice (a,§) € 1 x Q, exista 6 > 0 astfel incat [a,a + 5] C 1 gi
PC(L 2, g,a,&) sa admita o solutie locald unica definitd pe [a,a + 0 ].
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8. Exercitii si probleme propuse spre rezolvare

EXERCITIUL 2.1. Sa se rezolve urmatoarele probleme CAUCHY

offtt efun
{iéj@tzmwkn @D{iﬁgi—xy+m2+t:0
S L ot

Ca B i
o{tirme olui
{i;:—x+é (D{Ziﬁ;f;mﬁ
{Qxa:—x —t ("){f(i)_:t%.)x/: ©

oS ] g

PROBLEMA 2.1. Dati o alta demonstratie Propozitiei 2.1.2 evitand utilizarea echivalentei
dintre PC(D) si (ET).

PROBLEMA 2.2. Fie f: R x R — R definita prin

0 daca teR i =0
t

f(t,x) — daca teR si xR\ {0}.
x

Demonstrati ca pentru orice (a,&) € R x R, PC(R,R, f,a,&) are cel putin o solutie globald la
dreapta dar, cu toate acestea, f nu este continud pe R xR. In consecintd, continuitatea functiei
f nu este o conditie necesara de existentd a solutiilor.

PROBLEMA 2.3. Fie f: R x R — R definita prin

| -1 daca teR si >0
f(t,x)—{ 1 dacda teR ¢ z<0.
Dupa cum am vazut in Exemplul 2.2.1, problema PC(R,R, f,0,0) nu are nici o solutie locald

la dreapta. Aratati ca PC(R,R, f,0,0) are o unica solutie saturatda la stanga i determinati
aceasta solutie.

PROBLEMA 2.4. Fie f:1x Q — R™ cu proprietatea ca pentru orice (a,§) € I x Q exista o
vecindtate V a lui (a,&), V C1x Q gi L = L(V) > 0 astfel incat pentru orice (t,x),(t,y) €V,
avem

1t 2) = f(& )l < Lz —yll

Demonstrati ca f este local lipschitziand pe 2 in sensul Definitiei 2.4.1
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PROBLEMA 2.5. Fie f : I x Q — R" o functie care are derivate partiale tn raport cu
ultimele n-variabile si ca pentru orice i, j, din {1,2,...,n}, 0f;/0x; este continud pe I x €.
Demonstrati ca f este local lipschitziana pe €.

PROBLEMA 2.6. Fie f,g : RxR = R, f(t,z) = (z—t)2+1 si g(t,z) = 2f(t,x)
pentru orice (t,x) € R x R. Demonstrali ca pentru orice (a,&) € R x R,PC(R,R, g,a,§) are
proprietatea de unicitate dar, cu toate acestea, pentru orice a € R, PC(R,R, f,a,a) are cel
putin doud solutii.

PROBLEMA 2.7. Fie f : RxR — R o functie continug, fie (a,§) € RxR gi fiex,y:J - R
doua solutii ale PC(R, R, f,a,&). Aratali ca atit xVy cat si x Ay definite pe J prin

(z v y)(t) = max{z(t),y(t)}, (zAy)(t)=min{x(t),y(t)}
pentru orice t € J, sunt solutii ale PC(R, R, f,a,§).

PROBLEMA 2.8. Fie f : R xR — R o functie continua astfel incat PC(D) are propri-

etatea de unicitate. Fie a € R fizat, £ € R si x(-,§) : [a,bg) — R unica solutie saturata a

PC(R,R, f,a,&). Ardtati ca, ori de cate ori & < n, avem z(t,§) < x(t,n) pentru orice t in
[a) bf) N [a7 bn)

PROBLEMA 2.9. Fiel un interval nevid gi deschis din R, € o submulfime nevida si deschisa
din R", si f : 1 x Q — R™ o functie continua. Sa presupunem ca exista o functie continud
w:Ix Ry — Ry astfel incat, pentru orice (t,z), (t,y) € I X w, sa avem

(ft,z) = ft,y),x —y) Sw(t, [z —yl)llz -yl
Aratali ca daca, pentru un anumit a € I unica solutie PC(I, R4, w,a,0) este identic 0, atunci
pentru orice £ € Q, PC(L,Q, f,a,&) are cel mult o solutie pe un interval dat. Demonstrati
Teoremele 2.3.2 gi 2.4.2 folosind acest rezultat.

PROBLEMA 2.10. Fie w : Ry — Ry o functie continud cu w(r) > 0 pentru orice r > 0 gi

w(0) =0. Daca
1 dn
—! — 4
/0 w(n)

atunci singura solutie a problemei CAUCHY x' = w(z), x(0) =0 este x = 0.

PROBLEMA 2.11. Fie f,g: 1 x Q — R" doud functii continue pe 1 x Q cu f lipschitziana
st g disipativa pe Q. Atunci PC(L,Q, f + g) are proprietatea de unicitate.

PROBLEMA 2.12. Daca f : 1 x Q — R™ este continud si existd w : Ry — Ry continud cu
w(r) > 0 pentru orice r > 0, w(0) =0,
1
d
/ < = +00
o w(n)

1t 2) = (&)l < wlllz —yll)

pentru orice t € 1 si x,y € Q, atunci PC(L,Q, f) are proprietatea de unicitate. Aceasta este
teorema de unicitate a lui OSGOOD.

$1

PROBLEMA 2.13. Demonstrati Teorema 2.3.2 utilizand Teorema 2.4.2 i metoda factorulus
integrant.

PROBLEMA 2.14. Fie f : RxR — R definitd prin f(t,z) = V2 pentru orice (t,z) € RxR.
Fie x : [-1,0] = R, z(t) = 0 pentru orice t € [—1,0], o solutie a PC(R,R, f,—1,0). Aratati
ca exista cel putin doud solutii saturate ale PC(R, R, f, —1,0) ce extind x.

PROBLEMA 2.15. Gasiti doud intervale nevide si deschise 1 si 2 din R gi o functie continuad
f:IxQ — R care nu duce submultimile marginite din 1 x Q in submultimi marginite din R.
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PROBLEMA 2.16. Sa se demonstreze un rezultat analog Teoremei 2.5.4 in ipoteza ca functia
f:IxQ — R” este continua si pentru orice J x B C 1 x Q cu J compact si B marginitd,
f(J x B) este marginita in R™. Este clasa functiilor f satisfacind conditia de mai sus strict
mai ampla decdt cea a functiilor f care duc submultimile marginite din I x Q in submulfimi
marginite din R™?

PROBLEMA 2.17. Fie f,g: R — R doud functii continue, $i fie G : R — R definita prin

G(z) = /Oxg(s)ds
pentru orice x € R. Sd presupunem cd existda a > 0 astfel incat pentru orice x,y € R avem:
G(z) > az® siyf(y) > 0.
Aratati ca pentru orice £1,& € R, orice solutie saturatd a problemei CAUCHY
{ "+ f(2) +g(x) =0
2(0) =&, 2'(0) =&,
este definitd pe R.
PROBLEMA 2.18. Fie f,g : Ry x R” — R"™ continue pe Ry x R"™ cu f lipschitziand i

g disipativa pe R™. Atunci, pentru orice (a,&) € Ry x R", PC(I,R"™, f + g,a,&) are o solutie
globala unica.

PROBLEMA 2.19. Fie f : (t1,t2) X (w1,w2) = R o functie continud, a € (t1,t2), £ € (w1, w2)
i fie x : [a,b) — R o solutie saturata a problemei CAUCHY

{ra ey

Se se demonstreze cd, daca b < to si x este marginita, atunci exista limyy x(t) = 2*. Sa se
formuleze o generalizare in cazul f : (t1,t2) X Q@ — R™ cu Q nevida deschisa in R™ a carei
frontiera con{ine numai puncte izolate.

PROBLEMA 2.20. Fie f : R — R o functie continua si fie x : [a,b] — R o functie de clasd
C! satisfacand

{2l

Ardtati ca x este constantda. Extindeli acest rezultat la cazul in care f : R™ — R™ cun > 1.
Este continuitatea lui f suficienta in acest caz?

PROBLEMA 2.21. Fie f: R xR — R ca in Problema 2.2. Pentru & € (0,+00), sa notam
cu x(+,&) unica solutie globala a PC(R,R, f,0,£). Ardtati ca lsiﬁ)lm(t,f) = t uniform pentru

t € [0,400), dar, cu toate acestea, functia y(t) = t, pentru t € [0,4+00), nu este o solufie a
PC(R,R, £,0,0). Ezplicati rezultatul.

PROBLEMA 2.22. Fie f : R x R x R — R definita prin

0 dacd teR si z+p=0

_ t
f(t,z,p) daci teR si z+p#0.
x+p

Pentru p € (0,400) sa notam cu x(-,p) : Ry — R unica solutie globala a PC(R,R, f,0,0),.
Ardtati cd lil%lw(t,p) = t uniform pentru t € [0,1], dar, cu toate acestea, functia y(t) = t,
P

pentru t € [0,1], nu este o solutie a PC(R,R, f,0,0)9. Ezplicati rezultatul.
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PROBLEMA 2.23. Fie f : R x R x R — R definita prin f(t,x,p) = 3/ 2%+ p? pentru
orice (t,x,p) € R x R x R. Ardatati ca, pentru orice p # 0, ?G(D)p are proprietatea de unici-

tate. In plus, desi lim,_0z(t,z,p) = f(t,z,0) uniform pentru (t,z) € R x R, PC(D), nu are
proprietatea de unicitate, i.e., proprietatea de unicitate nu depinde ”continuu” de parametri.

PROBLEMA 2.24. Fie f :[a,b] — R™ o functie continud si g : [a,b] X [a,b] x R" = R"™ o
functie continuda pe [a,b] X [a,b] x R™ si lipschitziana pe R", adica exista L > 0 astfel incdt
pentru orice (t,s,x),(t,s,y) € [a,b] x [a,b] x R™, avem ||g(t,s,x) — g(t,s,y)|| < L||z — y|.
Folosind sirul aproximatitlor succesive, ardtati ca ecuatia integrala VOLTERRA

t
o) = 1(0)+ [ gt ra(r)ir
are o solutie unicd z : [a,b] — R".

PROBLEMA 2.25. Fie A : R®™ — R" continud si disipativa. Sa se demonstreze ca oricare
ar fi functia continua h : [0,T] — R™ i oricare ar fi £ € R"™, problema CAUCHY

'(t) = Ax(t) + h(t)
PC(h, z(
() Lo ¢
are o solutie unicda x(-,h,§) : [0,T] — R™. Sa se arate ca pentru orice functii continue
hi: [0,T] = R"™ gi orice & € R™, functiile x; = (-, h;, &), i = 1,2, satisfac

Hm@—m@W<Mr%ﬁ”JA%M$—M@ﬂM®—M®MS
§i .
Joa(®) = 22(0)] < 16 = ol + [ a(5) = ha(o)lds
pentru orice t € [0,T].

PROBLEMA 2.26. Fie A : R®™ — R" o functie continud si disipativa pe R™ si fie f :
[0,T] x R" — R" continua pe [0,T] x R™ gi lipschitziana pe R"™. Fie £ € R™ gi sa definim
sirul de aprozimatii succesive xo(t) = &, xx(t) = x(t, f(t,xk-1(1)),&) pentru k = 1,2,... si
t€[0,T], unde (-, f(-,xx-1()),&) : [0,T] — R™ este unica solutie a problemei CAUCHY

2 (t) = Az (t) + f(t, zp—1(1))

PC(k k ’

(k) { 7(0) = ¢
pentru k = 1,2,.... Utilizand cea de-a doua inegalitate din Problema 2.25 sa se demonstreze
ca girul (zx)ken este uniform convergent pe [0,T'] la unica solutie a problemei CAUCHY

2'(t) = Az(t) + f(t,2(t))

Pe(f, :

(1:9) {o0 =t

PROBLEMA 2.27. Fie A : R" = R" gi fie f : R — R" doud functii continue si sa pre-
supunem cd existd w > 0 astfel tncat (Ax — Ay, x —y) < —w?||x — y||* pentru orice z,y € R.
Fie functia( cunoscutd sub numele de operatorul lui POINCARE) P : R™ — R"™, definitd prin
P&) = x(T,0,¢), unde x(+,0,§) este unica solutie globala a problemei CAUCHY

a'(t) = Ax(t) + f (1)
PeE) { 2(0) = €.
Sa definim sirul de aproximatii succesive &y = & i § = P(§k—1) pentru k € N*.
(1) Sa se arate ca sirul (§)ren este convergent la un element n € R™.
(2) Sa se arate ca x(-,0,n), cun = limy &, satisface z(T,0,n) = x(0,0,n) = n.
(3) Daca, in plus, f este periodica de perioda T > 0, atunci unica solutie globala x(-,0,n)
a PC(n) este periodica de perioada T .
(4) Ecuatia 2'(t) = Axz(t) + f(t) are cel mult o solutie T-periodica x : Ry — R™.



CAPITOLUL 3

Sisteme de ecuatii liniare

Acest capitol prezinta cele mai importante rezultate referitoare la problema CAUCHY guvernata
de un sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul intai liniare cu n functii necunoscute. In primul
paragraf se arata ca multimea solutiilor unui astfel de sistem omogen este un spatiu vectorial
de dimensiune n peste R. Paragraful al doilea este dedicat studiului sistemelor neomogene si
stabilirii aga numitei formule a variatiei constantelor, iar paragrafele al treilea si al patrulea
prezinta doua metode de determinare a unei baze algebrice in spatiul solutiilor in cazul unui
sistem omogen cu coeficienti constanti. In paragraful al cincilea sunt reformulate rezultatele
stabilite anterior in cazul ecuatiei diferentiale de ordinul n liniard, iar in paragraful al saselea
se stabilegte o medoda de rezolvare explicitd a unor astfel de ecuatii cu coeficienti constanti.
Capitolul se incheie cu o sectiune de exercitii si probleme propuse spre rezolvare.

1. Sisteme omogene. Spatiul solutiilor
Fie a;; : I —+ R si b; : I — R functii continue pentru ¢,j = 1,2,...n si sa consideram sistemul
de ecuatii diferentiale de ordinul intai liniare

.Z‘ll (t) = (Ill(t)l‘l(t) + alz(t)l‘Q (t) —+ -+ aln(t):vn(t) + b (t
ZL‘IQ(t) = (Igl(t)ail(t) + agz(t)l‘Q (t) —+ -+ agn(t)$n(t) + bg(t

~— —

(3.1.1)

2 (8) = ant(D21(E) + ana(D)2a(t) + - - + ann()n(t) + bu(t),

care, cu notatiile

xl(t) bl (t) an(t) alg(t) . aln(t)
To(t bo(t ao1(t) aoa(t)... ag,(t
s = | 0w = | | s ag = | O 0
Zn(t) by (t) an1(t) apa(t) ... apn(t)
pentru t € I, poate fi scris ca o ecuatie diferentiala de ordinul Intai liniara vectoriala
(3.1.2) 2'(t) = A(t)x(t) + b(t).

Pentru simplitatea scrierii, In tot ceea ce urmeaza vom scrie sistemul (3.1.1) numai sub
forma ecuatiei vectoriale (3.1.2), numind-o prin abuz de limbaj sistem diferential de ordinul
intai liniar.

DEFINITIA 3.1.1. Daca in (3.1.2) b(t) = 0 pe I sistemul (3.1.2) poarta numele de omogen,
iar in caz contrar neomogen.

Din consecinta 2.5.4 deducem:

TEOREMA 3.1.1. Pentru orice a € 1 gi orice & € R"™ problema CAUCHY

{ 2'(t) = A(t)x(t) + b(t)
z(a) =€

are o solutie globald unica.
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La randul ei, Teorema 3.1.1 implica:
TEOREMA 3.1.2. Orice solutie saturatd a sistemului (3.1.2) este definita pe 1.

Sa consideram acum sistemul omogen atagat sistemului (3.1.2), adica sistemul

(3.1.3) 2'(t) = A(t)z(t).

TEOREMA 3.1.3. Multimea solutiilor saturate ale sistemului omogen (3.1.3) este un spatiu
vectorial de dimensiune n peste R.

Demonstratie. Vom arata ca aceasts submultime din C(I; R™) este un subspatiu vectorial
izomorf cu R". Fie 8§ multimea solutiilor sistemului (3.1.3), fie z,y € 8 si a, 8 € R. Vom arata
ci ax + By € 8, de unde va rezulta ci § este subspatiu vectorial al lui C*(I; R™). Intr-adevir,
sa observam ca

(0w + By)'(t) = aa'(t) + By (t) = aA(t)x(t) + BA(t)y(t) =

= At)[ax(t) + By(t)] = At)[(ex + By)(1)]

pentru orice t € I, relatie care demonstreaza ca ax + Sy € S.
Trecem acum la construirea unui izomorfism de la 8§ la R™. Mai precis, sa fixam a € 1 gi
sa definim T : 8§ — R" prin

T(z) = z(a)

pentru orice x € 8. Evident T este liniar. In plus, din partea de unicitate a Teoremei 3.1.1
rezulta ca T este injectiv, iar din partea de existenta a aceleiagi teoreme 3.1.1 rezulta ca 7 este
surjectiv. Deci T este un izomorfism de spatii vectoriale si, cum orice doua spatii vectoriale
izomorfe au aceeasi dimensiune, urmeaza ca dimensiunea lui § este egala cu dimensiunea lui
R"”, adica cu n. Demonstratia este incheiata. O

OBSERVATIA 3.1.1. Teorema 3.1.3 are o importantd fundamentala in teoria sistemelor de
ecuatii diferentiale de ordinul intai liniare deoarece ea ne arata ca, in acest cadru, determinarea
solutiei generale revine la determinarea a n solutii saturate particulare liniar independente.
intr—adevér, Teorema 3.1.3 afirma c&, in 8 orice baza are cardinalul n. Pe de alta parte, daca
b, 2%, ... 2" € § este o bazi, orice element x € § se exprimi in mod unic ca o combinatie
liniara de elementele bazei, adica existd constantele ¢, co,...c, € R unic determinate, astfel

incat
(3.1.4) 2(t) =Y e (t)
=1

pentru orice ¢t € I. Altfel spus, cunoasterea unei familii de n solutii saturate ale ecuatiei (3.1.3)
liniar independente este echivalenta cu cunoagterea oricarei solutii si deci cu a solutiei generale.

OBSERVATIA 3.1.2. In conformitate cu Observatia 3.1.1, o problema fundamentala in
studiul sistemului (3.1.3) este aceea a determinarii a cel putin unei baze in multimea solutiilor.
Subliniem ca, in general, nu se cunosc metode de determinare a unei astfel de baze, cu exceptia
cazului In care matricea A este constanta, caz care va face obiectul unei analize amanuntite
pe care o vom prezenta intr-o sectiune viitoare.

In continuare vom prezenta o metodi de verificare daci n solutii saturate ale sistemu-
lui (3.1.3) sunt, sau nu, liniar independente. Fie z!,22,... 2" solutii saturate ale sistemului
(3.1.3) si sd definim matricea X : T — M, (R) prin X(¢) = col(x!(t), z2(t),...,2"(t)) pentru
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orice t € I, adica matricea care, In punctul ¢ € I, are drept coloane componentele vectorilor
zl(t), 2%(t),. .., 2"(t). Mai precis

(3.1.5) x(t) =

pentru orice t € I.

DEFINITIA 3.1.2. Matricea X definita prin (3.1.5) poartad numele de matrice asociata sis-
temului de solutii z',z2,...,2" € 8.

OBSERVATIA 3.1.3. Din faptul ca fiecare coloana a matricei X asociate sistemului (3.1.3)
este o solutie a acestui sistem, rezulta ca X este solutie pentru urmatorul sistem matriceal

X'(t) = A)X(?)
pentru orice t € I.

DEFINITIA 3.1.3. Sistemul z',22,...,2" € 8 poartd numele de sistem fundamental de
solutii al ecuatiei (3.1.3) daca el constituie o baza in 8.

DEFINITIA 3.1.4. Matricea asociata unui sistem fundamental de solutii ale ecuatiei (3.1.3)
poarta numele de matrice fundamentald a sistemului (3.1.3).

OBSERVATIA 3.1.4. Sistemul (3.1.3) are o infinitate de matrici fundamentale. Aceasta
rezultd din simpla observatie ca spatiul solutiilor saturate ale sistemului (3.1.3) are o infinitate
de baze.

OBSERVATIA 3.1.5. Daca X este o matrice fundamentala pentru sistemul (3.1.3), atunci
solutia generald a sistemului (3.1.3) este data de

(3.1.6) x(t,c) = X(t)c

pentrut € Isic e R". intr—adevér, (3.1.6) nu reprezinta nimic altceva decat scrierea matriceala
a relatiei (3.1.4) deoarece

x%(t) mi(t) coooa(t) c1 xll (t)
x5(t) x5(t) ... x5(t) 2 n x4(t) i 4
X(t)e = 8 ? 2 : = Z ¢ 8 = Z cix'(t).
: : i=1 E i=1
() 22)... o) ) \ e 71, (t)
DEFINITIA 3.1.5. Dacd X este matricea asociatd unui sistem de solutii ', 22, ..., 2" din

8, determinantul sau, notat cu W : I — R si definit prin

W(t) = det X(t)

pentru orice t € I, se numeste wronskianul asociat sistemului de solutii' z',z2, ..., z".

TEOREMA 3.1.4. Fie 2%, 22,... 2" un sistem de solutii saturale ale ecuatiei (3.1.3), fie X

matricea §i respectiv W wronskianul, asociate sistemului de solutii. Urmatoarele conditii sunt
echivalente:

(1) matricea X este fundamentald,
(13) pentru orice t € I W(t) # 0;
(7i7) exista a € 1 astfel incat W(a) # 0.

!Numele acestui determinant provine de la numele matematicianului polonez HOENE JOSEPH
MARIA WRONSKI (1776-1853) care l-a definit si studiat pentru prima data.
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Demonstratie. Incepem prin a arita ci (i) implica (ii). Sa presupunem deci ca matricea X
este fundamentala, ceea ce revine la a presupune ca sistemul 2!, 22, ..., 2™ este liniar indepen-
dent. Sa presupunem pentru reducere la absurd ca exista a € T cu W(a) = 0. Rezulta atunci
ca sistemul algebric liniar i omogen

X(a)e=0
cu necunoscutele ¢y, co, ..., c, are cel putin o solutie nebanala &1,&s,...,&,. Pe de alta parte,
functia x : I — R™ definita prin
x(t) = X(t)§

pentru orice ¢t € I este, conform observatiei 3.1.5, o solutie a sistemului (3.1.3) care verifica
z(a) = 0. Din partea de unicitate a Teoremei 3.1.1 urmeaza ca z(t) = 0 pentru orice ¢ € I,
relatie care este echivalenta cu

X(1)¢ = 3 &'(r) =0
=1

pentru orice t € I, unde &1,&o,...,&, sunt niste constante reale nu toate nule. Deci sistemul
x', 22, ..., 2" nu este liniar independent, afirmatie in contradictie cu (i). Aceasts contradictie
poate fi eliminatd numai daca are loc (ii).

Evident (ii) implica (iii).

In sfargit vom demonstra ca (iii) implica (i). Din nou, vom presupune pentru reducere la
absurd c&, desi (iii) are loc X nu este matrice fundamentald. Aceasta inseamna ca exista nigte

constante cq, co, ..., C,, nu toate nule, astfel incat
n
D eir(t) =X(t)e=0
i=1

pentru orice ¢t € I. Din aceasta egalitate deducem in particular (ludnd ¢ = a) ca, sistemul
algebric, liniar si omogen

X(a)c =0,
a carui determinant W(a) este nenul, are totusi o solutie nebanala. Aceasta contradictie poate
fi inlaturata numai daca (iii) implica (i) si, cu acesta, demonstratia este incheiata. O

OBSERVATIA 3.1.6. Fiea € I, £ € R" si X o matrice fundamentala pentru sistemul omogen
(3.1.3). Atunci, unica solutie a problemei CAUCHY pentru sistemul omogen

{ a'(t) = A(t)z(t)
z(a) = ¢
este data de

(3.1.7) z(t,a,€) = X)X a)é

pentru orice ¢ € L. Intr-adevir, din Observatia 3.1.5, stim c& z(-,a,§) este data de (3.1.6),
adica este de forma

x(t,a,§) = X(t)e
pentru orice t € I, unde ¢ € R™. Impunand conditia z(a,a,§) = &£, deducem X(a)c = &.
Dar, conform Teoremei 3.1.4, X(a) este inversabila si, in consecinti, ¢ = X~ (a)¢ ceea ce
demonstreaza (3.1.7).

LEMA 3.1.1. Fie X o matrice fundamentald a sistemului (3.1.3). Atunci, familia de oper-
atori W : I x T — My, xn(R) definita prin

U, s) = X(EHXL(s)

pentru orice t,s € 1 este independentd de alegerea matricei fundamentale X. In plus, pentru
orice s € I, U(+, s) verifica
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ou
(3.1.8) ot
U(s,s) =17

pentru orice t € I, unde J este matricea unitate de tip n X n.

—(t,s) = A(s)U(t, s)

Demonstm}ie Faptul ca U(-, s) verifica (1.8) rezulta din Observatia 3.1.6 cu a = s si luand

succesiv&é = el, & =e2,..., & =e", cuel,e?,..., e" baza canonici in R”. Din unicitatea solutiei
problemei CAUCHY (1.8) rezulta ca U nu depinde de matricea fundamentala X. Demonstratia
este incheiata. O

DEFINITIA 3.1.6. Familia de operatori U definita in Lema 3.1.1 se numeste evolutor, sau
operator de evolutie generat de A.

OBSERVATIA 3.1.7. Facem mentiunea ca evolutorul U are urmatoarele proprietati:

(€1) U(s,s) = I pentru orice s € I

(E2) UL, s)U(s,T) = U(t, T) pentru orice T,s,t € [;

(&3) lim [1U(t, 5) ~ 9]0 = 0.

Intr-adevar, (&1) si (€3) rezultd din Lema 3.1.1, in timp ce (€3) este o consecinti a prin-
cipiului concatenarii (vezi Propozitia 2.1.2) si a partii de unicitate a Consecintei 2.5.4.

OBSERVATIA 3.1.8. Observatia 3.1.6 poate fi reformulata in termenii evolutorului generat
de A. Mai precis, pentru orice a € I gi orice £ € R™, unica solutie saturata a problemei CAUCHY
pentru sistemul (3.1.3), care satisface x(a, a, &) = &, este data de

J,'(t, a, 5) = U(t, a)§
pentru orice t € I..

In continuare vom demonstra un rezultat care exprima in mod explicit dependenta wron-
skianului unui sistem de solutii de elementele matricii A. Incepem cu

LEMA 3.1.2. Fie dij : I — R functii derivabile pe I, i,j = 1,2,...,n. Atunci functia
D : I — R definita prin:
di1(t) dia(t)... din(t)

D(t) = dgl'(t) doo(t)... dan(t)

dp1(t) dpa(t) ... dpn(t)
pentru orice t € 1 este derivabila pe I si

n
= Di(t)
k=1
pentru orice t € I, unde Dy, este determinantul obfinut din D prin inlocuirea elementelor liniei

k cu derivatele acestora, k =1,2,...,n

Demonstratie. Intrucas, conform definitiei

D(t)= > e(0)dii,(t)dair(t) ..., dni, ()

oe8(n)
pentru orice ¢ € I, rezulta ca D este derivabila pe 1. In plus, avem

Z Z o)dyi, (t)d2iy (1) - - -, ;czk (). dni,(t) = Z D (1),

k=1o0€e8(n) k=1

ceea ce completeaza demonstratia. O
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TeOREMA 3.1.5. (LIOUVILLE?) Dacd W este wronskianul unui sistem de n solutii ale
ecuatiei (3.1.3), atunci

(3.1.9) W(#) = Wi(to)exp < /t " eA(s) ds)

0

pentru orice t € I, unde ty € I este fixat, iar trA este urma matricii A, adica
n
trA(s) = Z ai;(s)
i=1

pentru orice s € 1.

Demonstratie. Din Lema 3.1.2 rezulta ca 'W este derivabila pe I si in plus

zi(t) @) 1 (t)
W’(t)z:1 (fvi;’(t) (wii’(t) (wZ:)/(t)
w20 L oww
Tinand cont ci z!, 22, ..., 2" sunt solutii ale sistemului (3.1.3), obtinem
z1(t) i(t) 1 (t)
W’(t)=:1 2= ak;(t)x}(t) 2 =1 ak;(t)wf(t) Z}‘:lak;@)w?(t) =
R A0 a0
i(t) a%(t) 1 (t) zi(t) a%(t) 1 (t)

Y )] 2 20 . a0 | =Y ap0| 20 20 .. 2w

k=1j=1 : : : : J=1

Deci 'W verifica
W (t) = trA(t)W(t)

pentru orice ¢ € I. Dar ecuatia de mai sus este liniara si omogena si ca atare W este dat de
(3.1.9). O

OBSERVATIA 3.1.9. Facem mentiunea ca Teorema 3.1.4 poate fi dedusa si cu ajutorul
Teoremei 3.1.5. Propunem ca exercitiu aceasta varianta de demonstratie a Teoremei 3.1.4.

2JosePH LIOUVILLE (1809-1882) matematician francez recunoscut pentru contributiile sale la
studiul numerelor transcendente si a functiilor dublu periodice.
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2. Sisteme neomogene. Formula variatiei constantelor

Sa consideram sistemul diferential de ordinul intai liniar, neomogen
(3.2.1) 2'(t) = A(t)z(t) + b(t),

unde A : I — M;,xn(R) ¢i b : I — R™ sunt functii continue. Totodata s& consideram sistemul
omogen atasat

(3.2.2) (1) = A(t)z(t).

In aceastd sectiune vom prezenta o metodi de determinare a solutiei generale a sistemului
(3.2.1) cu ajutorul solutiei generale a sistemului omogen atasgat.
Incepem cu urmatorul rezultat simplu dar foarte util in aplicatii.

TEOREMA 3.2.1. Fie X o matrice fundamentala a sistemului (3.2.2) si fiey : I — R”
o solutie a sistemului (3.2.1). O functie x : I — R™ este solutie a sistemului (3.2.1) dacd si
numai daca x este de forma

(3.2.3) z(t) = X(t)c + y(t)
pentru orice t € I, unde c € R".

Demonstratie. Necesitatea. Fie x : I — R™ o solutie a sistemului (3.2.1) si sa definim
functia z : T — R™ prin
2(t) = =(t) —y(t)
pentru orice t € I. Evident z este derivabila pe I si avem

Z(t) =2 (t) =y (t) = A)z(t) + b(t) — At)y(t) — b(t) = A(t)(2(t) — y(t)) = A(t)z(t)
pentru orice ¢ € I. Deci z este solutie a sistemului omogen (2.2) si, in conformitate cu
Observatia 3.1.5, ea este de forma

z(t) = X(t)c
pentru orice t € I, unde ¢ € R™. Din aceasta relatie si din definitia functiei z deducem (3.2.3),
ceea ce Incheie demonstratia necesitatii.

Suficienta. Fie = functia definita de (3.2.3). Cum Xc este solutie a sistemului omogen
(3.2.2) rezulta ca x este derivabild pe I. In plus

() =X (t)e+ 1y (t) = A)X(t)e + A#)y(t) +b(t) =

= A(t)(X(t)e + y(t)) + b(t) = A(t)x(t) + b(t)
pentru orice ¢ € I gi In consecintd = este solutie a sistemului (3.2.1). O

OBSERVATIA 3.2.1. Teorema 3.2.1 afirma ca solutia generala a sistemului (3.2.1) este de
forma (3.2.3) cu y solutie particulara a sistemului (3.2.1) si ¢ € R™ vector constant.

Fie acum a € I, £ € R” si sa consideram problema CAUCHY

(3.2.4) { i’((;f)) = é{l(t)x(t) +b(t)

TEOREMA 3.2.2. Fie X o matrice fundamentald a sistemului omogen (3.2.2). Atunci unica
solutie saturata a problemei CAUCHY (3.2.4) este data de

t
(3.2.5) z(t,a,§) :xg)x*(@u/ X ()X~ (s)b(s) ds

pentru orice t € 1.
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Demonstratie. Pornind de la Observatia 3.1.5, vom cauta unica solutie a problemei CAUCHY
sub forma

(3.2.6) z(t,a,§) = X(t)c(t)

pentru t € I, unde ¢ : I — R” este o functie de clasa C! care urmeaza a fi determinata.
Vom determina ¢ impunand conditia ca x definit de (3.2.6) sa fie solutie a problemei CAUCHY
(3.2.4). Avem

7' (t,a,&) = X' (t)e(t) + X () (t)
pentru orice ¢ € I. Deci = dat de (3.2.6) este solutie a sistemului (3.2.1) daca si numai daca
X' (t)e(t) + X () (t) = A)X(t)c(t) + b(t)

pentru orice ¢t € I. Cum X verifica sistemul

X' (t) = A(t)X(t)
pentru orice t € I, ultima egalitate este echivalenta cu

A)X(t)e(t) + X(t)c (t) = A(t)X(t)c(t) + b(t)

pentru orice t € I, care la randul ei poate fi rescrisa sub forma
(3.2.7) X(t)c (t) = b(t)
pentru orice ¢ € I. Reamintind ca X(¢) este nesingulara pentru orice ¢ € I deducem

d(t) = X"1(t)b(t)

pentru orice t € I. Integrand aceasta relatie In ambii membri de la a la t, obtinem

relatie care conform egalitatii (3.2.6) conduce la

2(t,a,€) = X(t)ela) + X(2) / " (a, )b(s) ds

pentru orice ¢ € I. Conform punctului (i) din Lema 6.1.3, X(¢) comuta cu integrala. Ca atare

x(t,a,&) = X(t)c(a) +/ X ()X (s)b(s) ds

pentru orice ¢ € I. Impunand conditia ca z(a, a,£) = ¢ deducem ci c(a) = X! (a)¢ relatie care
impreuna cu precedenta implica (3.2.5). O

OBSERVATIA 3.2.2. Formula (3.2.5), numita formula variatiei constantelor mai poate fi
scrisa echivalent sub forma

t
(3.2.8) x(t,a,&) = U(t,a)é +/ U(t, s)b(s) ds

pentru orice t € I, unde U : I x I — M« (R) este evolutorul generat de A, adica familia de
operatori definiti prin

U(t, s) = X(t)X1(s)

pentru orice t,s € 1. Vezi Definitia 3.1.6 din Sectiunea 1 a acestui capitol.
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3. Functia exponentiala de matrice

Sa consideram sistemul liniar, omogen, cu coeficienti constanti
(3.3.1) 2 (t) = Ax(t),
unde A € M;,x,(R). Cum, in cazul ecuatiei scalare 2’ = ax, solutia generald este datd de
z(t) = £e' pentru t € R, unde
2L thak
k!’
k=0

convergenta fiind uniforma pe orice multime compacta din R, aceasta ne sugereaza ca, si in
cazul n-dimensional, si definim (deocamdata formal) o candidata pentru titlul de matrice
fundamentala prin

ta

tA k

(3.3.2) =3 A
k=0

Reamintim ci AF este produsul matricei A cu ea insisi de k ori, iar A° = J. Prin analogie
cu cazul scalar, vom demonstra ca seria din membrul drept este uniform convergenta, pentru
t din multimile compacte din R, in sensul normei || - || definita in Sectiunea 1 din appendix
$i in sfargit, vom arata ca suma acestei serii este unica matrice fundamentala X a sistemului
(3.3.1) care satisface X(0) = J.

Pentru a fixa ideile Incepem cu

DEFINITIA 3.3.1. Seria ) p-, Ck, cu elemente din M, (R) este convergentd la € daca
=0

de-¢
k=0 0]

unde || - [|o este norma definitd in Sectiunea 1 din appendix. Seria - Cj, cu elemente din
My xn(R) este normal convergentd daca seria Y o ||Ck|lo este convergenta.

lim
m—+400

OBSERVATIA 3.3.1. Este usor de constatat cd pentru orice serie de matrice Y- , € normal
convergenta existda o matrice € astfel incat seria sa fie convergenta la C. Aceasta rezulta din
simpla observatie ca sirul sumelor partiale a oricarei serii de matrice normal convergenta este
fundamental in norma spatiului M,,x,(R) care este complet (putand fi identificat cu R™*"
dotat cu norma euclidiana). Vezi Observatia 6.1.1.)

DEFINITIA 3.3.2. Fie C; : I — My,xn(R), k& € N. Seria de functii cu valori matrice
reo Cr(t) este uniform convergentd pe I la € : T — Myxpn(R) dacd pentru orice ¢ > 0
exista m(e) € N astfel incat, pentru orice m € N, m > m(e)

Sen) - e
k=0

<e

]
pentru orice t € I.

TEOREMA 3.3.1. Pentru orice A € My xn(R) seria

© Lk
ok
H.A
)

t,

este uniform convergentd pe orice interval compact I din R. In plus, suma ei et este derivabild

pe R g1

3.3.3 i ) = Aeth = A
dt

pentru orice t € R.
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Demonstratie. Conform Consecin‘gei 6.1.1 avem

m+p m-+p k
(It[llAllo)
Z <>
k=m

pentru orice m, p € N gi orice t € R. Aceasté inegalitate arata ca seria considerata sat-
isface conditia lui CAUCHY uniform pentru ¢ din orice multime compacta intrucat seria cu
termeni pozitivi care o majoreaza are aceasta proprietate. Deci girul sumelor partiale este un
sir CAUCHY uniform pe orice interval compact I si ca atare, seria consideratid este uniform
convergenta pe 1.

Pentru a demonstra cea de-a doua parte a teoremei incepem prin a observa ca seria este
derivabild termen cu termen gi ca seria derivatelor este la randul ei uniform convergenta pe
orice interval compact din R. Intr-adevir este ugor de constatat ca

d d k et e
C=0s S(oAb)=A AR =1 ahig
=08 5 (k' ) (k—1)! k—1)!

pentru orice k € N* i orice t € R. De aici rezulta ca

m—+p m—+p _
d k (] Afo)*

< e nes
kz: dt <k|‘A ) o = H‘AHOIZ;L (k‘— 1)! 5

inegalitate care aratd ca seria derivatelor satisface conditia lui CAUCHY uniform pentru ¢ din
orice interval compact. Ca atare suma seriei initiale este derivabila si derivata ei satisface

d ; k-1 B k-1 3
dt (6A> = (l; (k— 1)!Ak 1) - (}; (k— 1)!Ak 1) A

relatii care evident sunt echivalente cu (3.3.3). Demonstratia este incheiata. g

OBSERVATIA 3.3.2. Prima egalitate din (3.3.3) demonstreaza ca orice coloana a matricei
4 gandita ca o functie de la R in R™, este o solutie a sistemului omogen (3.3.1). Cum e** = J
si J este nesingulars, rezults ci e este matrice fundamentals pentru sistemul (3.3.1).

Cateva consecinte utile ale Teoremei 3.3.1 sunt formulate mai jos.

PrROPOZITIA 3.3.1. Pentru orice A € Myxn(R) seria
o
Lok
> A
k=0

este convergentd. In plus, functia A — e’ definitd pe Myxn(R) cu valori in Myxn(R), unde
e este suma seriei de mai sus, are urmdtoarele proprietdti:
(i) € = eJ;
(ii) dacd AB = BA atunci e = eAeB
(iii) daca.A Q~'BQ atunci e* = Q7 e
) e

= ().
Demonstratie. Punctul (1) este o consecintd imediata a definitiei matricei e’. Pentru a

demonstra (ii), sa observam ca, daca AB = BA, atunci

(3.3.4) B = Bett

?9;

(iv

pentru orice ¢t € R. Intr-adevir, daci AB = BA atunci A*¥B = BAF pentru orice k € N, relatie
care impreuni cu definitia matricei e** implica (3.3.4). Din (3.3.4) si din (3.3.3) rezultd ci

C;it(emet%) CZ(M) t3+emi (et3> — AetAet® | M BetB — (4 4 B)etet?
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pentru orice ¢ € R. Aceasta egalitate ne arata ca X(t) = e*e'® este o matrice fundamentals

pentru sistemul
¥ =(A+B)zx
care satisface X(0) = J. Din partea de unicitate a Teoremei 3.1.1 gi din Observatia 3.3.2

urmeazi ci ete!® = et+B) pentru orice ¢t € R, ceea ce evident implica (ii).

Daci A = Q7 !'BQ atunci A¥ = Q= 1B*Q pentru orice k € N, de unde

=tk (=t
ZHA :ZHQ BFQ =Q ZHB Q,
k=0 k=0 k=0

ceea ce demonstreaza (iii).
In sfarsit, cum A si —A comuta, din (ii) deducem e eY = J. In consecinta
este inversabild si inversa ei este e~*. Demonstratia este completi. O

Ap—A — o= AgA —

eh

OBSERVATIA 3.3.3. Sa consideram problema CAUCHY

{ 2 (t) = Ax(t) + b(t)
z(a) =¢

unde A € My, x,(R), b: T — R" este o functie continua, a € I si £ € R™. Atunci unica solutie a
acestei probleme este data de

t
(3.3.5) z(t,a, &) = et~ +/ e =94 (s) ds

a
pentru orice t € 1.

Sa notam ca (3.3.5) este o consecintd directd a formulei (2.5) a variatiei constantelor
demonstrata in Sectiunea 2 a acestui capitol. intr—adevér, luind X(t) = e si facand apel la
(ii) si (iv) din Propozitia 3.3.1 deducem ci X(t)X~'(s) = e~ pentru orice t, s € R. De aici
si din (2.5) deducem (3.3.5).

OBSERVATIA 3.3.4. Toate consideratiile facute in aceasta sectiune pot fi extinse fara nici
o dificultate la cazul sistemelor de ecuatii diferentiale de ordinul intai cu coeficienti constanti
in corpul numerelor complexe. Mai precis, sa consideram sistemul diferential liniar i omogen

(3.3.6) w'(2) = Aw(z),

unde A € M,,«,(C). Prin solutie a acestui sistem intelegem o functie w : D — C, olomorfa pe
D C C" si care satisface (3.3.6) pentru orice z € D.
Sa inzestram C™ cu produsul scalar standard (-, ) definit prin

n
<Za ’LU> = Z ZjW;
i=1

pentru orice z,w € C", sa definim norma || - |lc : C* — Ry prin ||z = /(2,2) si norma
[+ lo : Mpxn(C) — Ry prin
[Allo = sup{[[Az[le; [[z[le <1}

pentru orice A € M,,x,(C). Ajunsi in acest punct, sa observam ca seria
> A
k=0
este uniform convergenta pe orice multime compacta din C gi suma ei este o matrice cu elemente
functii intregi (olomorfe pe C) notata cu 4. Din teorema de derivabilitate a seriilor de puteri
complexe deducem cd matricea de mai sus este solutie pe C a problemei CAUCHY
W (z) = AW(z)
W(0) =17.
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4. Determinarea matricei ¢4

In aceastd sectiune vom prezenta o metodd de determinare a matricei e utilizand forma
canonicd JORDAN a unei matrice. Incepem prin a reaminti ca, pentru orice matrice cu elemente
complexe A € My, (C), exista o matrice nesingulara Q € M,,»,(C), astfel incat

(3.4.1) A=07199Q,

unde J este forma canonicid JORDAN a matricei A. Mai precis, daca A1, Ao, ... As sunt radacinile
ecuatiei caracteristice det(A — AJ) = 0 reale sau complexe, cu ordinele de multiplicitate
mi, ma, ... Mg, Z;zl m, = n, atunci J o matrice diagonald de blocuri : Jp;, p = 1,2,...,s,
§=1,2,...,h(p), astfel ci e'? este, de asemenea, o matrice diagonald de blocuri

(3.4.2) et = diag (etgll, o et etdn ,etash(s)>

Aici, Jp; pentru p = 1,2,...,s si j = 1,2,...,h(p), sunt celulele Jordan corespunzatoare

radacinii caracteristice Ay, i.e.
Ap 1 0... 0
0 X 1... 0

gpj = : € Mmm’ XMy (C)
0 0 0... X

and Z?g) mypj = my. Un procedeu de determinare a matricei Q este prezentat in C. UDRISTE
ET AL. [15], p. 62. Din (3.4.1) si din Propozitia 3.3.1 punctul (iii), combinata cu Observatia 3.3.4,
urmeaza

01 0... 0 1 0 0... 0O
0O 0 1... 0 01 0... 0
Hpj: . +)\p .
0 0 0... 0 0 0 0... 1
pentrup=1,2,...,ssij=1,2,...,h(p). Notand cu
010 0 1 0 0... 0
00 1... O ) 01 0... 0
Epj: : §1jpj: : )
00 0... 0 0 0 0... 1

relatia de mai sus se rescrie sub forma J,; = €,; + A\pJp;. Cum t&y; si tA,J,; comuta, conform
Propozitiei 3.3.1, urmeaza ca

(3.4.3) i = v ettni,

Este usor de vazut ca puterea de exponent ¢, ¢ = 1,2,...,my;, a matricei &,; i.e., Egj,
este matricea ale carei elemente er; sunt date de: e;; = 0 pentru orice k = 1,2,...,mp; si
l=1,2,...,mpj, l # k+qsieg g = 1. Astfel, cum matricea €,; este de ordinul m,,;, urmeaza

v Mpq . v A oy . . .
ca Epjm este matricea nula. Tinand cont de definitia matricei exponentiale, avem

1t 2 i 1
21 (mpy—1)
my,:—2

01 4 ... A=
1T (mp; —2)!

(3.4.4) etri =
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pentru orice ¢ € R. Din (3.4.2), (3.4.3) si (3.4.4), obctinem forma explicit# a matricei e

Incheiem cu un rezultat fundamental in teoria sistemelor de ecuatii diferentiale liniare cu

coeficienti constanti, rezultat care poartd numele de teorema de structurd a matricei et

TEOREMA 3.4.1. Toate elementele matricei et

s

S et [pr(t) cos(But) + qu(t) sin(Bt)] ,

k=1

sunt de forma

unde o + 1P, k =1,2...,s, sunt radacinile ecuatiei caracteristice det(A — A\J) = 0, iar py i
qr sunt polinoame cu coeficienti reali, de grad cel mult mp—1, my, fiind ordinul de multiplicitate
al raddcinii o + 16k, k=1,2,...,s.

Demonstratie. Fie A = a+1if o radacina a ecuatiei det(A — AJ) = 0. Tinénd cont de faptul
ca e = e [cos(Bt) + isin(Bt)], efectuand inmultirile in (3.4.2), utilizand (3.4.3), (3.4.4) si
reamintind ci, desi Q7! si Q sunt matrici cu elemente numere complexe, produsul Q~1edQ =
e este in mod necesar o matrice cu elemente numere reale, obtinem concluzia teoremei. [J

Functiile de forma celor precizate in Teorema 3.4.1 sunt cunoscute in literatura de spe-
cialitate sub numele de cvasi-polinoame.

OBSERVATIA 3.4.1. Teorema de structurd a matricei e ne ofera o metoda efectivi de

determinare a acestei matrici. Mai precis, pentru a gisi e**, vom tine cont de faptul ci toate
elementele ei sunt de forma precizata in Teorema 3.4.1 si vom determina coeficientii poli-
noamelor py, si ¢, punand conditiile: e = 7 si (em)/ = Ae* pentru orice t € R. Subliniem
totusi ca aceasta metoda este destul de greoaie dupa cum putem constata din exemplul de mai
jos.

EXEMPLUL 3.4.1. S& se determine e** in cazul in care

2 -1
IEA)
Ecuatia caracteristica det(A — AJ) = 0 se rescrie echivalent sub forma

2—-X -1 | o -
' 9 3.1 =A"-5)+4=0
si are radacinile A} = 1 gi Ay = 4, ambele avand ordinul de multiplicitate 1. Ca tare, elementele
matricei e sunt combinatii liniare de ef si e*. Avem
A < cie’ et cppel 4 et )

chiet + et clyel + c3yett

Din conditia €™ = J rezulta
{ ch+c=1 ¢+, =0
clytcla=0 cptch=1
Ca atare, notand ¢}y = o, cly = 8, ¢} = vsicly =5, avem 3 =1 —qa, ¢}y = -3, 3, = —y
si ¢4, = 1 — 4. Cu aceste notatii, e este de forma

oA ael 4+ (1 — a)et Bet — et
o et — yett Set + (1 —9)ett |-

Conditia (em)/ = Aett are forma

ael +4(1 — a)et Bet — 4pett _
yet — dryet Set +4(1 — et ) —

(2a —y)et + (2 — 2a + )ett (28 —6)et + (=28 — 1+ 6)et
(—2a+ 37y)et + (=24 2a — 3y)ett (=28 + 38)et + (28 + 3 — 35)et
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pentru orice ¢ € R. Tinand cont c& familia {ef, e} este liniar independenta in spatiul functiilor
continue de la R in R, identificand coeficientii lui e’ si e** din cele dou# matrice, obtinem un
sistem liniar de opt ecuatii cu patru necunoscute (a, /3, 7, ), compatibil determinat, avand
solutia

In consecinta
o 1( 2 of et ot _ lt
T3\ 2et —2ett et 4 2%

pentru orice t € R.

5. Ecuatia diferentiala de ordinul n liniara
Sa consideram ecuatia diferentiala de ordinul n liniara

(3.5.1) y )+ ar(By" I (1) + - an(t)y(t) = £(1),

unde aq, ag,...an, f sunt functii continue de la un interval nevid deschis I in R. Dupa cum am
vazut in Sectiunea 2 a capitolului 1, ecuatia (3.5.1) poate fi rescrisa ca un sistem de ecuatii
diferentiale de ordinul intai. Intr-adevar, prin intermediul transformarilor

(T) T = (1‘1,.’1)2,...,$n) = (y:y/7-"7y(n_1))

(3.5.1) poate fi rescrisa ca un sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul intai liniare:

Ty = X2
xh = x3
(3.5.2) :
Ty = T
zl, = —an(t)x1 — an—1(t)xe — .. a1 (t)xn + (1),
Cu notatiile
w1 (t) 0
= 0 =] ]
Tn (1) f(#)
si
0 1 0 0
0 0 1 0
—an(t) —an—1(t) —an—2o(t) ... —ai(t)

pentru t € I, sistemul (3.5.2) poate fi scris ca o ecuatie diferentiala de ordinul intai liniara
vectoriala

(3.5.3) 2/ (t) = A(t)x(t) + b(t).

Din acest moment este clar cd toate consideratiile facute in sectiunile anterioare ale acestui
capitol se pot reformula pentru a putea fi aplicate si ecuatiei (3.5.1). Incepem prin precizarea
unor notiuni gi stabilirea unor replici ale rezultatelor demonstrate in sectiunile anterioare.

DEFINITIA 3.5.1. Daca in (3.5.1) f(¢) = 0 pe L, ecuatia (3.5.1) poarta numele de omogend,
iar in caz contrar neomogend.
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TEOREMA 3.5.1. Pentru orice a € 1 gi orice & € R"™ problema CAUCHY
{ y " () + ar()y ") + -+ an()y(t) = f(2)
y(a) =&,9/(a) = &, ...,y D(a) = &,
are o solutie globald unica.

TEOREMA 3.5.2. Orice solufie saturatd a ecuatiei (3.5.1) este definita pe .

Sa consideram acum ecuatia omogena atasata ecuatiei (3.5.1), adica ecuatia

(3.5.4) y™ () + a1 )y V@) + ... an(t)y(t) = 0.

Sa notam cu §,, multimea solutiilor saturate ale ecuatiei omogene (3.5.4) si cu 8 multimea
solutiilor saturate ale sistemului liniar si omogen atasat sistemului (3.5.3).

LEMA 3.5.1. Aplicatia T : 8, — 8 definita prin
{‘T(y) = (y7y/7 s 7y(n_1)) = (xla Z, ... 7xn)
pentru orice y € 8y, este un izomorfism de spatii vectoriale.

Demonstratie. Se constata ca 8, este un subspatiu vectorial al lui C™(I;R) si ca aplicatia
T este liniard. In plus, T este surjectiva deoarece data o solutie (z1,z2,...,zy,) a sistemului
omogen atagat sistemului (3.5.3) este clar ca functia y = z; este de clasa C™ de la I in R
si T(y) = (x1,29,...,2,). In sfarsit, T este injectiv, deoarece T(y) = T(z) este echivalenti
cu (y, 1,y V) = (2,2,...,20""V), egalitate care evident implici y = z. Deci T este
izomorfism si demonstratia este completa. O

O consecinta imediata a lemei 3.5.1 este:

TEOREMA 3.5.3. Multimea solutiilor saturate ale ecuatiei omogene (3.5.4) este un spatiu
vectorial de dimensiune n peste R.

OBSERVATIA 3.5.1. Teorema 3.5.3 arata ca determinarea solutiei generale a ecuatiei (3.5.4)
revine la determinarea a n solutii saturate particulare liniar independente.

De asemenea, din Teorema 3.2.1 rezulta

TEOREMA 3.5.4. Solutia generald y(-,c) a ecuatiei neomogene (3.5.1) este de forma

y(t, c) = yo(t, c) + yp(2),
unde yo(-,c) este solutia generald a ecuatiei omogene (3.5.4) atasate, iar y, este o solutie
saturatd particulara a ecuatiei (3.5.1).

Fie acum y1,¥9,...,y, un sistem de solutii saturate ale ecuatiei (3.5.4) si sa definim
matricea Y : I — M,,x,,(R) prin

(3.5.5) Y(t) =

pentru orice t € I.

DEFINITIA 3.5.2. Matricea Y definita prin (3.5.5) poarta numele de matrice asociata sis-
temului de solutii y1,y2,...,Yn € Sp.
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DEFINITIA 3.5.3. Sistemul y1,42,...,yn € &, poartd numele de sistem fundamental de
solutii al ecuatiei (3.5.4) daca el constituie o baza in multimea §,, a tuturor solutiilor saturate
ale ecuatiei (3.5.4).

DEFINITIA 3.5.4. Matricea asociata unui sistem fundamental de solutii ale ecuatiei (3.5.4)
poartd numele de matrice fundamentald a ecuatiei (3.5.4).

OBSERVATIA 3.5.2. Intrucat aplicatia T definitd in Lema 3.5.1 este un izomorfism intre
Sy §i 8, rezulta ca un sistem de solutii saturate yi, o9, ...,y, ale ecuatiei (3.5.4) este funda-
mental dac si numai daca 2!, 22,... 2", cu 2° = T(y;) pentru i = 1,2,...,n este un sistem
fundamental de solutii pentru sistemul omogen asociat sistemului (3.5.3). Aceasta observatie
simplad ne va permite sa reformulam mai multe rezultate stabilite pentru sisteme omogene si
in cazul ecuatiei diferentiale de ordinul n liniara cu coeficienti constanti.

Mai precis, fie y1, 42, . . ., Y, un sistem de solutii saturate ale ecuatiei (3.5.4), fie Y matricea
asociatd acestui sistem si fie W(t) = detY(t), pentru ¢ € I, determinantul care, prin analogie
cu cazul studiat anterior, va fi numit wronskianul sistemului de solutii.

TEOREMA 3.5.5. (LIOUVILLE) Fie W wronskianul unui sistem de n solufii saturate ale
ecuatiei (3.5.4). Atunci

(3.5.6) W(t) = W(to)exp (- /t () ds>

0
pentru orice t € I, unde ty € I este fizat.

Demonstratie. Concluzia rezulta din Teorema 3.1.5, observand ca, in cazul sistemului
omogen atagat sistemului (3.5.3) urma matricei A este egala cu —ay. ]

TEOREMA 3.5.6. Fie y1,y2,...,Yyn un sistem de solutii saturate ale ecuatiei (3.5.4), fie' Y
matricea $i respectiv W wronskianul, asociate sistemului de solutii. Urmatoarele conditii sunt
echivalente:

(i) matricea Y este fundamentald,
(ii) pentru orice t € I, W(t) # 0;
(iii) ewista a € 1 astfel incat W(a) # 0.

Demonstratie. Concluzia rezulta din Teorema 3.1.4. U

Fie y1, 92, ...,y un sistem fundamental de solutii ale ecuatiei (3.5.4). Din Teorema 3.5.3,
rezulta ca solutia generala a ecuatiei omogene (3.5.4) este data de

(3.5.7) y(t) = cvi(t)

=1
cuc; € Rpentrui=1,2,...,n. In ceea ce priveste ecuatia neomogena (3.5.1) avem:
TEOREMA 3.5.7. Flie y1,y2,...,Yyn un sistem fundamental de solutii ale ecuatiei (3.5.4).

Atunci, solutia generald a ecuatiei neomogene (3.5.1) este data de

y(t) = Z ci(t)yi(t),

i=1
unde ¢; : 1 — R pentru i =1,2,...,n sunt functis de clasd C' care verificd sistemul
(O () + ch(D)ya(t) + -+ + ¢ (yn(t) = 0
AL (t) + ca(t)ya(t) + -+ (H)yn(t) =0
(3.5.8) :
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pentru orice t € 1.

Demonstratie. S& observam ca y(t) = Y i ¢;(t)yi(t), este solutie a ecuatiei (3.5.1) daca
i numai daca z(t) = Y(t)c(t) este solutie a sistemului (3.5.3), unde ¢(t) este vectorul coloana
ale carui componente sunt ¢ (t), ca(t), ..., cn(t). Rationand ca in demonstratia Teoremei 3.2.2
deducem ca c trebuie sa satisfaca (3.2.7). Dar sistemul (3.5.8) nu este nimic altceva decat
forma specifica pe care o capata (3.2.7) in acest caz. Demonstratia este completa. O

Incheiem aceasta sectiune cu mentiunea ca metoda de a determina solutia generala a
ecuatiei neomogene (3.5.1) pe calea precizata in Teorema 3.5.7 poartd numele de metoda
vartaties constantelor.

6. Ecuatia de ordinul n liniara cu coeficienti constanti

incepem aceasta sectiune cu prezentarea unei metode de determinare a unui sistem funda-
mental de solutii in cazul ecuatiei diferentiale de ordinul n liniara cu coeficienti constanti.
Subliniem c& pentru cazul general al ecuatiei cu coeficienti variabili nu se cunosc metode de
determinare a unui sistem fundamental de solutii.

Fie deci ecuatia de ordinul n liniara, omogena, cu coeficienti constanti

(3.6.1) y () +ary" () + -+ any(t) =0,
unde aq,as,...,a, € R, care, prin intermediul transformaérilor
(‘I) $:(1‘1,96'2,---79%):(yay,,---ay(n_l))a
poate fi rescrisa ca o ecuatie diferentiala de ordinul intai liniara vectoriala
(3.6.2) 7' (t) = Ax(t),
unde
x1(t) 0 1 0 ... 0
xa(t) 0 0 1 ... 0
x(t) = ) siA=
T (t) —ap —Qp-1 —Qp—2 ... —a1

OBSERVATIA 3.6.1. Se constata prin calcul direct ca ecuatia det(A — AJ) = 0 are in acest
caz forma

(3.6.3) N4 a N a, =0.
Aceasta poartd numele de ecuatie caracteristica atagata ecuatiei (3.6.1), iar polinomul
corespunzator din membrul stang se numeste polinom caracteristic atagat ecuatiei (3.6.1).

Rezultatul principal referitor la determinarea unui sistem fundamental de solutii pentru
ecuatia (3.6.1) este

TEOREMA 3.6.1. Fie A1, g, ..., As radacinile ecuatiei (3.6.3) avand ordinele de multiplic-
itate my,ma, ..., ms. Atunci un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia (3.6.1) este

S
F=J%,
j=1
unde, daca \j este reala cu ordinul de multiplicitate m;,
F; = {e’\ft,te/\-ft,t2ekjt, e ,t(mf_l)eAjt} ,

iar dacd \; nu este reald
JF; = Fj(cos) U TFj(sin)
cu
F;(cos) = {e%" cos(B;t), te®" cos(B;t), t?e®" cos(Bjt), . .., t™ e cos(B;t) }
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St

F;(sin) = {e™"sin(B;t), te™" sin(B;t), e sin(B;t), ..., t™ L™ sin(Bt) } .
In acest ultim caz o este partea reald a radacinii \j, tar B; este modulul partii imaginare a
aceleasi radacini.

Demonstratie. Este usor de constatat ca familia F contine cel mult n elemente. Ca atare,
pentru a demonstra teorema, ar fi suficient sa aratam ca orice solutie a ecuatiei (3.6.1) este o
combinatie liniara de elemente din . Tntr—adevér, daca ar fi asa, atunci F ar fi o familie de
generatori pentru multimea solutiilor saturate §,, ale ecuatiei (3.6.1), multime care, conform
Teoremei 3.5.3, este un spatiu vectorial de dimensiune n peste R. Atunci, in mod necesar F ar
avea exact n elemente gi ar fi o baza in §,, ceea ce ar completa demonstratia.

Fie deci y € 8,. Atunci functia T(y) = x definita in Lema 3.5.1 este o solutie a ecuatiei
omogene (3.6.2). Conform observatiei 3.1.5, exista ¢ € R™ astfel incat

z(t) = eMe

pentru orice t € R. Pe de alta parte, din Teorema 3.4.1 si din Observatia 3.6.1, rezulta ca toate
componentele lui x sunt combinatii liniare de elemente din F. In particular y = x; are aceeasi
proprietate si demonstratia este incheiata. O

Putem acum analiza un exemplu care ilustreaza modul in care poate fi descris fenomenul
de rezonanta in cazul oscilatiilor armonice intretinute.

EXEMPLUL 3.6.1. Sa consideram ecuatia diferentiala de ordinul al doilea
(3.6.4) 2"+l = f(t)

care descrie oscilatiile unui punct material P de masa m care se misca pe axa Ox sub actiunea
cumulatd a doua forte: prima elastica F(x) = —kx pentru = € R si cea de-a doua periodica
de forma G(t) = mf(t) pentru t € R. Reamintim ca w? = k/m. Subliniem ci aici este
vorba de de doua sisteme: primul caracterizat de forta elastica F' sistem pe care 1l vom numi
receptor si cel de-al doilea, numit ezcitator, caracterizat de forta perturbatoare G, exterioara
sistemului receptor. Ecuatia (3.6.4) descrie actiunea sistemului excitator asupra celui receptor.
Datorita semnificatiei evidente a actiunii fortei G, ecuatia de mai sus poarta numele de ecuatia
oscilatiilor intrefinute ale punctului material P. Reamintim ca aici x(t) reprezinta elongatia
punctului P la momentul ¢. Sa observam ca, in conformitate cu cele prezentate mai sus, solutia
generala a ecuatiei omogene atagate este data de

x(t) = c1 sinwt 4 ¢o coswt

pentru orice t € R, unde ¢y, co € R. Ne propunem in continuare sa determinam solutia ecuatiei
neomogene in cazul in care forta de intretinere G are aceeasi forma cu solutia ecuatiei omogene,
caz in care G contribuie la amplificarea in timp a oscilatiilor. Analiza aceastei situatii, cunos-
cuta sub numele de fenomen de rezonania, constituie un prim pas spre intelegerea a numeroase
fenomene mult mai complexe, dar in esenta de aceeasi natura. Mai precis, sa presupunem ca

f(t) = k1 sinwt + kg cos wt

pentru t € R, unde cel putin unul dintre numerele k1, k2 € R este nenul. Utilizand metoda
variatiei constantelor prezentata la sfarsitul sectiunii precedente avem ca solutia generala a
ecuatiei (3.6.4) este de forma

x(t) = c1(t) sinwt + co(t) coswt
unde ¢y, ¢ sunt functii de clasa C' care verifica

Ay (t) sinwt + 4 (t) coswt = 0

wd] (t) coswt — wch(t) sinwt = ky sinwt + kg cos wt.
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Rezolvand acest sistem obtinem dupa o simpla integrare

{ c1(t) = ks + (ko/w)t
Cg(t) = k4 — (kl/w)t

pentru t € R, unde k3, k4 € R. Drept urmare, solutia ecuatiei (3.6.4) este

k k
x(t) = kasinwt + k4 coswt + 2sinwt — —t coswt.
w w

Se poate constata ca, spre deosebire de solutia ecuatiei omogene care este marginita pe R,
aceasta este nemarginita. Observatia anterioara este foarte importanta, de exemplu, in alegerea
materialelor de constructie pentru structurile supuse unor oscilatii intretinute. Mai precis,
aceste materiale trebuie alese astfel incat frecventele proprii de oscilatie sd nu fie multipli
rationali de frecventa fortei de intretinere a oscilatiilor.

Incheiem aceasta sectiune cu prezentarea unei clase de ecuatii diferentiale de ordinul n
liniare cu coeficienti variabili care, printr-o simpla substitutie, se reduc la ecuatii cu coeficienti
constanti. Mai precis, sa consideram ecuatia

(3.6.5) £y () + " Lary "I + -+ any(t) = F(D),
in care ai,az,...,a, € Rsi f: R} — R, ecuatie cunoscuta sub numele de ecuafia lui EULER.
TEOREMA 3.6.2. Prin intermediul substitutiilor
{ t=¢e’
y(t) = 2(s)
pentru t > 0 gi s € R, ecuatia (3.6.5) se reduce la una cu coeficienti constanti in noua functie
necunoscutd z de noua variabild s.

Demonstratie. Incepem prin a face mentiunea ca transformarea s — e de la R in R este
inversabili, de clasa C', cu inversa de clasia C. S& observam ca, pentru orice k = 1,2,...,n,
derivata de ordin £ lui y este de forma

d*y k dz d?z d*z
3.6.6 —Z —ghs haiad 4. hatiied
(3.6.6) gk ¢\ TegE T T g
cu ¢y, co, . .., Cy coOnstante. Tntr—adevér, pentru k = 1 avem
dy _gdz
— = *—.
dt ds

Presupunand acum (3.6.5) adevarata pentru un k£ < n — 1 gi derivind-o membru cu
membru deducem

dk+1y (k41 d22 dBZ korlZ
e = (e ) -
dz d’z dkz
—(k+1 _
—ke ( )s <C1d8+02d(92+"‘+0kd8k>—
d? d*z dFtly
— o~ (k+1)s il halled T e~
=e <d1 ds + do ds2 + + dg41 d8k+1>
cu dyj,ds, - + digy1 constante. Deci (3.6.5) este adevarata pentru orice k = 1,2,...,n. Cal-

culand derivatele functiei y, inlocuindu-le in (3.6.5) si tindnd cont ca, pentru orice k =
1,2,...,n, avem t*e% =1, conchidem c& z este solutia unei ecuatii diferentiale de ordinul n,
liniara, cu coeficienti constanti. Demonstratia este completa. O
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OBSERVATIA 3.6.2. Consideratii analoge arata ca si ecuatiile de forma
(at + B)"y™ (1) + (at + B)"Fary V() + - + any(t) = (1),

cua > 0si 8 € R, sunt reductibile la ecuatii diferentiale de ordinul n, liniare, cu coeficienti
constanti.

7. Exercitii si probleme propuse spre rezolvare

PROBLEMA 3.1. Fie a,b: Ry — R doud functii continue cu limy_, o a(t) = 1, b absolut
integrabila pe Ry st sa consideram sistemul

(8)

Sa se demonstreze ca

(1) daca (x,y) este o solutie a sistemului (8) cu x marginita pe R, atunci

lim y(t) =0;

t—+o00
(ii) ewista cel putin o solutie a sistemului (8) nemdrginita pe Ry ;
(iii) daca si functia a este absolut integrabila pe Ry, atunci singura solufie marginitd a
sistemului (8) este solutia identic nuld.

PROBLEMA 3.2. Fie f:1x R™ = R" o functie de clasd C' cu proprietatea cd

n

divy f(t,z) = gfi (t,z) =0

: T
i=1
pe I x R™. Pentru a € I §i & € R", sa notam cu S(-)§ : [a,b) — R™ unica solutie saturata

a problemei PC(IL,R™, f,a,§). Fie D un domeniu de volum finit din R™ si fie D(t) = S(t)D
pentru t € [a,b). Sa se demonstreze ca volumul lui D(t) adica

Vol (D(t)) ://.../Ddet (8“22):”) dzy dxs . .. dxy,

este constant pe [a,b). Acest rezultat este cunoscut sub numele de teorema lui LIOUVILLE §i
este deosebit de util in fizica statistica.

PROBLEMA 3.3. Fie H : R" x R” — R o functie de clasd C? si sd consideram sistemul
hamiltonian

@7_87]{( )
1=1,2,...,n.

Fie &,m € R™ gi sa notam cu S(-)(§,n) = (p(+),q(+)), unde (p,q) : [a,b) — R™ x R™ este unica
solutie saturata a sistemului care satisface p(a) = &£ si q(a) =n. Sa se demonstreze ca, oricare
ar fi domeniul D de volum finit din R™ x R™, Vol(S(t)D) = Vol(D) pentru orice t € [a,b).

PROBLEMA 3.4. Fie A € Myxn(R) 0 matrice a carei transpusa A™ = —A. Sa se arate cd,
pentru orice t € R, matricea et este ortogonald. Reamintim cd o matrice B este ortogonald
dacd ea este nesingulard si B™ = B~1.

PROBLEMA 3.5. Fie A € M,xn(R) 0 matrice a carei transpusa AT = —A. Sa se arate ca
orice matrice fundamentald X a sistemului

7' (t) = Ax(t),

care este ortogonala in t = 0, este ortogonald pentru orice t € R.
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PROBLEMA 3.6. Fie A: R — My, xn(R) o functie continua cu proprietatea ca, pentru orice
t eR, A7(t) = —A(t). Sa se demonstreze ca orice matrice fundamentald X a sistemului

a'(t) = A(t)z(t),
care este ortogonala in t = 0, este ortogonala pentru orice t € R.

PROBLEMA 3.7. Fie A € My, xn(R). Sa se arate ca, daca X € C este o radacindg a ecuatiei
det(A — AJ) = 0, atunci, pentru orice t € R, e este raddcind a ecuatiei det(et — \J) =0

PROBLEMA 3.8. Daca A € M,xn(R) este simetrica, adica A™ = A atunci i et este
stmetrica pentru orice t € R.

PROBLEMA 3.9. Fie A : R — M,,xn(R) o functie continua cu proprietatea ca A*(t) = A(t)
pentru orice t € R. Sa se demonstreze ca orice matrice fundamentald X a sistemului

a'(t) = A(t)z(t),
care este simetrica in t = 0, este simetrica pentru orice t € R.

PROBLEMA 3.10. Fie A € M, xn(R). Sa se demonstreze ca o conditie necesara $i suficienta
ca toate elementele matricei e sd fie pozitive pentrut > 0 este ca toate elementele nediagonale
ale matricei A sa fie pozitive. (A. HALANAY [7], p. 190)

PROBLEMA 3.11. Fie A, B,C € M,,xn(R). Demonstrati ca solutia problemei CAUCHY

/() = AKX(t) + X(t)B
{ X(0) = €

este datd de X(t) = e Ce!®. (A. HALANAY [7], p. 191)
).

PROBLEMA 3.12. Fie A, B,C € M,xn(R). Sa se demonstreze ca daca integrala

+oo
X = —/ eAee’Bds
0

ezistd atunci ea este solutia ecuatiei matriceale AX + XB = €. (A. HALANAY [7], p. 191)

PROBLEMA 3.13. Fie A € M;,xn(R) si fie

i~ A2k
A=) (-1)F
cos n:O( ) k)
s A 2k+1
. 1
sin A nzo( ) (2k+1)'

d d
(1) Sa se calculeze o (costA) si pn (sintA) ;
(2) Sa se arate ca matricea de tip 2n x 2n

costA sintA
Z(t) = < —AsintA AcostA >

este matrice de solutii asociata sistemului de 2n ecuatii diferentiale liniare de ordinul
ntai cu 2n functii necunoscute: T1,T9 ..., Tn,Y1,Y2 - - - Yn

{ z'(t) = y(t)
Y (t) = —A%x(t).

In ce conditii este aceasta o matrice fundamentala?
(A. HALANAY [7], p. 191)
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PROBLEMA 3.14. Fie f: IxR™ — R"” o functie continua pe I x R™ si lipschitziana pe R™,
fie £ € R" a el si A€ Myxn(R). Definim urmdatorul sir de aproximatii succesive: zq este
unica solutie globala a sistemului

{ 2'(t) = Ax(t)

z(a) = ¢,

iar T, este unica solufia globald a sistemululus

{ 2l () = Az (t) + F(t, 2m-1(t)) — Azp_1(t)
Tm(a) =¢&.

Sa se demonstreze ca pentru orice b > a cu [a,b] C L, (Zym)men converge uniform pe [a,b] la
unica solutie x : [a,b] — R™ a problemei CAUCHY

{ ' (t) = f(t,2(t))
z(a) = &.
(A. HALANAY [7], p. 196)

EXERCITIUL 3.1. Sa se rezolve urmatoarele sisteme de ecuatii diferentiale liniare:

(1){ x:1 =21 + 279 (2){ T = 29

xh = 4x1 + 3xa. Th = —x1.
/ /
T1 = x1 + OT2 T1 = T1+ X2
<3){ xh = —x1 — 3. (4){ zh=x1 + 22 + .

x| + 2x1 + x9 = sint )+ 2x1 +4xe = 14+ 4t
(5)q AT TSN g AT AT
9 1 T9 = cost. Ty + a1 — T2 = 517,

) = x9 Ty = 23 + T3
/ /

() x5 = x3 (8) ah =x3+ 21
xh = x7. Th = x1 + x9.

EXERCITIUL 3.2. Sa se integreze urmdatoarele ecuatii diferentiale de ordinul al doilea:
(1) 2" — b2’ + 42 = 0. (2) 2" + 22"+ 2 =0. (3) " +4x = 0.

1
(4) 2" — 4o = 22 (5) 2 + 9z = cos 2t. (6) 2’ +x = e
sin
(7) 2’ +x = 2tcostcos2t. (8) x —da' + 4z = te®t. (9) 2" — 22 = 4%t

EXERCITIUL 3.3. Sa se integreze urmdatoarele ecuatii diferentiale de ordin superior:
(1) 2 = 132" + 122" =0. (2) 2" — 2’ =0. (3) 2 +x=0.
(4) 2™V 442 = 0. (5) 2" — 32" +32' —x=t. (6) 2’V +22" +2=0.
(7) 2tV —22" + 2" =et.  (8) 2 +a" + a2’ +x=tel. (9) 2 + 62" + 92’ =t.
EXERCITIUL 3.4. Sa se integreze urmdtoarele ecuatii diferentiale de tip EULER, sau re-
ductibile la acestea:
(1) 22" + 3tz’ + 2 = 0. (2) t?22" —ta' — 32 = 0.
(3) t22" + ta' + 4z = 0. (4) 32" — 3t%2" + 6t’ — 62 = 0.
2
(5) (3 + 2)a" + T2’ = 0. 6) 2" = =
/
(7) (8)

7 x”+%+x

(9) (1+1)%22" —3(1 +t)a' + 4z = (1 +t)3. (10) 22" —tz’' + z = 2t.



CAPITOLUL 4

Probleme de stabilitate

Acest capitol este dedicat in intregime studiului stabilitatii solutiei unui sistem de ecuatii
diferentiale. In primul paragraf sunt definite si ilustrate conceptele fundamentale referitoare
la stabilitate. Paragraful al doilea este axat pe stabilirea unor conditii necesare si suficiente
de stabilitate in cazul particular al sistemelor de ecuatii diferentiale de ordinul intai liniare,
iar paragraful al treilea analizeaza conditiile in care se conserva proprietatea de stabilitate
asimptotica a unui sistem diferential liniar la mici perturbari. In paragraful al patrulea sunt
prezentate mai multe conditii suficiente de stabilitate exprimate prin intermediul existentei
unei functii descresciatoare de-a lungul traiectoriilor, iar in paragraful al cincilea sunt incluse
mai multe rezultate cu privire la stabilitatea solutiilor sistemelor disipative. In paragraful al
saselea este analizata problema stabilitatii solutiilor sistemelor de control automat, iar para-
graful al saptelea este dedicat catorva consideratii referitoare la instabilitate. Ultimul paragraf
este consacrat unor probleme §i exercitii propuse spre rezolvare.

1. Tipuri de stabilitate

In acceptiunea uzuala stabilitatea este proprietatea starii unui sistem de a nu-gi schimba
adoptata din mecanica unde descrie acea proprietate a starii de echilibru a unui sistem con-
servativ de a fi “putin sensibild pe termen lung” la orice fel de perturbari, cu conditia ca
acestea sa fie de “mica intensitate”. Matematic, aceastd notiune are mai multe acceptiuni,
toate provenind din precedenta, si care descriu diverse tipuri de continuitate a solutiei unui
sistem ca functie de datele initiale. Studiul riguros al stabilitétii 1si are originea in lucrarile
de mecanici cereasca ale lui POINCARE si MAXWELL si a culminat cu teza de doctorat a lui
LiapunNoOV (1892) care constituie punctul de referinta al teoriei moderne a stabilitatii.

Dupa cum am aratat in Teorema 2.6.2, in anumite conditii de regularitate asupra mem-
brului drept f, aplicatia  — (-, a,n) - unica solutie globala a problemei Cauchy

PC(a,n) { i(; i(z z)

este lipschitziana de la R™ in C([a,b]; R™). O problema mai delicata, dar de interes practic,
este aceea de a stabili conditii suficiente asupra functiei f astfel incéat, pe de o parte z(-,a,§)
sa fie definita pe [a,+00) si, pe de alta parte aplicatia n — z(-,a,n) sa fie continud de la
o vecinatate a lui § in spatiul functiilor continue de la [a,400) in R", dotat cu topologia
convergentei uniforme.

Fie © o submultime nevid& si deschisa din R”, f : Ry x  — R” o functie continua pe
R4 x Q si local lipschitziana pe €2 gi sa considera sistemul diferential

(4.1.1) ¥ = f(t, ).

Sa presupunem ca (4.1.1) are o solutie ¢ : Ry — Q.
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DEFINITIA 4.1.1. Solutia ¢ : Ry — Q a sistemului (4.1.1) se numeste simplu stabild
daca pentru orice £ > 0 si orice a > 0 exista d(e,a) > 0 astfel incat pentru orice £ € Q cu
1€ = ¢(a)]| < d(e, a):

(i) unica solutie saturata z(-,a,§) a sistemului (4.1.1) care satisface z(a,a,§) = & este
definita pe [a, +00) si
(ii) ||lx(t,a,&) — ¢(t)|| < e pentru orice t € [a, +00).

Situatia descrisa in Definitia 4.1.1 poate fi ilustrata sugestiv in cazul n = 2 ca in Figura 4.1.1

de mai jos.

- thegraph of @
——— thegraph of x

Ficura 4.1.1

DEFINITIA 4.1.2. Solutia ¢ : Ry — Q a sistemului (4.1.1) se numeste uniform stabila daca
ea este simplu stabila si d(e,a) din Definitia 4.1.1 poate fi ales independent de a > 0.

DEFINITIA 4.1.3. Solutia ¢ : Ry — Q a sistemului (4.1.1) se numeste asimptotic stabila
daca ea este simplu stabild i in plus pentru orice a > 0 existd p(a) > 0 astfel incat pentru
orice £ € 9 cu ||€ — d(a)| < p(a):

(i) unica solutie saturata z(-,a,§) a sistemului (4.1.1) care satisface z(a,a,§) = & este
definita pe [a, +00) si
(i) tim_[lo(t.0.€) - o(H)] = 0.

Vezi Figura 4.1.2 de mai jos.

the graph of @

the graph of x

Ficura 4.1.2

DEFINITIA 4.1.4. Solutia ¢ : Ry — Q a sistemului (4.1.1) se numeste uniform asimptotic
stabila daca ea este uniform stabild si exista p > 0 astfel incat pentru orice @ > 0 si orice & € 2

cu [|§ — ¢(a)]| < p:
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(i) unica solutie saturata z(-,a,§) a sistemului (4.1.1) care satisface z(a,a,§) = & este
definita pe [a, +00) si

(ii) pentru orice € > 0 exista a(e) > 0 astfel incat pentru orice a > 0, orice £ €  cu
|€ — ¢(a)]| < p siorice t > a+ a(e) avem

lz(t, a,8) — o)l < e.

OBSERVATIA 4.1.1. Toate cele patru concepte de stabilitate definite mai sus se refera la
proprietati ale unei solutii a sistemului (4.1.1) si nu la proprietati ale sistemului. Mai precis
exista sisteme care poseda atat solutii stabile cat si solutii instabile. intr—adevér, sa consideram
ecuatia diferentiala

7 =ax(p—2),
unde a > 0 gi p > 0 sunt constante. Dupa cum am vazut in sectiunea 4 din capitolul 1, aceasta
ecuatie descrie raspandirea unei boli intr-o populatie cu p indivizi, z(t) reprezentand numarul
de indivizi infectati la momentul ¢. Reamintim ca pentru orice 7 > 0 si orice £ € R unica
solutie globala z(-,7,&) : [T,+00) — R a acestel ecuatii care satisface z(7,7,§) = £ este

pgeap(tff)

z(t,7,§) = P+ g(eap(t,.,.) )

pentru ¢t € [7,400). Este ugor de observat ca, dintre cele doua solutii stationare ale ecuatiei
x = 0 gi x = p, prima este instabila, iar cea de a doua este uniform stabila. Reformuland
aceasta observatie In termenii fenomenului modelat, putem afirma ca, intr-un sistem biologic
izolat, starea de sanatate (x = 0) este fragila la perturbari, adica instabila, in timp ce starea
de boala este uniform stabila.

OBSERVATIA 4.1.2. Se constata imediat ca orice solutie ¢ a sistemului (4.1.1) care este uni-
form asimptotic stabila este atat uniform stabila cat si asimptotic stabila. De asemenea, orice
solutie uniform sau asimptotic stabila este simplu stabila. Subliniem ca: (1) stabilitatea simpla
nu implica stabilitatea uniforma; (2) notiunile de stabilitate uniforma si respectiv asimptotica
sunt independente; (3) stabilitatea uniforma nu o implica pe cea uniform asimptotica. Vezi
exemplul de mai jos.

EXEMPLUL 4.1.1. Pentru a demonstra punctul (1) din Observatia 4.1.2, fie ecuatia 2/ (t) =

a(t)x(t), unde

a(t) = % [t(cost)(1 —tcost)].
Este usor de constatat ca a satisface conditia (1) din Problema 4.1 cu M : Ry — R definita
prin M (tg) = (to costo— 3)? pentru orice tg € Ry, dar nu satisface nici una dintre celelalte trei
conditii. Deci solutia nula a ecuatiei de mai sus este simplu stabild dar nu este nici uniform,
nici asimptotic stabila, ceea ce demonstreaza (1).

Solutia identic nula a ecuatiei ' = 0 este uniform stabila dar nu este asimptotic stabila
si cu atat mai putin uniform asimptotic stabila. Aceasta observatie demonstreaza (3) si faptul
ca stabilitatea uniforma nu o implica pe cea asimptotica. Pentru a completa demonstratia
punctului (2) din Observatia 4.1.2 vom arata ca stabilitatea asimptotica nu o implica pe cea

uniforma. In acest scop s consideram ecuatia z/(t) = a(t)z(t), unde
(t) = 5 [ (sint - )
a(t) = — [t(sint — «
dt
pentru orice t > 0, unde « € (0,1/7). Lasam in seama cititorului s& demonstreze ca a satisface

conditia (3) din Problema 4.1 dar nu satisface conditia (2) din aceeagi problema. Deci solutia
nula a ecuatiei este asimptotic stabila dar nu este uniform stabila.
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OBSERVATIA 4.1.3. Prin transformarea y = x—¢ studiul oricarui tip de stabilitate referitor
la solutia ¢ a sistemului (4.1.1) se reduce la studiul aceluiasi tip de stabilitate referitor la solutia
identic nula a sistemului

y'(t) = ft,y(t) + (1) — &' (2).
Din acest motiv, in tot ceea ce urmeaza, vom presupune ca 0 € Q, f(t,0) = 0 si ne vom limita
numai la studiul stabilitatii solutiei identic nule a sistemului (4.1.1).

Un punct stationar sau punct de echilibru pentru sistemul (4.1.1) este un element z* € 2
cu proprietatea f(¢,2*) = 0 pentru orice t € Ry. Evident, daca z* este un punct stationar
pentru sistemul (4.1.1), functia z = x* este o solutie constanta a sa, numita solutie stationara.
Sa observam ca solutia identic nuld a sistemului (4.1.1) este de fapt o solutie stationara sau
un punct de echilibru pentru sistem in acceptiunea precizata anterior. In cazul sistemelor
autonome, adica a sistemelor pentru care f nu depinde in mod explicit de variabila ¢t € Ry,
are loc urmatorul rezultat de comportare la infinit a solutiilor sistemului (4.1.1). Mentionam
ca un rezultat foarte asemanator a fost stabilit in Sectiunea 4 a capitolului 3 pe parcursul
demonstratiei lemei 77.

TEOREMA 4.1.1. Fie f: Q — R™ o functie continud si fie x : [a,+00) — Q o solutie a
sistemului (4.1.1). Daca existd

lim z(t) = z*
t——+o0

gt x* € Q, atunci * este un punct de echilibru pentru sistemul (4.1.1).

Demonstratie. Din teorema lui LAGRANGE aplicata componentei z; a solutiei pe intervalul
[m,m+ 1], cu m € NN [a,+00) sii = 1,2...,n, rezulta ca exista O;, in (m,m + 1) astfel
incat

zi(m +1) — zi(m) = 23(0im) = fi(2(0im))
pentru orice ¢ = 1,2,...,n si m € NN [a,+00). Cum lim,, (z;(m+1) —x;(m)) = 0 si
lim,, fi(x(0im)) = fi(z*) urmeaza ca

li , — f(*) =

t_}_ir{loo fi(z(t)) = fi(z") =0

pentru ¢ = 1,2,...,n si ca atare f(z*) = 0. Demonstratia este incheiata. O
Pentru simplitate vom relua definitiile anterioare in cazul particular ¢ = 0.

DEFINITIA 4.1.5. Solutia nula a sistemului (4.1.1) se numeste simplu stabila daca pentru
orice ¢ > 0 si orice a > 0 exista d(g,a) > 0 astfel incat pentru orice £ € ) care satisface
€1 < d(e; a):

(i) unica solutie saturata z(-,a,§) a sistemului (4.1.1) care satisface z(a,a,§) = & este
definita pe [a, +00) si
(ii) ||lx(t,a,&)| < e pentru orice t € [a, +00).

DEFINITIA 4.1.6. Solutia nula a sistemului (4.1.1) se numeste uniform stabila daca ea este
simplu stabila si d(e, a) din Definitia 4.1.1 poate fi ales independent de a > 0.

DEFINITIA 4.1.7. Solutia nula a sistemului (4.1.1) se numeste asimptotic stabila daca ea
este simplu stabila gi in plus pentru orice a > 0 exista p(a) > 0 astfel incat pentru orice £ € 2
cu [|€]] < p(a):

(i) unica solutie saturatd x(-,a,) a sistemului (4.1.1) care satisface x(a,a,&) = ¢ este
definita pe [a, +00) si
(i) ,lim_Jo(t,a,)] = 0.

DEFINITIA 4.1.8. Solutia nuld a sistemului (4.1.1) se numeste uniform asimptotic stabila
daci ea este uniform stabila si exista g > 0 astfel incat pentru orice a > 0 i orice £ € Q) cu

(SIS
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(i) unica solutie saturata z(-,a,§) a sistemului (4.1.1) care satisface z(a,a,§) = & este
definita pe [a, +00) si

(ii) pentru orice € > 0 exista a(e) > 0 astfel incat pentru orice a > 0, orice £ €  cu
I€]| < w sl orice t > a + a(e) avem

lz(t, a, )l < e.

Incheiem acest paragraf cu definitia unui concept de stabilitate care, de aceasta data,
descrie o proprietate a sistemului (4.1.1) si nu a unei solutii.

DEFINITIA 4.1.9. Sistemul (4.1.1) se numeste global asimptotic stabil daca pentru orice
a > 0 si orice £ € Q unica solutie saturata z(-,a,&) a sa care satisface z(a,a,§) = £ este
definita pe [a, +00) si . liin x(t,a,&) = 0.
—+o00

2. Stabilitatea sistemelor liniare

Scopul acestei sectiuni este de a prezenta mai multe rezultate referitoare la diversele tipuri
de stabilitate In cazul particular al sistemelor diferentiale liniare. Mai precis, sa consideram
sistemul

(4.2.1) (1) = A(t)z(t),

unde A = (aij)nxn este o matrice ale carei elemente a;; sunt functii continue de la R in R.
TEOREMA 4.2.1. Solutia nuld a sistemului (4.2.1) este simplu stabila (asimptotic stabild),
(uniform stabild), (uniform asimptotic stabild) dacd si numai dacd orice solutie saturatd a sa
este simplu stabila (asimptotic stabila), (uniform stabila), (uniform asimptotic stabild).
Demonstratie. Daca © = ¢ este o solutie saturata a sistemului (4.2.1), prin transformarea
y = x — ¢, aceasta este dusa 1n solutia saturata y = 0. Concluzia teoremei rezulta din simpla
observatie ca ¢ satisface conditiile Definitiei 4.1.1, (4.1.2 sau 4.1.3 sau 4.1.4) daca si numai

daca y = 0 satisface conditiile Definitiei 4.1.5, (4.1.6 sau 4.1.7 sau 4.1.8). O

OBSERVATIA 4.2.1. Conform Teoremei 4.2.1, in cazul sistemelor liniare, stabilitatea unei
solutii saturate este echivalenta cu stabilitatea oricarei solutii saturate. De aceea, In acest cadru,
vom vorbi despre stabilitatea sau instabilitatea sistemului intelegdnd prin aceasta stabilitatea
sau instabilitatea solutiei nule (sau a oricarei alte solutii saturate).

Continuam cu un rezultat fundamental referitor la stabilitatea simpla.

TEOREMA 4.2.2. Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) sistemul (4.2.1) este simplu stabil;

(ii) sistemul (4.2.1) are un sistem fundamental de solutii marginite pe Ry ;
(iii) toate solutiile saturate ale sistemului (4.2.1) sunt marginite pe R ;
(iv) toate matricele fundamentale ale sistemului (4.2.1) sunt marginite pe R ;
(v) sistemul (4.2.1) are o matrice fundamentald marginita pe Ry.

Demonstratie. Daca (4.2.1) este simplu stabil, atunci pentru e = 1 i a = 0 exista § > 0
astfel incat, pentru orice £ € R™ cu ||£|| < §, unica solutie saturata z(+,0,§) a sistemului (4.2.1)
satisface

lz(t,0,8)[ <1
pentru orice t € R;. Luand n vectori liniar independenti din sfera B(0, d) sa observam ca cele
n solutii saturate, care au ca date initiale in t = 0 cei n vectori respectiv, sunt marginite pe R
gi formeaza un sistem fundamental de solutii pentru (4.2.1). Deci (i) implica (ii). Daca (4.2.1)
are un sistem fundamental de solutii marginite pe R, cum orice solutie este o combinatie
liniara de elemente din sistemul fundamental, ea este marginita si ca atare (ii) implica (iii).
Evident (iii) implic& (iv) care la randul siu implici (v). In sfarsit, s& considerfm o matrice
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fundamentala X(t) a sistemului (4.2.1) si sa reamintim ca, pentru orice a > 0 si orice £ € R,
unica solutie saturata z(-,a, &) a sistemului (4.2.1) este data de

z(t,a,€) = X()X™(a)§
pentru orice ¢ > a. Presupunand ca are loc (v) putem alege X(t) astfel incat sa existe M > 0

cu proprietatea

1X(E)]o < M

pentru orice ¢t € Ry, unde ||X(¢)||o este norma definita in Sectiunea 1 din appendix, norma
care, conform observatiei 6.1.1 este echivalenta cu norma euclidiand a matricei X(¢), adica cu
radicalul din suma patratelor elementelor sale. Din ultimele doua relatii avem

(¢, a, )|l < M(X™H(a)llo]I€]l
pentru orice t > a. In consecinta, pentru orice € > 0 si orice a > 0 exista
3(e,a) = & (M| X (a)]lo) " >0
astfel incat, pentru orice £ € R™ cu ||€]| < d(e, a) sa avem
z(t,a, )| < e

pentru orice ¢t > a. Deci (v) implica (i) si demonstratia este incheiata. O

In cazul liniar, cele dou# conditii din Definitia 4.1.7 a stabilitatii asimptotice nu sunt
independente. Mai precis avem

ProproOzZITIA 4.2.1. Sistemul (4.2.1) este asimptotic stabil daca si numai daca pentru orice
a >0 exista p(a) > 0 astfel incat pentru orice & € R™ cu [|€]| < p(a) sa avem

t_l)lfrnoo z(t,a,&) = 0.

Demonstratie. Necesitatea este evidenta. Pentru a demonstra suficienta sa observam ca,
pentru a = 0 existd u > 0 astfel incat toate solutiile saturate ale sistemului (4.2.1), care
au drept date initiale in ¢ = 0 vectori din B(0, i), au limita 0 pentru t tinzand la +oc. In
consecinta, toate aceste solutii sunt marginite pe R. In particular, orice sistem fundamental
de solutii ale sistemului (4.2.1) care au datele initiale in ¢ = 0 din B(0, x1) este constituit numai
din functii marginite pe R;. Din echivalenta afirmatiilor (i) si (ii) din Teorema 4.2.2 rezulta
ca (4.2.1) este simplu stabil, ceea ce completeaza demonstratia. O

Rezultatul de baza cu privire la stabilitatea asimptotica a sistemelor liniare este

TEOREMA 4.2.3. Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) sistemul (4.2.1) este asimptotic stabil;

(i) sistemul (4.2.1) admite un sistem fundamental de solufii care tind la 0 pentrut tinzand
la +o00;

(iii) sistemul (4.2.1) este global asimptotic stabil

(iv) norma oricarei matrici fundamentale a sistemului (4.2.1) tinde la O pentru t tinzand
la +o00;

(v) exista o matrice fundamentald a sistemului (4.2.1) a carei normd tinde la 0 pentru t
tinzand la +oo.

Demonstratie. Daca (4.2.1) este asimptotic stabil pentru a = 0 exista p > 0 astfel incat,
pentru orice £ € R™ cu ||£|| < p, unica solutie saturata x(-,0,¢) a sistemului (4.2.1), care
satisface (0, 0,&) = &, tinde la 0 pentru ¢ tinzand la +o00. Sa consideram un sistem fundamental
de solutii ale lui (4.2.1) format din functii care In ¢ = 0 au drept valori n vectori liniar
independenti din B(0, 1), si sd observam c&, din modul in care a fost ales p > 0, acest sistem
contine numai functii cu limita 0 la +o00. Deci (i) implica (ii). Daca (4.2.1) admite un sistem
fundamental de solutii care tind la 0 pentru ¢ tinzand la +oo, atunci orice solutie a lui (4.2.1)
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va avea aceeagi proprietate fiind o combinatie liniara de elemente din sistemul fundamental
considerat. Deci (ii) implica (iii). Evident (iii) implica (iv) care la randul sau implica (v). In
sfargit, daca X(t) este o matrice fundamentala a sistemului (4.2.1) cu

i [X(8)]o =0,

din formula de reprezentare a solutiei: z(t,a, &) = X(¢)X~!(a)¢ pentru orice ¢t > a, deducem
ca orice solutie saturata a sistemului (4.2.1) tinde la 0 pentru ¢ tinzand la +oco. Conform
Propozitiei 4.2.1, sistemul (4.2.1) este simplu stabil si ca atare (v) implica (i). Demonstratia
este incheiata. g

TEOREMA 4.2.4. Sistemul (4.2.1) este uniform stabil dacd i numai daca exista o matrice
fundamentala a sa X(t) si exista M > 0 astfel incat

(4.2.2) 1X(@®)X ™ (s)llo < M
pentru orice t,s € Ry, s <t.

Demonstratie. Pentru a demonstra suficienta sa presupunem ca sistemul (4.2.1) are o ma-
trice fundamentala care satisface (4.2.2). Fie £ € R” i @ € R;. Cum unica solutie saturata a
(4.2.1) z(+,a,&) este data de

z(t,a, &) = X)X (a)¢,
din (4.2.2), rezulta
(¢, a, &) < XX (a)llollé]l < M€
pentru orice t > a. Fie € > 0. Din inegalitatea precedenta rezulta ca, pentru orice £ € ) cu
1€l < eM L, avem
z(t,a, )| < e
pentru orice ¢ > a. Ca atare (4.2.1) este uniform stabil.

Pentru necesitate sia presupunem ca (4.2.1) este uniform stabil. Atunci, pentru ¢ = 1
exista § > 0 astfel incat, pentru orice a € Ry i orice £ € Q cu [|£]| <, unica solutie saturata
z(-,a,§), a (4.2.1) care satisface z(a,a, &) = &, verifica inegalitatea

@, a, )l <1
pentru orice ¢t > a. Fie X(t) acea matrice fundamentald a sistemului (4.2.1) care satisface
X(0) = J,,. Fie A € (0,0) sit,s € Ry cu s <t. S observam ca matricea AX(#)X~!(s) are drept
coloand de rang i € {1,2,...,n} acea solutie saturata z’ a sistemului (4.2.1) care pentru t = s
ia valoarea ¢!, unde &' este vectorul cu toate componentele nule exceptand cea de pe locul i
care este \. Atunci ||£/]| = A\ < J si de aceea ||2°(¢)|| < 1 pentru orice i € {1,2,...,n} si orice
t > s. Cum din Observatia 6.1.1 avem

n 1/2
X @)X (s)llo < AIX(BXT(s)]le = (Z Hﬂfi(t)\l2>
i=1

pentru orice t > s, din inegalitatile precedente urmeaza
10X (s)llo < A0/
pentru orice t, s € Ry, s < t. Demonstratia este incheiata. [l
In privinta stabilitatii uniform asimptotice demonstram
TEOREMA 4.2.5. Sistemul (4.2.1) este uniform asimptotic stabil daca i numai dacd existd
o matrice fundamentald X(t) a sa care satisface

lim _[2()X ()]0 = .

t—s—+

Demonstratie. Sa observam ca, (4.2.1) este uniform asimptotic stabil daca gi numai daca
el este uniform stabil gi asimptotic stabil. Concluzia rezulta din Teoremele 4.2.3 si 4.2.4. [
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Fie acum sistemul
(4.2.3) ' = Az
in care A € M, x,(R) este o matrice constanta.

DEFINITIA 4.2.1. Matricea A se numeste hurwitziand' daci toate ridicinile ecuatiei car-
acteristice det(A — \J) = 0 au partea reala strict negativa.

LEMA 4.2.1. Daca A este hurwitziand atunci exista constantele M > 1 si w > 0 astfel
incat
[0 < Me™™

pentru orice t > 0.

Demonstratie. Conform Teoremei 3.4.1 de structuri a matricei et toate elementele aces-
teia sunt de forma Y ;_; [pr(t)e™ " cos(Bit) + qi(t)e* ! sin(Bgt)], unde ay +1ify este o raddcina
de ordin de multiplicitate my a ecuatiei caracteristice det(A — AJ) = 0, iar pg si gx sunt poli-
noame cu coeficienti reali, de grad cel mult my — 1. Dacd A este hurwitziana atunci exista
w > 0 astfel incat orice radacina a + i a ecuatiei caracteristice sa satisfaca

o< —w.

Intr-adevir, fie A1, Ao, ... As radéacinile ecuatiei caracteristice ordonate dupa partile lor reale:
o1 <ag <...op<0. Atunci w = —%Ozk satisface proprietatea ceruta. Avem atunci

le*]lo = e B (t)llo,

unde toate elementele matricei B sunt de forma
S

Z [pe(t)e "% cos(Bit) + qi(t)e " sin(Bkt)]
k=1
unde 7y, > 0, iar pi si g sunt polinoame. Ca atare exista M > 1 astfel incat

1B@)lo <M

pentru orice t > 0. Aceasta inegalitate impreuna cu relatia de mai sus completeaza demonstratia.
O

TEOREMA 4.2.6. Daca sistemul (4.2.3) este asimptotic stabil atunci matricea A este hur-
witzianda. Daca matricea A este hurwitziand atunci sistemul (4.2.3) este global si uniform
asimptotic stabil.

Demonstratie. Pentru a demonstra prima afirmatie sa presupunem pentru reducere la
absurd ca, desi sistemul (4.2.3) asimptotic stabil, matricea A nu este hurwitziana. Aceasta
inseamna ca exista cel putin o radacina a ecuatiei caracteristice det(A — A\I) = 0 avand partea
reald nenegativa. Fie A = «a + i aceastd radacina. Atunci matricea A, gandita ca un ele-
ment din M,,,,(C) are cel putin un vector propriu z € C™ corespunzator valorii proprii A. Sa
notam cu z = £ + in, unde &, € R”, acest vector. Daca valoarea proprie A este reala atunci
vectorul propriu corespunzator are toate componentele reale (z = &) si in acest caz functia
z(t,0,c€) = ceMé, cu ¢ € R, este solutie a sistemului (4.2.3). Cum &, in calitate de vector
propriu al matricei A, este nenul iar A > 0, rezulta ca pentru orice ¢ € R* functia x(+, 0, c£) nu
poate tinde in norma la 0. Ca atare, solutia nula a sistemului (4.2.3) nu poate fi asimptotic
stabila. Daca A nu este real atunci conjugatul sau X este de asemenea valoare proprie pentru
A iar Z = £ — in este un vector propriu corespunzator. Mai mult s& observam ca n # 0. Intr-
adevar daca n ar fi nul, atunci z € R” si din Az = Az ar rezulta A € R, in contradictie cu

IDenumirea provine de la numele matematicianului german ADOLF HURWITZ care a triit intre anii
1859-1919 si care a definit si studiat aceastd clasa de matrice.
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presupunerea facuta. In aceste conditii, s observam ca functia y(-,0,cn) : R — R™ definita
prin
c -
y(t,0,cn) = % (e)‘tz — e’\tf) = ce™(sin Bt - £ + cos Bt - )
i

pentru orice t € R, unde ¢ € R*, este nenuld fiind partea imaginara a functiei ce?'z care in
t = 0 are valoarea cn. Dar aceasta functie y(-,0,cn), care este solutie a sistemului (4.2.3), nu
poate tinde In norma la 0 pentru nici o valoare a lui ¢ € R*. Deci solutia nula a sistemului nu
este asimptotic stabila. Contradictia la care am ajuns poate fi inldturata numai daca A este
hurwitziana. Demonstratia necesitatii este completa.

Pe de alta parte, daca matricea A este hurwitziana din Lema 4.2.1 rezulta ca

: tA —sA (t—s)A —
lim e 4 foflel M4 =0,

At

relatie care, In virtutea Teoremei 4.2.5, incheie demonstratia suficientei. Il

OBSERVATIA 4.2.2. Teorema 4.2.6 arata ca, pentru sistemele de ecuatii diferentiale liniare
cu coeficienti constanti, stabilitatea asimptotica este echivalenta cu stabilitatea globala si uni-
form asimptotica.

O completare utila a Teoremei 4.2.6 este

TEOREMA 4.2.7. Daca ecuatia caracteristica det(A — A\I) = 0 are mdcar o raddacindg cu
partea reald strict pozitiva atunci sistemul (4.2.3) este instabil. Daca toate radacinile ecuatiei
caracteristice au partea reald nenegativa si celulele JORDAN corespunzatoare tuturor radacinilor
avand partea reald egala cu 0 sunt de ordinul intai, atunci sistemul (4.2.3) este uniform stabil.
In particular, daca toate radacinile ecuatier caracteristice au partea reald nenegativa si toate
radacinile avand partea reald egald cu 0 sunt simple, atunci sistemul (4.2.3) este uniform stabil.

Demonstratie. Reluand consideratiile din demonstratia necesitatii Teoremei 4.2.6, deducem
ca, daca « + i este o radacind a ecuatiei caracteristice gi € + in € C™ este un vector pro-
priu corespunzator, atunci, cel putin una dintre functiile z(¢,0,c€) = ceM¢ sau y(t,0,en) =
ce®(sin Bt - € + cos Bt - m) cu ¢ € R* este solutie neidentic nenuld pentru sistem. Evident,
daci a > 0, acea solutie este nemirginitii. In conformitate cu Teorema 4.2.2 sistemul (4.2.3)
este instabil. Daca toate radacinile ecuatiei caracteristice au partea reala nenegativa si celulele
JORDAN corespunzatoare celor cu partea reala egala cu 0 sunt de ordinul intai, in conformitate
cu formula (4.3) din Capitolul 4, e¥» = (1) gi aceasta deoarece, in acest caz, &, = (0). In
consecinti toate elementele matricei e sunt mirginite pe R,. Ca atare existd M > 0 astfel
incat [[ete4 g = |le®94 |9 < M pentru orice t, s € Ry, s < t. In virtutea Teoremei 4.4.5,
sistemul (4.2.3) este uniform stabil. O

EXEMPLUL 4.2.1. Conditia ca toate celulele JORDAN corespunzatoare radacinilor cu partea
reala egala cu 0 si fie de ordinul intéi este mai putin restrictivi decét conditia ca toate aceste
radacini sa fie simple. intr—adevér, radacinile ecuatiei caracteristice corespunzatoare matricei
A, avand forma JORDAN

00 0 O
00 0 O
A= 00 -1 1 ’
00 0 -1
sunt A = 0 gsi A = —1, ambele avand ordinul de multiplicitate 2. Cu toate acestea, celulele
JORDAN corespunzitoare radacinii duble 0 sunt de ordinul intéi. In acest caz matricea e** este
10 0 0
oA _ 0 0

01
00 (1+t)et 0
00 0 et
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Incheiem aceastd sectiune cu o conditie necesara si suficienta ca o matrice A sa fie hur-
witziana sau, echivalent, ca un polinom cu coeficienti reali sa aiba toate radacinile cu partea
reald strict negativa. Fie p(z) = apz™ + 12" ! + -+ + a;, un polinom cu coeficienti reali.
Acestui polinom 1i asociem aga numita matrice a lui HURWITZ

aq (7)) 0 0 e 0
a3 a9 (651 (&7s) e 0
H =
agf—1 Qog—2 Q-3 O2k—4 ... Q2k_p
0 0 0 0 - Qnp

unde «; = 0 daca ¢ < 0 sau 7 > n.

TEOREMA 4.2.8. (HURWITZ) Un polinom p(z) = apz™ + 12"t + -+ + a, are toate
radacinile cu partea reald strict negativa daca si numai daca tofi minorii principali ai matricii
lui HURWITZ asociate sunt pozitivi, adicd

a1 O 0
>0, D3=| a3 as a1 >0, ...,D,=det(H) > 0.

a5 (4 Q3

a1 Qg

D=« Dy =
1 1>0, Do a3 as

Pentru demonstratia acestei teoreme vezi S. NISTOR, I. TOFAN [12], p. 176.

3. Stabilitatea sistemelor perturbate

Fie Q o vecinatate deschisa a lui 0 € R”, F': Ry x © — R" o functie continua pe Ry x Q gi
local lipschitziana pe © cu F(t,0) = 0 pentru orice R;. Fie A € M, x,(R) si sa consideram
sistemul

(4.3.1) ' = Az + F(t,z).

Deoarece in cele ce urmeaza acest sistem va fi gandit ca fiind provenit din sistemul liniar si
omogen

(4.3.2) 7 = Ax

prin adaugarea asa-zisei functii perturbatoare F(t,x), el va fi numit sistem perturbat.

In aceasti sectiune, vom analiza modul in care proprietatile de stabilitate ale sistemului
(4.3.2) se vor transmite sistemului (4.3.1). Dupa cum vom vedea, daca (4.3.2) este asimptotic
stabil gi F' este “dominata” de A, atunci solutia nula a sistemului (4.3.1) este asimptotic stabila.
Nu acelasi lucru se va intampla in cazul stabilitatii simple care este fragila la perturbari. Intr-
adevar, (4.3.2) poate fi simplu stabil daca toate radacinile ecuatiei caracteristice au partea
reala egala cu 0. Pe de alta parte, perturbari liniare oricat de mici pot conduce la un sistem
liniar guvernat de o matrice pentru care macar una dintre radacinile ecuatiei caracteristice
este strict pozitiva situatie generatoare de instabilitate. De exemplu ecuatia scalara z/(t) = 0
este simplu stabila, in timp ce ecuatia perturbata z/(t) = ex(t), cu € > 0, este instabila si
aceasta indiferent de ordinul de marime al lui € > 0.

incepem cu urmatorul rezultat fundamental.

TEOREMA 4.3.1. (POINCARE-LIAPUNOV) Fie A € Myun(R) i F': Ry xQ — R™ o functie
continud pe Ry x Q si local lipschitziana pe Q. Daca exista M > 1, w > 0 gi L > 0 astfel incat

(4.3.3) e lo < Me™*t
pentru orice t € Ry,
(4.3.4) |1F(t,2)|| < L]
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pentru orice (t,x) € Ry x Q si
(4.3.5) LM —w <0,
atunci solutia nuld a sistemului (4.3.1) este asimptotic stabild.

Demonstratie. Fie £ € Q, a € Ry si fie z(-,a,¢) : [a,T,,) — 2 unica solutie saturata a
sistemului (4.3.1) care satisface conditia initiala z(a, a,{) = £. Vom demonstra pentru inceput
ca, daca ||| este suficient de mica, atunci z(-, a, &) este definita pe [a, +00). Pentru aceasta
s& observam ca, din formula variatiei constantelor (4.3.5), din Sectiunea 3 a capitolului 4, cu
b(t) = F(t,x(t)) pentru t € [a,T),), avem

t
z(t,a,&) = e~ e + / M E (s, 2(s,a,€)) ds

a

pentru orice ¢ € [a,T,,). Din aceasta relatie deducem

t
lz(t, a, &) < [l ol€]] +/ e 0|l F (5, 2(5,a,€))l| ds

de unde, in virtutea conditiilor (4.3.3) si (4.3.4), rezulta
l(t, a, &) < M= ¢] + /t LMe=|a(s,a,€)| ds
a
pentru orice t € [a, T),). Inmultind inegalitatea de mai sus in ambii membri cu e** > 0 obtinem
!la(t, a, )] < Me=|lg]| + /t LMe®?||a(s, a, )| ds
a

pentru orice t € [a,T,,). Notand cu y : [a,T},) — Ry functia definita prin
y(t) = e“l|lz(t,a, €|

pentru t € [a,T,,), inegalitatea precedenta se rescrie echivalent sub forma

t
y(t) < Me“a¢] + / LMy(s) ds

pentru orice t € [a,T,,). Din inegalitatea lui GRONWALL urmeaza
y(t) < Mev*|[¢[|e M=)
de unde, reamintind definitia functiei y, deducem
(4.3.6) l(t, @, &)|| < M]|¢]je=M =)=
pentru orice t € [a, Tp,).
Fie acum p > 0 astfel incat B(0, p) C Q si fie pu(a) > 0 definit prin

_ P
2M°

Atunci, conform inegalitatii (4.3.6), pentru orice £ € Q cu [[£]] < p(a) avem

P

fe(t.a.€)] < 2

pentru orice t € [a,T,,). Presupunéand ca T, < +oo, din aceasta inegalitate si Propozitia 2.5.1
rezulta ca exista

n(a)

tlTl%ln z(t,a,&) = x*

siz* € B(0, g) C Q relatie care, in virtutea punctului (iii) din Teorema 2.5.3, contrazice faptul
ca z(-,a,§) este saturata. Aceasta contradictie poate fi eliminata numai daca, pentru orice
¢ € Q satisfacand ||¢|| < wp(a), avem T, = +00.
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In sfargit sa observam ca, din cele demonstrate anterior si din (4.3.6), rezulta ca, pentru
orice £ € Q cu ||£]| < p(a), avem

li t -0
tﬁgow( ,a,8) =0,

ceea ce Incheie demonstratia. O
O consecinta utila in aplicatii este enuntatd mai jos.

TEOREMA 4.3.2. Fie A € My xn(R) 0 matrice hurwitziana si F': Ry x Q@ — R™ o functie
continud pe Ry x € si local lipschitziand pe Q2. Dacd existd o : Ry — Ry astfel incdt

£ 2)|| < a(ll])

pentru orice (t,x) € Ry x Q si

lim o(r)
rl0 T

=0
atunci solutia nuld a sistemului (4.3.1) este asimptotic stabilda.

Demonstratie. Cum A este hurwitziana existda M > 1 gi w > 0 astfel incat sa aiba loc
(4.3.3). Sa fixam L > 0 cu proprietatea (4.3.5) si sa alegem § > 0 astfel incat

a(r) < Lr

pentru orice r € [0, ). Considerand restrictia functiei F' la Ry x {z € Q;||z|| < J} suntem in
ipotezele Teoremei 4.3.1 si demonstratia este incheiata. O

Trecem acum la studiul stabilitatii prin metoda prime: aproximaiii, metoda deosebit de
eficienta in aplicatii. Fie f : @ — R" o functie de clasa C' cu f(0) = 0 si si consideram
sistemul

(4.3.7) 2 (t) = f(a(t)
care evident are solutia identic nula.

TEOREMA 4.3.3. Dacd f : Q — R™ este o functie de clasd C* cu f(0) = 0 si cu matricea
jacobiana A = f,(0) hurwitziana, atunci solutia nula a sistemului

(4.3.7)
este asimptotic stabila.
Demonstratie. Cum f este de clasi O ea este diferentiabild si ca atare
f(z) = f(0) + f2(0)x + F(z) = Az + F(z)
pentru orice x € €2, unde

()|

a0 |||

Suntem atunci in ipotezele Teoremei 4.3.2 cu

a(r) = sup{[|fz(0) — f=(0)]lo; 0 € Q, [0 <r}
pentru r > 0. U
Urmatorul exemplu pune in evidenta faptul oarecum surprinzator ca, desi consecinta a

Teoremei 4.3.1, Teorema 4.3.3 poate fi utilizata in situatii in care Teorema 4.3.1 nu este direct
aplicabila.
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EXEMPLUL 4.3.1. Sa consideram ecuatia lui LIENARD
2+ 4 (2) +2=0,

unde g : R — R este o functie de clasa C' cu g(0) = 0. Aceasta ecuatie poate fi rescrisa ca un
sistem diferential de ordinul intai

Sistemul de mai sus este de forma (4.3.1) cu n =2, x = ( ; )

=(40)

Ft, o) = ( ~9(e) )

Cum matricea A nu este hurwitziana conditia (4.3.3) din Teorema 4.3.1 nu este indeplinita si
deci Teorema 4.3.1 nu este aplicabila direct.

Pe de alta parte, sa observam ca sistemul anterior poate fi gandit si ca un sistem de forma
(4.3.7) in care functia f : R? — R? este definita prin

f) = ( y—9(2) )

—Zz

si

pentru orice z € R? i a ciirei matrice jacobiand in (0,0) este

/
_( —90) 1
A= ( AERY
Cum aceasta matrice este hurwitziana daca ¢’(0) > 0, din Teorema 4.3.3 rezulta ca, in acest caz
(¢'(0) > 0), solutia nula a sistemului de mai sus este asimptotic stabila. Ca o consecinta a aces-

tui rezultat deducem ca solutia nula a ecuatiei VAN DER POL, adica a ecuatiei corespunzatoare
cazului particular g(z) = z — 23 pentru orice z € R, este asimptotic stabili.

Enuntam, fara demonstratie, o completare a Teoremei 4.3.3. Vezi I .G. MALKIN [24],
capitolul 4.

TEOREMA 4.3.4. Fie f : Q — R" o functie de clasd C* cu f(0) = 0 si fie A = f.(0).
Daca exista o > 1, M > 0 si r > 0 astfel incat || f(z) — Az| < M||z||* pentru orice z € R™
cu ||z|| < 7 st cel putin o raddcing a ecuatiei caracteristice det(A — AJ) = 0 are partea reald
strict pozitiva, atunci solutia nula a sistemului (4.3.7) este instabila.

Cazul in care, cel putin una dintre radacinile caracteristice ale matricei f,(0) are partea
reala 0, necesita o analiza a proprietatilor diferentialelor de ordin superior ale functiei f in
z=0.

4. Studiul stabilitatii cu ajutorul functiei Liapunov

O metoda de mare finete in stabilirea unor conditii suficiente de stabilitate consta in constru-
irea unei functii descrescatoare pe traiectoriile unui sistem diferential dat, functie care poate
descreste numai o datd cu norma argumentului. Sugerata de particularitatile evolutiei unor
fenomene mecanice in care aceasta functie reprezinta energia potentiala a sistemului de par-
ticule aflate In miscare, aceasta metoda inventatd de matematicianul rus LIAPUNOV in anul
1892 se dovedeste si astizi deosebit de eficace.
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Fie © o vecinatate deschisa a originii in R™ gi fie f : Ry x Q@ — R" o functie continua
pe Ry x Q si local lipschitziana pe Q cu f(¢,0) = 0 pentru orice ¢t € Ry. Aceasta din urma
conditie ne arata ca sistemul

(4.4.1) o' = f(t,z)
admite drept solutie functia ¢ = 0.
DEFINITIA 4.4.1. O functie V : Ry x @ — R4 se numeste pozitiv definitd pe R4 x Q daca

exista o functie w : Ry — R, continud, crescatoare cu w(r) = 0 daca si numai dacd r = 0,
astfel Incat

(4.4.2) V(t,z) > w(||z])
pentru orice (t,z) € Ry x €.

O functie V : Ry x Q — R, se numeste negativ definita pe Ry x £ daca —V este pozitiv
definita pe R4 x Q.

DEFINITIA 4.4.2. O functie V : Ry x © — Ry se numeste functie LIAPUNOV pentru
sistemul (4.4.1) daca:
(i) V este de clasa C! pe Ry x Q si V(¢,0) = 0 pentru orice t € Ry;
(ii) V este pozitiv definita pe Ry x €;
(iii) pentru orice (t,z) € R4 x £ are loc

oV oV
tm+2f1ta:ax(t:c) 0.

(4.4.3) 5

TEOREMA 4.4.1. Daca sistemul (4.4.1) admite o functie LIAPUNOV atunci solufia sa nuld
este simplu stabila.

Demonstratie. Fie a € Ry, € € Qi fie x : [a,T),) — 2 unica solutie saturata a sistemului
(4.4.1) care satisface conditia z(a,a,&) = £. Vom arata pentru inceput ca, daca [|£]|| este
suficient de mica, atunci 7,,, = +oo. Pentru aceasta sa definim functia g : [a,T,,) — Ry prin

g(t) = V(t,x(t,a,§))
pentru orice t € [a,T),), unde V este o functie LIAPUNOV pentru sistemul (4.4.1). Evident g
este de clasd C* pe [a,T},). In plus, din (4.4.3) rezulta

g0 = it a(t,0,6)) +z Y 0,0, 2 ,6) =
- %(t,{ﬂ(t, a,§)) + Z %(t,x(t,a,g))fi(t,x(t, a?ﬁ)) S 0
i=1 v

pentru orice t € [a,T),). Deci g este descrescatoare gi ca atare g(t) < g(a) pentru orice
€ [a,T),). Reamintind definitia functiei g, aceasta inegalitate se rescrie echivalent sub forma
V(t,z(t,a,8)) < V(a,§)

pentru orice t € [a,T},). Deoarece V este pozitiv definita, din (4.4.2) si din inegalitatea de
mai sus deducem

w(llz(t, a, §)|) < V(a,§)
pentru orice t € [a, Tp,).
Fie p > 0 cu B(0,p) C Q. Cum V (a,-) este continua in 0 si V' (a,0) = 0, pentru w(p) > 0,
cu p > 0 ca mai sus, exista r = r(a) € (0, p) astfel incat

V(a, &) <w(p)

pentru orice £ € Q cu ||€|| < r. Din aceasta inegalitate si din precedenta deducem

w(llz(t, a,8)[]) <w(p)
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pentru orice ¢ € [a,T},). Deoarece w este crescatoare, rezulta

z(t,a,8)[] < p
pentru orice t € [a,Ty,). Cum B(0,p) C Q si z(-,a,§) este saturatd, aceasta inegalitate
probeaza ca, pentru orice £ € Q cu ||£]| < r(a), T\, = +oo. In sfarsit, un rationament similar
ne arata ca, pentru orice a € Ry gi orice € > 0 exista d(a, ) > 0 astfel incat

z(t,a,§)|| <e

pentru orice £ € Q cu ||| < d(a,¢e) si orice t > a. Deci solutia nuld a sistemului (4.4.1) este
stabila ceea ce completeaza demonstratia. (I

TEOREMA 4.4.2. Daca sistemul (4.4.1) admite o functie LIAPUNOV V : Ry x Q — Ry ¢i
exista functiile \,n : Ry — Ry continue, crescatoare cu A(r) = n(s) = 0 dacd si numai daca
r=s =0, astfel incat

(4.4.4) V(t,x) < A(|Jz]])
St
(4.45) 2%m+zﬁmﬁmmv:ww

pentru orice (t,x) € Ry x Q, atunci solutia sa nuld este asimptotic stabild.

Demonstratie. In virtutea Teoremei 4.4.1 solutia nula a sistemului (4.4.1) este simplu sta-
bila. Ca atare, pentru orice a € R, exista u(a) > 0 astfel incat, pentru orice £ € Q cu
€]l < w(a), unica solutie saturata a sistemului (4.4.1) z(-,a,&) care satisface z(a,a,&) = &
este definita pe [a,+00). Fie z(-,a,&) : [a,+00) — Q o astfel de solutie si sa definim functia
g : [a,+00) — Ry prin g(t) = V(t,z(t,a,§)) pentru t € [a,+00), unde V este o functie
LIAPUNOV cu proprietatile (4.4.4) si (4.4.5). Functia g este de clasa C' si

ov dx;

gt) = oy (ba(ta.€) +Z tq:taf)) S (ta,6) =

ov

= o (ha(ta, )+ %(w(t, a,§)) filt, x(t; a,€)) < —n([lz(t, a, )
i=1 "

pentru orice ¢ € [a, +00). Integrand aceasta relatie in ambii membri de la a la t deducem

/mw@mmMwawm@msvwo,

pentru orice t € [a,+00). Cum atat n cat si V sunt cu valori pozitive, aceasta inegalitate ne
asigura, pe de o parte, ca integrala

+o0o
/ n(lz(s,a,€)]) ds

este convergenta si, pe de alta parte, ca exista

thf;@ V(t,z(t,a,§)) =

i este finita. Sa observam acum ca, din pozitivitatea functiei 1 si din convergenta integralei
de mai sus, rezulta ca exista cel putin un sir (¢, )nen cu

limt, = +o0
n

limn(||2(tn, a,§)]) =
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Cum 7 este descrescatoare si (r) = 0 daca si numai dacd r = 0 urmeaza ca

lim ||z (£, a, )| = 0.

Reamintind ca V satisface (4.4.4) si ca A este continua si se anuleaza in 0, deducem ca ¢ = 0.
Din observatia de mai sus si din (4.4.2) avem

limsupw(||lz(t,a,€)|]) < lim V(¢ z(t,a,§) =0
1400 tT+o0

sl ca atare
lim w t =0.
tTlJr ([[z(t,a, E)I)

Intrucat w este crescatoare gi w(r) = 0 daca si numai daca r = 0, relatia anterioara poate avea
loc numai daca

li t =0
tg;o\lm( ,a,8)[ =0,

ceea ce Incheie demonstratia. U
In ceea ce priveste stabilitatea global asimptotica a sistemului (4.4.1) avem:

TEOREMA 4.4.3. Sa presupunem ca 2 = R™ si ca sistemul (4.4.1) admite o functie LiA-
PUNOV V : Ry x R™ — Ry satisfacand toate ipotezele Teoremei 4.4.2. Dacd, in plus, functia
w: Ry = Ry din Definitia 4.4.1 are proprietatea

lim w(r) = 400,
1400

atunci sistemul (4.4.1) este global asimptotic stabil.

Demonstratie. Mentionam ca singura deosebire fata de demonstratia Teoremei 4.4.2 consta
in aceea ci toate evaluarile facute acolo raman valabile pentru orice £ € R™. Subliniem ca
ipoteza impusi asupra functiei w este utila numai in demonstrarea faptului cd, pentru orice
a € Ry si orice £ € R™, unica solutie saturatd a problemei Cauchy (4.4.1), z(-,a,§), este
globala, adica definita pe [a, +00). O

Pentru sistemele diferentiale autonome, adica pentru sistemele de tipul
(4.4.6) 7' = f(x),
unde f: Q — R™, putem cauta functia LIAPUNOV independenta de variabila ¢. Lema de mai

jos precizeaza o conditie suficientd pentru ca o functie V : 2 — R sa fie pozitiv definita.

LEMA 4.4.1. Daca V : Q — R este continua pe 2, V(0) = 0 si V(z) > 0 pentru orice
x € Q, x #0, atunci existd o vecindtate a originii Qg C Q astfel incat V' sa fie pozitiv definita
pe €.

Demonstratie. Este suficient sa aratam ca V' este pozitiv definita pe o multime de forma
B(0,p) C Q, cu p > 0 ales convenabil. In acest scop fie p > 0 astfel incat B(0,p) C Q si fie
w: Ry — Ry definita prin

w(r) = inf{V(z); r <|z|| < p} pentru0<r<p
| w(p) pentru r > p.

Este clar ca functia w este continua si crescatoare pe R;. In plus, w(r) = 0 daca gi numai daca
r = 0. In consecinta V este pozitiv definita, ceea ce completeaza demonstratia lemei. O

CONSECINTA 4.4.1. Daca V : Q — R satisface

(h) V este de clasa C* pe Q 5i V(0) =0;
(hh) pentru orice x € Q, x # 0, avem V(z) > 0;
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(hhh) pentru orice x € Q are loc

Zfz &Cz <0,

atunci existd o vecindtate a originii Qo C Q astfel incat V' sa fie o functie LIAPUNOV pentru
ecuatia autonoma (4.4.6) pe Q.

In Figura 4.4.1 de mai jos este ilustratii imaginea traiectoriei unui sistem diferential au-
tonom din R? printr-o functie LIAPUNOV. Sensul precizat pe imagine corespunde sensului de
cregtere a variabilei ¢.

\Y

\\\\\\\\

NN

WAV ERNY

Ficura 4.4.1

Eficienta practica a Consecintei 4.4.1 este ilustrata de urmatorul exemplu.
EXEMPLUL 4.4.1. Sa se studieze stabilitatea solutiei nule a sistemului diferential

{ Ty = —x129 — 9
zh = x1 + T129.

Sa observam pentru inceput ca sistemul de mai sus poate fi rescris ca o ecuatie diferentiala
vectoriala
unde f : R? — R? este definitd prin f(z) = (fi(z), f2(7)) = (—2122 — 22, 21 + T172), pentru
orice = (71, 72) € R2. Evident f este de clasi C°° iar matricea sa jacobiani in 0 este

0 -1
A= ( o ) |
Ecuatia det(A — AJ) = 0 are radacinile +i si ca atare A nu este hurwitziana. Din acest motiv,
nici unul dintre rezultatele de stabilitate demostrate in sectiunea precedenta nu poate fi utilizat
in acest caz. Vom arata in continuare ca sistemul admite o functie LIAPUNOV definita pe o
veciniitate convenabil aleass a lui 0. In acest scop s& observam functia V : (—=1,1)x(=1,1) = R
definita prin V(z) = z1+x2—In (1421)—In (1+x2) pentru orice z = (z1,x2) € (—1,1)x(—1,1)
este de clasa C1, V(0) = 0, V(x) > 0 pentru orice = # 0 si

Ao 5 (@) + fole) () = 0

pentru orice z € (—1,1) x (—1,1). Din consecinta 4.4.1 rezulta ca V este o functie LIAPUNOV
pentru sistem si ca atare, in virtutea Teoremei 4.4.1, solutia nula este simplu stabila.

Incheiem cu observatia ca modul in care a fost determinata functia V' va putea fi inteles
cu mai multa usurinta in capitolul urmator cand vom prezenta o conditie necesara si suficienta
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pentru ca o functie V' sa ramana constanta pe traiectoriile unui sistem autonom. Din acest
motiv nu intram in detalii care ne-ar abate de la esenta problemei: faptul ca Teorema 4.4.1
este utila in situatii in care Teorema 4.3.3 nu poate furniza nici o informatie.

In cazul sistemelor diferentiale liniare cu coeficienti constanti
(4.4.7) 7' = Az,

unde A € M, (R), avem urmatoarea conditie necesara si suficienta de stabilitate globala si
uniform asimptotica.

TEOREMA 4.4.4. (L1IAPUNOV) Sistemul (4.4.7) este global si uniform asimptotic stabil daca
§t numai daca ezista o matrice pozitiv definita si simetrica P € Myxn(R) cu proprietatea
(4.4.8) AP+ PA = -7,
unde A* este transpusa matricei A.

Demonstratie. Conform Teoremei 4.2.6 sistemul (4.4.7) este global si uniform asimptotic
stabil daca gi numai daca matricea A este hurwitziana. Pentru necesitate sa presupunem deci ca

A este hurwitziana. Atunci, cum det(A —A\J) = det(A* — \J), rezulta ca si A* este hurwitziana.
Ca atare, din tema 4.2.1, existd M > 1 gi w > 0 astfel incat

e o < Me™™ si [[e™ [l < Me™™

pentru orice t € Ry. Putem defini atunci
+o0 .
P = / e et dt
0

intrucat integrala din membrul drept este convergenta. Sa observam ca matricea P este simet-
rica. Intr-adevar, cum (em)* = e §i (BR)* = C*B¥, din punctul (i) al lemei 6.1.3 avem

“+o00 * * too * * +eo *
P = (/ eth emdt> :/ (em em) dt :/ e eMdt = P
0 0 0

Din punctul (iii) al aceleiasi Leme 6.1.3 deducem

+00 +o0
(Px, z) :/ (e ey, x) dt :/ |t ||2dt.
0 0

Ca atare (Px,z) > 0 pentru orice x # 0 si in consecinta P este pozitiv definita. Pentru a
incheia demonstratia necesitatii sa observam ca, din punctul (i) al Lemei 6.1.3 urmeaza ca

too * +oo d *
A*P —/ A et dt = / — (em ) etAdt,

de unde, integrand prin parti, obtinem

AP = et - / g (em> dt = —J —PA.
0 dt

Suficienta rezulta observand ca, daca P este o solutie pozitiv definita si simetrica a ecuatiei
(4.4.8), atunci V : R® — R definitd prin V(z) = 4(Pz,z) este o functie LIAPUNOV pentru

sistemul (4.4.7). Intr-adevir, se constat cu usurinti cd VV(z) = Pz, iar din (4.4.8), rezults
cd (Pz, Az) = —3||z||* pentru orice z € R™. Deci V este o functie LIAPUNOV pentru sistemul

(4.4.7). In plus, deoarece P este pozitiv definits, existd n > 0 astfel incat
V(z) =z
pentru orice z € R™. Din aceastd observatie si din faptul ca V(z) < 3||P||o[|z||* pentru orice

x € R"™, deducem ca V satisface toate conditiile Teoremei 4.4.3. Deci sistemul (4.4.7) este
global si asimptotic stabil. Conform Teoremei 4.2.6 matricea A este hurwitziana si ca atare,
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tot din aceeasi teorema, urmeaza ca sistemul (4.4.7) este global si uniform asimptotic stabil.
Demonstratia este completa. O

Incheiem aceast3 sectiune cu o aplicatie directa a rezultatelor stabilite anterior la studiul
stabilitatii solutiei nule pentru o clasa de sisteme autonome de tip disipativ.
Fie ©Q o vecinatate deschisa a originii si fie A : 2 — R™. Reamintim ca A se numegte
disipativa daca
(Alx) = Ay),z —y) <0
pentru orice z,y € €). Sa consideram ecuatia autonoma

(4.4.9) ' = A(z).

TEOREMA 4.4.5. Daca A : Q — R"™ este o functie continua, disipativa, cu A(0) = 0,
atunci solutia nuld a sistemului (4.4.9) este simplu stabila. Daca, in plus, Q@ = R™ i pentru
orice x € R", © #£ 0

(A(z), z) <0,

atunci sistemul (4.4.9) este global asimptotic stabil, adica, pentru orice & € R™ avem
lim S(¢)§ = 0.
Jim_ S(t)¢

Demonstratie. Din faptul ca A este disipativa si A(0) = 0 rezulta ca V : Q — R definita
prin V(z) = ||z||? pentru orice z € Q este o functie LIAPUNOV pentru sistemul (4.4.9). Intr-
adevar, V este de clasa Ct, V(0) = 0 si este pozitiv definita, functia w fiind in acest caz definita

prin w(r) = %rz pentru r € R. In plus, cum, pentru orice z €

Zﬂz(x) g;/ (z) = Zﬂz(ﬂf)% = (A(x), x),
i=1 ¢ i=1

din disipativitatea functiei A si din conditia A(0) = 0 deducem ca V', definita ca mai sus este o
functie LIAPUNOV pentru sistemul (4.4.9). Din aceasta observatie si din Teorema 4.4.1 rezulta
ca solutia nula a sistemului (4.4.9) este simplu stabila. Daca in plus Q = R" si (A(x),z) <0
pentru orice x € R™ cu x # 0, atunci, conform lemei 4.4.1, functiile A\, : R® — R definite
prin A(z) = 3|z|® si n(z) = —(A(z),z) pentru orice € R" satisfac toate conditiile din
Teorema 4.4.3. Demonstratia este incheiata. U

5. Exercitii si probleme propuse spre rezolvare

PROBLEMA 4.1. Se considerd ecuatia diferentiald scalara x'(t) = a(t)x(t), t > 0, unde
a:[0,400) = R este o functie continua. Sa se demonstreze ca:
(1) solutia nula este simplu stabila daca gi numai dacd ezista o functie M : [0, +00) — R
astfel incat:

t
/ a(s)ds < M(ty)
to
pentru orice tg > 0 st orice t > ty;

(2) solutia nula este uniform stabila daca si numai daca exista M € R astfel incat:

/tta(s)dng

0
pentru orice tg > 0 s1 orice t > to;
(3) solutia nula este asimptotic stabila dacd $i numai daca

t

lim a(s)ds = —o0;
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(4) solutia nuld este uniform asimptotic stabila daca si numai daca exista K >0 gi v > 0
astfel incat

/ta(s)dng—a(t—to)

to
pentru orice tg > 0 §1 orice t > tg.

(C. CORDUNEANU [3], p. 117)

EXERCITIUL 4.1. Sa se studieze stabilitatea solutiei nule a urmdatoarelor ecuatii diferentiale
scalare

(1) 2/ = =x. (2) 2/ = 0. (3) 2’ = —u.
(4) 2/ = =2z +sinz. (5) 2/ = 22 (6) 2’ = —22.
(7) 2/ = —tgx. (8) 2/ = —sinz. (9) 2’ = —x + 22

EXERCITIUL 4.2. Sa se studieze stabilitatea urmatoarelor sisteme diferentiale liniare de
ordinul intai:

/ / /
Ty = —T1+ T2 T] = X2 ] = 21 + 52
1) { xh = 2x1 — x9. (2) { xh = —x1. (3) { !

= —x1 + 29 T = =3z + 29 ) = —2x1 + 4z9
w{az i w{d ®{ "

x) = x9 ) = x4+ 23 ) =x9 — 3
/ / /
(7)) zH=ux3 (8) Th = T3 + 9) T =Ty =11
/
T3 = X7. T3 = T1 + T2. T3 =T — T2.

PROBLEMA 4.2. Fie w >0 gi f : [0,400) — R o functie continua absolut integrabila pe
[0,+00). Sd se demonstreze cd orice solutie globald a ecuatiei z"(t) + w?x(t) = f(t), t > 0,
este marginitda pe [0,400). (C. CORDUNEANU [3], p. 152)

PROBLEMA 4.3. Fie w >0 §i f : [0,400) — R o functie continud absolut integrabila pe
[0, +00). Sd se demonstreze cd solutia nuld a ecuatiei x”(t) + [w? + f(t)]z(t) =0, t > 0, este
uniform stabila. (C. CORDUNEANU [3], p. 152)

PROBLEMA 4.4. Fie A € Myxn(R) 0 matrice hurwitziana. Fie B : [0,4+00) — Mpxn(R)
o matrice continud cu tliin IB(t)]lo = 0. Sa se demonstreze ca solutia nuld a sistemului
—+o0
2(t) = [A+ B)]|x(t), t >0, este asimptotic stabild. (C. CORDUNEANU [3], p. 153)

PROBLEMA 4.5. Fie A € My, xn(R) 0 matrice hurwitziana. Fie B : [0,4+00) — Mpxn(R)
o matrice continud cu

—+o00
/ |B(s)]|ods < +o0.
0

Sa se demonstreze ca exista k > 0 i o > 0 astfel incdt orice solutie = : [0,+00) — R" a
sistemului @' (t) = [A + B(t)]z(t), t > 0, satisface

lz (@)l < ke™[lz(0)]

pentru orice t > 0. In particular solutia nuld a sistemului de mai sus este asimptotic stabila.
(A. HALANAY [7], p. 194)

PROBLEMA 4.6. Fie A € Muxn(R), £ = 0,1,...,m. Daca Ay este hurwitziand atunci,
pentru orice a > 0 exista 0(a) > 0 astfel incat, pentru orice £ € B(0,6(a)), unica solutie globald
z(-,a,&) a problemei CAUCHY

{ () = (t"Ag + " AL + -+ Ap)a(t)
z(a) = §
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satisface

lim xz(t,a,§) =0.

t——+o0
PROBLEMA 4.7. Fie f: Ry xR = R o functie continud pe Ry X R si local lipschitziand
pe R gi fie x(-,&) : [0,+00) = R, & < &, @ = 1,2, solutii ale ecuatiei diferentiale
o = f(ta JJ)
cu x(0,&) =&, 1 =1,2 s t£+moox(t,£1) = tlgrnoozn(t,fg) = z* € R. Sd se demonstreze cd
oricare ar fi§ € (£1,&2), solutia saturatd a ecuatiei de mai sus (-, &), care satisface x(0,§) = &,
este globala si asimptotic stabila. (V. GLAVAN, V. GuTU, A. STAHI [6], p. 178.)

PROBLEMA 4.8. Fie f: Q C R" — R" o functie local lipschitziana cu f(0) = 0. Daca
toate solutiile saturare ale ecuatiei diferentiale
2’ = f(x)
sunt globale gi marginite pe [0, +00) rezulta ca solutia nuld a ecuatiei de mai sus este simplu
stabila? (V. GLAVAN, V. GuTU, A. STAHI [6], p. 179.)

PROBLEMA 4.9. Fie f : R — R o functie de clasd C* cu f(0) = 0 si avdand proprietatea
ca f'(0) = X > 0. Atunci solufia nuld a ecuatiei x’ = f(x) nu este asimptotic stabild.

EXERCITIUL 4.3. Sa se studieze stabilitatea solutiei nule a sistemelor diferentiale neliniare
de ordinul intai:

/ 2 / 5 / s
Ty = —21+ 15 T, = T1 + 313 Ty, = —sinxy + 5z
(1) { rh = —a3 — 2m,. (2) { rh = —x] — 4o, (3) rh = —x} — 29
/ 2 / : 2 /
x| =2z — x5 x| = —sinxy + x5 ] =2shxy
(4) { l‘/2 = X1Ty — X9. 5) { 1"2 = —41‘1 - 51‘2. (6) 1"2 = —:L‘% — 3:132.

EXERCITIUL 4.4. Sd se studieze stabilitatea solutiei nule a sistemelor diferentiale neliniare
de ordinul intai:

/ 3 / 5 / 3
Ty = —T] + T2 Ty = —T] — 3T Ty = —x1 + 515
(1) { rh = —x — 223, (2) { rh = 371 — 4a3. (3) { rh = —x3 — 3x,.

/ 2 / : 3
T] =T — Th T1 = —sinzy + T2 ] = —2shzy + 425
(4) { Ty = T1T2 — T2. (5) { x’Q = —4x; — 3tgxs. (6) { o = —:L'zf — 219,






CAPITOLUL 5

Integrale prime

Capitolul de fata este consacrat introducerii si studiului notiunii de integrala prima pentru
un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intai. In primele doua paragrafe sunt prezentate
notiunile si rezultatele principale referitoare la aceasta problema in cazul sistemelor autonome
si respectiv neautonome. Paragraful al treilea este dedicat studiului ecuatiilor cu derivate
partiale de ordinul intai liniare si cvasi-liniare. Capitolul se incheie cu o sectiune de exercitii
si probleme propuse spre rezolvare.

1. Integrale prime pentru sisteme autonome

Fie Q o submultime nevida si deschisa din R", fie f : Q@ — R" o functie continua si sa
consideram sistemul autonom

(5.1.1) a'(t) = f(x(t)).

In anumite cazuri specifice, consideratii uneori extra-matematice, legate de semnificatiile
fizice ale functiilor care intervin in sistemul (5.1.1), probeaza existenta unor functii de clasa
Cl, U : Q — R care, desi neconstante pe {2, raman constante pe traiectoriile sistemului (5.1.1).
Determinarea unei familii functional independente de astfel de functii poate fi de un real folos
in obtinerea de informatii despre solutiile sistemului (5.1.1) care, de cele mai multe ori, nu
poate fi rezolvat explicit. Mai mult, cu cat o astfel de familie este mai ampla, cu atat sansele
de rezolvare explicita a sistemului (5.1.1) cresc, din simplul motiv ca, dintr-un set de relatii
de forma Uj(z1,x2,...,2y) = ¢ pentru ¢ = 1,2,...,p, cu U; functional independente si ¢;
constante, putem exprima (local) p componente ale lui x in functie de celelalte n — p. Ca atare
sistemul (5.1.1) este echivalent (local) cu un sistem de n—p ecuatii cu n—p functii necunoscute.

Pentru o mai buna intelegere a consideratiilor anterioare sa analizam urmatorul exemplu.

EXEMPLUL 5.1.1. Sa consideram ecuatia de ordinul al doilea

2" (t) = g(x(t)),

unde g : R — R este o functie continua. Aceastd ecuatie, dedusa din legea a doua a lui
NEWTON, descrie miscarea unui punct material de masa 1 sub actiunea unei forte centrale
aplicate in origine a carei intensitate in punctul de abscisd z este g(z). Mentionam ca z(t)
este elongatia, 2/(t) viteza si 2" (t) acceleratia punctului la momentul ¢. Reamintim c& ecuatia
anterioara poate fi rescrisa echivalent ca un sistem de ordinul intai de forma

{00

y'(t) = g(z(t)).

Inmultind cea de-a doua egalitate din acest sistem in ambii membri cu y(t) = #/(¢) si adunand
egalitatea astfel obtinuta cu prima, deducem

52 (6 () = g0’ (1)
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pentru orice ¢ din intervalul [0,7") de existenta a solutiei. integrénd egalitatea de mai sus in
ambii membri de la 0 la ¢ obtinem

%y (t) — G(z(t)) = —G(x(0))

pentru orice ¢t € [0,7), unde G este o primitiva a functiei g.
Ca atare functia U : R? — R, definita prin

Uz,y) = %yz — G(x)

pentru (z,y) € R?, evident de clasa C! si neconstants pe R?, ramane constanta pe traiectoriile
sistemului.
Sa observam ca egalitatea anterioara se rescrie sub forma echivalenta

1
52" (1) = Gla()) = ~G(x(0)
pentru orice t € [0,7T), care afirma ca energia totala a punctului material ramane constanta
pe traiectorie.

Un avantaj al acestei observatii poate fi acela de a putea reduce ordinul ecuatiei cu o
unitate exprimandu-1 fie pe z, fie pe 2’ in functie de celdlalt din egalitatea U(x,z’') = ¢, unde
c este o constanta reala.

O alta situatie intalnita frecvent in aplicatii este aceea in care rezolvarea explicita a unui
sistem de ecuatii diferentiale este practic imposibila, dar determinarea uneia dintre necunoscute
in functie de celelalte este suficienta pentru obtinerea informatiei dorite. Urmétorul exemplu
este edificator in acest sens.

EXEMPLUL 5.1.2. Sa consideram sistemul prada-rapitor

' = (a—ky)x
{ y'=—(b—hx)y

§i sa presupunem ca dorim sa aflam numarul de indivizi din specia rapitor la un moment
dat T" > 0. Pentru rezolvarea acestei probleme ar fi suficient si cunoagtem z(0) si y(0) si
apoi sa determinam explicit solutia problemei CAUCHY corespunzatoare. Din pacate, datorita
neliniaritatii sistemului, aceasta cale nu este usor de parcurs. De aceea, se pune problema
gasirii unui procedeu mai simplu de determinare a lui y(7') care sa nu angajeze rezolvarea
explicitd a problemei CAUCHY. In acest scop sa presupunem ca avem la dispozitie mijloacele
tehnice de a determina cu usurintd numarul z(¢) de indivizi din specia prada in orice moment
t al evolutiei ei. Atunci, pentru determinarea lui y(T'), ar fi suficient s&-1 exprimam pe y in
functie de z, z(0) si y(0). In cazul considerat acest lucru este realizabil deoarece, considerand
y ca functie de clasa C! de x, obtinem din sistem

dy  y(b—ha)
dr  x(a—ky)
Aceasta ecuatie este cu variabile separabile gi are solutia generala definita implicit de
hr+ky—blnzx —alny=c

unde z > 0, y > 0sic € R. In concluzie, pentru a-1 determina pe y(7'), ar fi suficient sa
cunoagtem x(0) =&, y(0) = n si (7). In aceste conditii, il putem obtine pe y(7) din ecuatia

ha(T)+ ky(T) —blnx(T) —alny(T) = h + kn —bln — alnn.

Subliniem inca o data faptul deosebit de important ca, pentru solutionarea acestei prob-
leme prin metoda descrisd anterior, avem de determinat numai trei valori z(0) = &, y(0) =7
si z(T") urmand ca apoi, fard a rezolva problema CAUCHY corespunzatoare, sa-1 gasim pe y(7")
din ecuatia de mai sus.
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Aceste exemple simple sugereaza introducerea urmaéatoarei definitii.

DEFINITIA 5.1.1. Fie Q¢ C 2 nevida si deschisa. O functie U : Qg — R se numeste integrala
primd a sistemului (5.1.1) pe Qg daca
(i) VU (&) = 0 are numai zerouri izolate & € Qo ;
(i) U este de clasa C! pe Qo ;
(iii) oricare ar fi o solutie z : I — € a sistemului (5.1.1) exista o constanta ¢ € R astfel
incat
U(z(t)) =c
pentru orice t € 1.

Situatia descrisa in Definitia 5.1.1 este ilustrata in cazul n = 2 in Figura 5.1.1 de mali jos.

\
o
ARORRR
\\MWM
\\\\\\\\\\\\\\\\%\\\‘\\\t‘s‘»‘ “: “m:.,"
oK1

Ficura 5.1.1

OBSERVATIA 5.1.1. Intrucat (5.1.1) este autonom, conditia (iii) din Definitia 5.1.1 este
echivalenta cu
(iv) oricare ar fi o solutie z : [0,T) —  a sistemului (5.1.1) existd o constanta ¢ € R
astfel incat U(z(t)) = ¢ pentru orice ¢t € [0,T).

TEOREMA 5.1.1. Fie f: Q — R"™ o functie continua, Qg o submulfime nevida si deschisa
din Q si fie U : Qo — R o functie de clasd C', neconstantd pe Q. Conditia necesard si
suficienta pentru ca U sd fi o integrala prima pentru (5.1.1) este ca

(5:1.2) > O (©)=0
i=1 !

pentru orice £ € .

Demonstratie. Necesitatea. Fie U o integrala prima a sistemului (5.1.1) pe Qq, fie £ € Qg
si fie z(-,0,€) : [0,T,,) — Qo o solutie saturata la dreapta a sistemului (5.1.1) care satisface
x(0,0,£) = €. Cum U(z(t)) = ¢ pentru orice ¢ € [0,T},), rezulta

LW 0= 3 0 @) 1y = 3 97 () falt)).
i=1 "

0

- % i—1 6331 dt
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Luand t = 0 in egalitatea de mai sus obtinem (5.1.2).
Suficienta. Fie z : [0,T) — Qg o solutie a sistemului (5.1.1). Fie g : [0,7) — R, definita

prin g(t) = U(z(t)) pentru orice t € [0,T). Evident g este de clasi C! si in virtutea relatiei
(5.1.2) avem

J(t) = % Z 6% d‘“ Z 6331 filz(t)) = 0.

Deci U(x) este constanta pe [0,7) si demonstratia este incheiata. O

OBSERVATIA 5.1.2. Conditia (5.1.2) are urmatoarea interpretare geometrica sugestiva. In
esenta ea afirma ca pentru orice £ € €y pentru care VU () # 0, vectorul f(§) este tangent
la suprafata de ecuatie U(z) = U(€). Intr-adevir, conditia (5.1.2) exprima faptul c& f(€) este
ortogonal pe VU (§) care, la randul sau, este normal la suprafata U(z) = U(§) in punctul §.

In lumina observatiei anterioare, avem:

TEOREMA 5.1.2. Fie f: Q) — R" o functie continuda, Qo o submultime nevidd si deschisa
din Q si fie U : Qo — R o functie de clasi C' avand proprietatea ca VU (z) # 0 pe .
Conditia necesard $i suficientd ca, pentru orice £ € g, orice traiectorie a ecuatiei (5.1.1) care
trece printr-un punct al suprafetei de nivel constant

Ye={x € Qo Ux)=U(§)}

sa ramdnd in intregime pe aceastd suprafatd este ca, pentru orice § € Qg si orice n € X¢, f(n)
sa fie tangent la X¢ in 7).

Demonstratie. Conditia ca, pentru orice & € g, toate traiectoriile a ecuatiei (5.1.1) care
pleaca de pe suprafata ¢ sa ramand in intregime pe ¢ este echivalenta cu conditia ca functia
U sa fie constanta pe orice solutie a ecuatiei diferentiale (5.1.1) avand data initiala in €. In
conformitate cu Teorema 5.1.1, aceasta din urma conditie este echivalenta cu (f(&), VU(§)) = 0
care, la randul ei, este echivalenta cu conditia ca, pentru orice n € ¢, f(n) sa fie tangent la
Y¢ in 1. Demonstratia este incheiata. (I

Reamintim ca un punct a € {2 se numeste punct stationar, sau punct de echilibru pentru
sistemul (5.1.1) daca f(a) =

DEFINITIA 5.1.2. Fie a € Q si fie Qp o vecinatate deschisa a lui a inclusa in ). Integralele
prime Uy, Us, ..., U : Q9 — R ale sistemului (5.1.1) se numesc independente in a daca

rang <ggj(a)> = k.
v kxn

Este ugor de constatat ca (5.1.1) nu poate avea decat cel mult n integrale prime indepen-
dente intr-un punct a € ). Teoremele urmatoare aduc informatii foarte precise in acest sens
in cazul in care a € 2 nu este un punct stationar al sistemului (5.1.1).

TEOREMA 5.1.3. Fie f : Q — R™ o functie continud si a € Q un punct nestafionar al
sistemului (5.1.1). Atunci pe orice vecindtate deschisa Qo a lui a inclusa in Q exista cel mult
n — 1 integrale prime independente ale sistemului (5.1.1).

Demonstratie. Sa presupunem pentru reducere la absurd ca exista cel putin un punct
nestationar a al sistemului (5.1.1) si o vecinatate deschisa €y a sa inclusa in Q astfel incat
(5.1.1) sa admita n integrale prime Uy, Us, . .., U, independente in a, definite pe €. Din (5.1.2)
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in Teorema 5.1.1 rezulta

8U1 8U1 8U1 o
fl(a)aTcl (a) + f2(a)87x2 (@) +---+ fn(a)aixn (a) =0
8U2 E)Ug aU2 o
(5.1.3) fl(a)aixl(a)"i_fé(a)aixz(a)+"'+fn(a)@(a)*O
oU, ou, o, .
A5 @+ h@F @)+ ) 5% (@) =0
Interpretand (5.1.3) ca un sistem liniar i omogen cu necunoscutele fi(a), fa(a),..., fn(a) si
tinand cont ca Uy, Us, ..., U, sunt independente in a, urmeaza ca determinatul acestui sistem

este diferit de zero. In consecinti sistemul(5.1.3) admite numai solutia banali fi(a) = fa(a) =
-+ = fn(a) = 0, ceea ce este in contradictie cu faptul ca a este nestationar. Aceasta contradictie
poate fi eliminatd numai daca Uy, Us,...,U, nu sunt independente in a. Demonstratia este
incheiata. O

Daca f satisface conditii de regularitate suplimentare rezultatul anterior poate fi imbunatatit
considerabil. Mai precis avem:

TEOREMA 5.1.4. Fie f : Q — R™ o functie de clasd C' si fie a €  un punct nestationar
al sistemului (5.1.1). Atunci exista o vecinatate deschisa Qo a lui a inclusa in Q pe care sunt
definite n — 1 integrale prime independente ale sistemului (5.1.1).

Intrucat demonstratia Teoremei 5.1.4 excede programa unui curs adresat anului II de
studii, nu vom da detalii. Cititorul interesat poate consulta Vrabie [17] sau Vrabie [18].

TEOREMA 5.1.5. Fie f : Q — R™ o functie continud, fie a € Q un punct nestationar al
sistemului (5.1.1) i fie Uy, Us, ..., U,_1 integrale prime ale lui (5.1.1) definite pe o vecinatate
deschisa Qg a lui a inclusd in Q) si independente in a. Atunci, oricare ar fi o integrald prima
U:Qy— R asistemului (5.1.1), exista o vecindatate deschisa Q1 C Qo a punctului a, o multime
deschisd D in R"™1 cu (Ui(a),Us(a),...,U,—1(a)) € D si o functie de clasi C* F : D — R
astfel tncat

U(z) = F(Ui(x),Us(x),...,Up—1(x))

pentru orice x € §1.

Demonstratie. Cum Uq,Us,...,U,_1 sunt independente in a, pentru orice vecinitate de-
schisa 1 C Qg a lui a existd cel putin o functie de clasa C! U, : ; — R astfel incat
oU;
det ( J (a)) # 0.
O; nxn

Un exemplu de astfel de functie este U,(x) = x; pentru = € Qi, unde i € {1,2,...,n} este
astfel incat determinantul matricii obtinuta din

U,
@)
< O (n—1)xn

prin suprimarea coloanei ¢ sa fie diferit de zero.

In aceste conditii, transformarea G = (Uy,Us,...,U,) este un difeomorfism de la Q2 la o
multime A din R". Fie H : A — €y inversa acestei transformaéri si s observam ca

U(H(U) (2), Ua(2), . .., Un(2))) = U(z)

pentru orice x € €. Ca atare, notand cu F = U o H, pentru a incheia demonstratia, ar fi
suficient s& aratam ca F, definit mai sus, nu depinde de ultima variabila ¥,. S& observam ca
oF " oU OH;
— (y) = H
o =2

(5.1.4)
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Cum ca Uy, Uy, ...,Up—_1,U sunt integrale prime ale sistemului (5.1.1) pe 0, din Teorema 5.1.1,
rezulta U U U
1 1 1 .
fl(ﬂf)aixl (z) + fz(iﬂ)aix2 () + -+ fn(x)aTcn () =0
8U2 8U2 8U2 o
fl(iﬁ)aixl (z) + fZ(x)GTcz () +- + fn(l‘)aTcn (z)=0
ou ou ou

fl(ﬂf)am() fa() 2() "'+fn(96)87n(x)20.

Deoarece a este punct nestationar avem f ( ) # 0 si ca atare putem alege vecinatatea deschisa
Q1 C Qp a punctului a astfel incat

oU;
0 si J ) =n-1
f(z) #0 si rang <3$i () e n

pentru orice x € 4. In aceste conditii, interpretand sistemul de mai sus drept un sistem liniar
si omogen cu necunoscutele fi(x), fa(x),. .., fn(x), urmeazad ca determinantul siu este identic
zero pe §21. Cum acest determinant are cel putin un minor de ordin n — 1, alcatuit cu primele
n — 1 linii, nenul, urmeaza ca ultima linie a sa este o combinatie liniara de celelalte. Mai precis,
exista functiile a; ; : 9 = Rcuie {1,2,... n} sije{l,2,...,n— 1} astfel incat

3331 Z (z)

7=1

pentru orice i € {1,2,.. n} si x € Q. Din (5.1.4), utilizand aceste egalitati, deducem

n n—1
oU; 0H;
a; H
8yn lezl Jl ax,( (¥)) O (y)

Observand ca, din modul in care a fost definit H, avem x = H(y) daca si numai daca y =
(Ui(z),Uz(x),...,Uy(x)), conchidem

L H) 5 ) = 5 =0
pentru j =1,2,...,n— 1. In consecinta avem
OF
Tyn(y) =0
pentru orice y € A. Cum A poate fi aleasa convexa (micgorand multimea 2y daca este cazul),
aceasta relatie demonstreaza ca F' nu depinde de y,, ceea ce incheie demonstratia. O

Incheiem aceasta sectiune cu o observatie importanta.

OBSERVATIA 5.1.3. Daca se cunosc p integrale prime ale sistemului diferential (5.1.1) care
sunt independente intr-un punct nestationar a € €2, atunci existd o vecinatate a lui a pe
care sistemul (5.1.1) este echivalent cu un alt sistem diferential cu n — p functii necunoscute.
In particular, pentru p = n — 1, existd o veciniitate a lui a pe care sistemul (5.1.1) este
echivalent cu o ecuatie diferentiala scalara (cu o singura functie necunoscuta). Intr-adevir, fie
U, Us, ..., U, : Qy — R cele p integrale prime ale lui (5.1.1) independente in a si fie x : I — Qo
o solutie generica a sistemului (5.1.1). Tinind cont ci exista constantele ¢1, ca, . . . , ¢, astfel incat

Ui(xlax%"'axn) = Cq, i = 1727"'7pa

in virtutea faptului ca Uy, Us,...,U, sunt independentente in a si a teoremei de existenta
a sistemelor de functii definite implicit, rezulta cd existd o vecinatate a lui a, pe care, p
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componente ale lui z pot fi exprimate in mod unic ca functii de clasa C' de celelalte n — p.
Renumerotand componentele lui x daca este cazul, putem presupune ca acele componente
care se exprima ca functii de celelalte sunt ultimele p. Inlocuind aceste componente ale lui x
in primele n — p ecuatii din (5.1.1), obtinem un sistem de ecuatii diferentiale cu n — p functii
necunoscute.

2. Integrale prime pentru sisteme neautonome

In aceasta sectiune vom extinde consideratiile anterioare la cazul sistemelor neautonome de
forma

(5.2.1) 2 (t) = f(t,a(t))
unde f : I x  — R"™ este o functie continua, prin reducerea acestora la cazul automon. Mai
precis fie D =1 x Q c R**1, fie
(+)
z = ,
x

) = ( foa) >

pentru orice z € D. Evident F este de clasd C! si (5.2.1) poate fi rescris echivalent sub forma
autonoma

(5.2.2) J(t) = F(2(t)).

Avand in vedere echivalenta dintre (5.2.1) si (5.2.2) vom defini notiunea de integrald prima
pentru (5.2.1) dupa cum urmeaza.

fie F : D — R"*! definita prin

DEFINITIA 5.2.1. Fie Dy C I x Q nevida si deschisa. O functie U : Dg — R se numegte
integrala prima a sistemului (5.2.1) pe Dy daca
(i) VU(t, &) = 0! are numai zerouri izolate (¢,£) € Dy;
(ii) U este de clasa C! pe Dy ;
(iii) oricare ar fi o solutie z : J — Q a sistemului (5.2.1) cu (¢,z(t)) € Dy pentru orice
t € J, exista o constanta ¢ € R astfel incat U(¢, z(t)) = ¢ pentru orice ¢ € J.

Enuntam in continuare cateva dintre cele mai importante rezultate referitoare la integralele
prime pentru sistemele de tipul (5.2.1). Intrucat, in virtutea echivalentei dintre (5.2.1) si (5.2.2),
toate aceste rezultate sunt consecinte ale teoremelor demonstrate in cazul autonom, nu vom
intra in detalii.

TEOREMA 5.2.1. Fie f : I x Q — R"™ o functie continud, Dy o submultime nevidd i
deschisd din 1 x Q si fie U : Dy — R o functie de clasi C*, neconstantd pe Do. Conditia
necesard si suficienta pentru ca U sa fi o integrala primd pentru (1.1) este ca

(5.23) V5.4 Y 097 (5,6 =0
=1

== (s,
8£CZ'
pentru orice (s,§) € Dy.

Datorita formei particulare a functiei F', rezulta ca orice punct din D este nestationar
pentru sistemul (5.2.2). Ca atare avem:

TEOREMA 5.2.2. Fie f : IxQ — R" o functie continud. Atunci pe orice vecindtate deschisa
a oricarui punct din Ix Q exista cel mult n integrale prime independente ale sistemului (5.2.1).

'In acest caz, VU := (Uy, Uy, ,---U,,).
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TEOREMA 5.2.3. Fie f : IxQ — R" o functie de clasd C*. Atunci pentru orice (s,a) € IxQ
existd o vecinatate deschisa Dy a lui (s,a) inclusa in 1 x Q pe care sunt definite n integrale
prime independente ale sistemului (5.2.1).

3. Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai

Fie Q o multime nevida si deschisd din R? fie f : Q@ — R? o functie de clasd C! (cAmp
vectorial) si sa consideram urméatoarea problema cu caracter geometric: sa se determine toate
suprafetele 3 de clasa C' din R® cu proprietatea cd in orice punct de coordonate (1, x2,73) €
Y f(x1,x9,23) este paralel cu planul tangent la suprafatd. Din insasi formularea problemei
suntem condusi la cautarea acestor suprafete, fie sub forma explicita

(&) r3 = x3(21,72)

cu (z1,z2) dintr-o multime nevida si deschisa D din R?, fie sub forma implicita

(J) ¢($1,.’L’2,[L‘3) =,

unde ¢ : Q — R este de clasa C!, iar ¢ € R.

Sa observam ca, o conditie necesara si suficienta pentru ca o suprafata > sa aiba propri-
etatea ceruta este ca in orice punct (zy,z2,x3) € ¥ vectorul n(zy, z2, x3) normal la ¥ in acel
punct sa fie ortogonal pe f(z1,z2,23). Aceasta conditie poate fi rescrisa echivalent

(f(21,22,23), N(21,22,23)) =0

unde N(x1,x9,x3) este orice vector coliniar cu vectorul normal n(xi,x2,x3). Ca atare, daca
ne propunem sa cautam suprafetele cerute sub forma explicita (&), tinand cont ca, in acest
caz, N(x1,x2,x3) poate fi luat

N (w1, 20, 23) = <gzj($1,l‘2)a giz(ﬂﬁl,xz% —1> ;
conditia necesara si suficienta de mai sus se rescrie sub forma
2 Oxs
(5.3.1) ;fi(xl,xg,xg(xl,xg)) oz, (x1,22) = f3(x1, 22, 23(71, 22))

pentru orice (z1,x2) € D.
Daca alegem varianta de a cauta suprafetele 3 sub forma implicita (J), cum in acest caz
un vector normal la suprafata este

0 0 0
N(CC]_,.’EQ,.’L‘?,) == (ﬁ(xlax27x3)7 a.’li(xl’x2,$3)7 aaf;(xl?xQ?‘r?))) 9

conditia necesara si suficienta anterioara capata forma

3
0
(5.3.2) ;fi(xlax%xii)&z($l;m27$3) =0

pentru orice (z1,x2,x3) € Q.

In consecinta, determinarea acestor suprafete revine la determinarea, fie a tuturor functiior
de clasa C! z3 satisficand (5.3.1), fie a tuturor functiilor, de asemenea de clasa C!, ¢ sat-
isfacand (5.3.2). Ca atare, rezolvarea problemei se reduce la rezolvarea unei ecuatii in care
functia necunoscuta intervine impreuna cu derivatele sale partiale de ordinul intai. In con-
tinuare ne vom ocupa cu prezentarea succintd a celor mai importante rezultate referitoare la
astfel de ecuatii.

Fie O o submultime nevida si deschisa din R"*! si fie fi,f: Q@ - Rcui = 1,2,...,n,
functii de clasa C*.
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DEFINITIA 5.3.1. O ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai cvasi-liniara este o ecuatie
de forma

(5.3.3) Zfz z, 2(x ax,< ) = f(z,2(2)),

unde .
> fw2) #£0
i=1

mécar pentru un (z,2) € Q. O solutie a acestei ecuatii este o functie z : D — R de clasa C*,
cu D nevida si deschisa din R”, astfel incat (x, z(z)) € Q pentru orice x € D si z satisface
(5.3.3) Multimea tuturor solutiilor ecuatiei (5.3.3) poarta numele de solufie generala a ecuatiei
(5.3.3)..

Daca f =0 pe Qs fi;, 1 = 1,2,...,n, nu depind de z ecuatia (5.3.3) se numeste liniara.
Mai precis, fie D o submultime nevida si deschisa din R? gi fie f; : D - R, i =1,2,...,n
functii de clasa C* pe D.

DEFINITIA 5.3.2. O ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai liniard este o ecuatie de
forma

(5.3.4) Z fi(x (933 =0

O solutie a acestei ecuatii este o func‘gle ¢ : Dy — R de clasa C, cu Dy nevid si deschisa din
D, astfel incat ¢ satisface (5.3.4). Multimea tuturor solutiilor ecuatiei (5.3.4) poartd numele
de solutie generald a ecuatiei (5.3.4).

Evident orice functie constanta pe D este solutie a ecuatiei (5.3.4). De aceea, in tot ceea
ce urmeaza ne vom referi numai la solutiile neconstante ale ecuatiei (5.3.4).

Vom incepe cu studiul ecuatiei (5.3.4) aratand apoi cum studiul problemei (5.3.3) se reduce
la acela al unei probleme de tip (5.3.4) intr-un spatiu de dimensiune mai mare cu o unitate.

DEFINITIA 5.3.3. Sistemul diferential

(5.3.5) i(t) = fi(z(t), i=1,2,...,n
poartd numele de sistem caracteristic atasat ecuatiei liniare (5.3.4).
OBSERVATIA 5.3.1. Din considerente care tin de traditie, acest sistem este foarte frecvent
scris, In mod formal, sub aga numita forma simetrica
dx dx dz
(5.3.6) v =2 o T
fi(z)  fa(x) fo(2)

Incepem cu urmatoarea reformulare a Teoremei 4.1.1.

TEOREMA 5.3.1. Fie Dy o submultime nevidd si deschisd din D si fie ¢ : Dg — R o
functie de clasid C' si neconstantd. Conditia necesard si suficientd pentru ca ¢ sd fie solutie a
ecuatiei (5.3.4) este ca ea sa fie o integrald prima pe Dy a sistemului caracteristic (5.3.5) sau,
echivalent, pentru sistemul (5.3.6).

O consecinta imediata a Teoremei 5.1.5 este

TEOREMA 5.3.2. Fie a € D un punct nestationar al sistemului caracteristic (5.3.5), fie
Dq o vecindtate deschisd a lui a inclusa in D gi fie Uy, Us, ..., Uy—1: Do — R integrale prime
independente in a ale sistemului (5.3.5). Atunci solufia generald a ecuatiei (5.3.4) pe multimea
Dy este data de
¢(z) = F(Ur(), Us(x), ..., Un-1(z))
pentru x € Dy, unde F parcurge multimea functiilor de clasd C definite pe imaginea trans-
formarii U = (Uy,Us, ..., Uy_1) : Dg — R"™! cu valori in R.
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EXEMPLUL 5.3.1. Sa se determine solutia generala a ecuatiei

%

— =0
8%3

1 + (1'3 — xl)ai + (331 — .732)

L2 — I3
( ) Dg
pe multimea punctelor nestationare. Sistemul caracteristic sub forma simetrica este

dx dx 2 dz 3

T2 — I3 r3 — 1 1’1—1’2'

Avem dxq + dzo + drs = 0 si x1dxy + zodzs + x3dxs = 0. Ca atare functiile Uy, Us : R3 — R,
definite prin Uj(x1,2,73) = 71 + T2 + 23 i respectiv prin Us(z1, 79, 23) = 22 + 23 + x%,
sunt integrale prime pentru acest sistem. Punctele stationare ale sistemului sunt de forma
(r1,22,23) cu 1 = x9 = x3. Este ugsor de constatat ca integralele prime de mai sus sunt
independente in jurul oricarui punct nestationar. Ca atare, solutia generala a ecuatiei este
b(z1, w9, 73) = F(21 + 79 + 73, 22 + 23 + :zg), unde F : R? — R este o functie de clasa C.

Dupa cum putem constata din exemplul de la Inceputul acestei sectiuni, o functie de clasa
C' z3 definita implicit de o relatie de forma ¢(x1,z2,23) = c este solutie a problemei (5.3.1)
daca si numai daca ¢ este solutie a problemei (5.3.2). Aceasta observatie ne conduce la ideea
de a cauta solutia z a problemei (5.3.3) ca o functie definita implicit de o relatie de forma
¢(x, z) = c. Din teorema de derivare a functiilor definite implicit avem

¢
0z o ox;
() = =5 (0. 2(@)
0z
pentru orice i = 1,2, ..., n. Inlocuind 9§z /0x; in (5.3.3), dupa eliminarea numitorului obtinem
(5.3.7) ZZ; fi(z, z) gi (x,2) + f(=, z)gf(x, z) =0,

ecuatie care este de tipul (5.3.4). Din Teorema 5.3.2 deducem

TEOREMA 5.3.3. Flie (a,() € Q un punct nestationar al sistemului caracteristic

zi(t) = fi(z(t),2(t), i=1,2,...,n
(5.3.8)

atasat ecuatiei (5.3.7), fie Qo o vecindtate deschisd a punctului (a,() inclusa in Q si fie
Ui, Us, ..., Uy : Qo — R integrale prime independente in punctul (a,() ale sistemului (5.3.8).
Atunci solutia generald a ecuatiei (5.3.3) pe multimea Qg este definita implicit de

F(Ui(x, z(x)),Us(z, 2(x)), ..., Un(x, 2(x))) = ¢,

unde F parcurge multimea functiilor de clasd C' definite pe imaginea transformdrii U =
(Uh,Us, ..., Uy) : Qo — R™ cu valori in R, iar ¢ parcurge R.
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4. Exercitii si probleme propuse spre rezolvare

EXERCITIUL 5.1. Sd se determine cdate doud integrale prime independente in jurul unui
punct nestationar pentru fiecare din urmdtoarele sisteme diferentiale autonome:

T = T2 — T3 Ty = T2
(1) zh=x3—x1 (2)1 zh =1
Th =11 — T9. Th =11 — T9.
T = z129 Ty = xo + x123
(3){ b= —a? (4) < zbh =21 + 2013
xh = xox3. rh =122 -1
r_ r_
Ty =21 T = X122
(5) 4 a5 =2 (6)§ @5 =—73
zh = —2x1T9. rh = —xz1(1+23).
T = 31703 x) = 2x9(2 — x1)
(1 oh =ainy (8){ zbh =2 — 23 + 23 — 4xy
oy = x3(2? + 23). Th = —Tax3.

PROBLEMA 5.1. Sa se demonstreze ca functia U : R x R} — R definita prin

U(l’,y) — x—by—aehx—i-ky

pentru orice (z,y) € R? este o integrald primd pentru sistemul “pradd-rapitor”, cunoscut si
sub numele de sistemul LOTKA-VOLTERRA :

{ ' = (a—ky)x
y/ = _(b - hl’)y,

unde a,b,k,h sunt constante pozitive. (D. K. ARROwsMITH, C. M. PLACE [1], p. 145.)

PROBLEMA 5.2. Sd se demonstreze ca toate traiectoriile sistemului diferential
) =x3— 29
xh =x1 —x3
Th =Ty — T
sunt cercuri.
PROBLEMA 5.3. Sd se demonstreze ca toate traiectoriile sistemului prada-rapitor (vezi

Problema 5.1) care pleaca din primul cadran, mai putin cele doud semiaze, raman in primul
cadran $i sunt curbe inchise. (V. GLAVAN, V. GUTU, A. STAHI [6], p. 134.)

PROBLEMA 5.4. Intr-o altd formulare, Problema 5.3 afirmd ca toate solutiile sistemului
prada-rapitor care pleaca din primul cadran, mai putin cele doud semiaxe, sunt periodice cu
perioada T depinzand de datele initiale. Sa se demonstreze cd populatiile medii ale celor doud
specii pe un interval de timp egal cu perioada T':

1 t+T 1 t+T
vn=g [ a@ds siw=g [ usds

sunt independente de datele inifiale.

PROBLEMA 5.5. Fie f: Q CR"™ — R" o functie local lipschitziand. Sa se demonstreze ca
toate punctele de minim local strict ale unei integrale prime pentru sistemul diferential

o' = f(z),
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care sunt solutii stationare ale sistemului de mai sus, sunt simplu stabile. Are loc aceeasi
proprietate in cazul punctelor de maxim local strict? (V. GLAVAN, V. GUTU, A. STAHI [6],
p. 180.)

PROBLEMA 5.6. Sa se demonstreze ca solutia stationara (b/h,a/k) a sistemului pradd-
rapitor este simplu stabild.

PROBLEMA 5.7. Sa se determine sistemele diferentiale de ordinul intdi autonome care
admit o integrald prima injectiva. Exista sisteme neautonome care sa admita integrale prime
injective?

PROBLEMA 5.8. Fie f : R™ — R"™ o functie continuda. Dacd existd o integrald prima
U :R" — R a sistemului autonom

care este coerciva, adicd

lim U(z) = +oo,
]| —=-+o0

atunci toate solutile saturate ale sistemului sunt globale. Se pastreazd concluzia de mai sus
daca limita este —oo?

PROBLEMA 5.9. Evolutia a numeroase fenomene din fizica este descrisa de asa-numitele
sisteme hamiltoniene

dpi . 8H( )
1=1,2,...,n
dai _ 87H(p )
dt api T
unde H : Q C R?™ — R este o functie de clasd C', neconstantd, cunoscutd sub numele
de functia lui HAMILTON, depinzand de p1,po,...,pn, numite coordonate gemeralizate si de
41,92, - - -, Qn, numite viteze generalizate. Sa se demonstreze cd functia lui HAMILTON este o

integrald primd pentru sistemul hamiltonian. (V. GLAVAN, V. GUTU, A. STAHI [6], p. 134.)?

PROBLEMA 5.10. Fie ) o submulfime nevida si deschisa din R™ si fie f : Q — R™ o functie
continud. Sa se demonstreze ca, pentru orice A # 0, multimea integralelor prime pentru ecuatia
x' = f(x) coincide cu multimea integralelor prime pentru ecuatia ' = \f(x).

PROBLEMA 5.11. Sd se demonstreze c¢d nu existd nici o integrald primd definitd pe R? a
sistemul autonom “decuplat”
x) =211
xh = xa.

Sd se arate cd sistemul de mai sus are integrale prime definite pe {(x1,72) € R?; z1 > 0}.
(V. GLAvVAN, V. GuTu, A. STAHI [6], p. 135.)

PROBLEMA 5.12. Fie A : I — M, xn(R) o functie continud cu a;j(t) = —aj;(t) pentru
orice 1,5 =1,2,...,n si orice t € [. Sa se demonstreze ca orice solutie globald a sistemului

7' (t) = A(t)z(t)

este marginita pe I. In cazul in care I = [0,4+00), este sistemul de mai sus simplu stabil?

(V. GLAvAN, V. GuTu, A. STAHI [6], p. 136.)

2Faptul ci functia H este constantd pe traiectoriile sistemului reprezinti legea conservdrii energiei
si aceasta deoarece, in toate cazurile concrete H(p,¢) nu este nimic altceva decat energia sistemului

aflat in pozitia (p,q) = (P1,---+PnsG1s-- -+ qn)-
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EXERCITIUL 5.2. Sa se determine solutiile generale ale urmdtoarelor ecuatii cu derivate
partiale de ordinul intdi:

(1) (=3 xg)a?l + (a3 37%)6732 + (a7 xz)a—x3 =0.

(2) - xle”;; + 8052 + 3 1283;3 =0

(3) 1 (22 — 933)(5; + z2(73 — 331)(;3;2 + z3(x — :ng)(;); =0

(4) (01— a9) 52 + (a2 — ) 2 = 2

(5) 322)’ - x3giz =z — 1

(6) xlgii’ +ngiz T3 x;?

(7) 95290322 +x173 g; = 22129

(8) (1+Vz—a1m —a2$2—a3$3)$+§;+$)} = a1 + ag + as.

(M. Cra1u st M. ROSCULET [4], p. 48 —60.)

EXERCITIUL 5.3. Sd rezolve urmdatoarele probleme CAUCHY :

05 0 R

(1) ox dy 2) ox oy
z(x,0) = cosz. 2(x,2%) = 23
x%—y@— z@—o x%+(y+x2)%—z

(3) ox dy 0z (4) Ox oy
u(l,y,z) = sin(y + z). 2(2,y) = (y —4)°.

(V. GLAvAN, V. GutUu, A. STAHI [6], p. 188 — 192.)

PROBLEMA 5.13. Fie f :RxR = R si ¢ : R — R doud functii de clasa C' sia € R. Sd
se determine solutia problemei CAUCHY

0z 0z
N + a5 = f(t,x)
2(0,z) = p(x).

PROBLEMA 5.14. Fie f :R xR =R si ¢ : R — R doud functii de clasd C' sia:R — R
o functie continud. Sa se determine solutia problemei CAUCHY
0z 0z

E + a(t) o = f(t,l')

2(0,2) = ¢(x).
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PROBLEMA 5.15. Fie f : R x R" = R si ¢ : R" — R doud functii de clasd C* si a € R™.
Sa se determine solutia problemei CAUCHY

0z " 0z
o + - ai% = f(t,z)
2(0,z) = ().

(V. BARBU [2], p. 200)

PROBLEMA 5.16. Fie f : RxR"™ = R si ¢ : R™ — R doud functii de clasd C' sia : R — R"
o functie continuda. Sa se determine solutia problemei CAUCHY
%S w2 = fta)
hed ai(t) 22— x
8t - ! 8xz ’

=1

2(0,x) = ¢(x).

PROBLEMA 5.17. Fie f :R xR = R si ¢ : R — R doud functii de clasa C' sia € R. Sd
se determine solutia problemei CAUCHY

0z 0z
o + aro— = f(t,x)
2(0,2) = ¢(x).

PROBLEMA 5.18. Fie f :R xR =R si ¢ : R — R doud functii de clasd C' sia:R — R
o functie continud. Sa se determine solutia problemei CAUCHY
0z 0z

e + a(t)xg = f(t,x)

2(0,x) = ¢(x).

PROBLEMA 5.19. Fie f : R xR® — R si ¢ : R® — R doud functii de clasi C' si fie
A € Myxn(R). Sa se determine solutia problemei CAUCHY

gi + (Ax,V,2) = f(t,z)
2(0,x) = ¢(x).

(V. BARBU [2], p. 200)
PROBLEMA 5.20. Fie f : R xR® — R si ¢ : R® — R doud functii de clasi C' si fie
A:R = Myxn(R) o functie continua. Sa se determine solutia problemei CAUCHY
0z

o + (A(t)x,Vzz) = f(t,x)

2(0,2) = ¢(x).

PROBLEMA 5.21. Determinati suprafata care congine cercul de ecuatii x%—l—x% =1, x9 =2,
ortogonald familiei de conuri T17x2 = ax3, a € R*. (M. CRAIU $1 M. ROSCULET [4], p. 58.
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Rezultate auxiliare

1. Elemente de analiza vectoriala

Fie k € N* si s& notam cu R* multimea tuturor k-uplelor = (1, 29, ..., ;) de numere reale
care, dupa cum se gtie, este un spatiu vectorial peste R de dimensiune k in raport cu operatiile
“+7 (legea de comporzitie interna) si “” (legea de compozitie externa) definite prin

r+y=(21,22,...,2k) + (Y1, Y2, Yk) = (@1 + Y1, 02 + Y2, . .., Tk + Yk)
pentru orice z,y € R” i respectiv prin
Ax= )\((El,l‘z,.. . ,xk) = ()\.751,)\(62,... ,)\:Ek)

pentru orice A € R si orice € R, In tot ceea ce urmeazi, pe R¥ vom considera produsul
scalar standard (-, ), : R¥ x R¥ — R definit prin

k
(@9 = wiyi
=1

i norma euclidiana || - || definita de produsul scalar prin

k 1/2
]l = \/{z, @), = (Zﬁ)
=1

pentru orice x,y € R¥. Ori de cate ori nu va exista pericolul de confuzie, vom suprima indicele
k, scriind (z,y) in loc de (z,y), si ||z| in loc de ||z||x si, de asemenea, vom suprima “-” scriind
Az in loc de A - z.

Fie M, xm(R) multimea matricelor de tip n X m cu elemente reale. In multe situatii este
convenabil sa identificam un element A € M, x,(R) cu un operator liniar (notat pentru
simplitate cu acelagi simbol) A : R™ — R", definit prin

Ax) = Az
pentru orice x € R™, unde x este considerat vector coloana.

Pe multimea M, (R), care este evident un spatiu vectorial de dimensiune n x m peste

R, definim functia || - ||¢ prin

[Allo = sup{[[Az|[n; [[2|lm <1}
pentru orice A € M, (R). Urmétoarea lema simpla este deosebit de utila in ceea ce urmeaza.

LEMA 6.1.1. Functia || - ||o : Mpxm(R) — Ry este o norma pe My, xm(R), adica satisface:

(N1) |Allo =0 daca si numai daca A este matricea nuld;
(N2) [[M|lo = [A||Allo pentru orice X € R si orice A € My, xm(R);
(N3) A+ Bllo < [|[Allo + |Bllo pentru orice A, B € Mysm(R).

De asemenea, pentru orice x € R™ i orice A € My xm(R)

(Na) [|Az|[n < [[Allollz|[m-

In plus, pentru orice A € My xm(R) si orice B € Myxp(R), avem
(N5) [[ABllo < [[AllolIBllo-

113
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Demonstratie. Intrucat (N1) si (N2) sunt evidente, ne vom limita la demonstratia celorlalte
trei proprietati. Pentru a verifica (N3), sd observam ca operatorul A + B este continuu de la
R™ in R". Cum | - ||,, este continud pe R™, rezulta cd functia [|A + B, : R™ — R, este
continua. Pe de alta parte, multimea B(0,1) = {x € R™; ||z||,, < 1} este compacta si atunci,
conform teoremei lui WEIERSTRASS, rezulta ca functia mentionata mai sus isi atinge marginea
superioara pe B(0,1). Exista deci £ € B(0,1) astfel incat

A+ Bllo = sup{[[(A+ B)z[n; l|lzllm <1} = [[(A+ B)E|n.

Dar
[(A+B)ln < A0 + 1BElln < [|Allo + IBllo,

ceea ce Incheie demonstratia punctului (Ns).
Pentru a demonstra (Vy), sa observam ca, pentru x = 0, ea este verificata in mod evident.
Fie atunci x € R™, z # 0. Avem ||z||,;,}x € B(0,1) si ca atare

Azl )l = 2l Azl < [1A]o,

ceea ce arata ca (Ny) este verificata pentru orice x € R™.
In sfarsit, din (N4), deducem ca, pentru orice A € M, xm(R), orice B € M, xp(R) si orice
x € RP, avem
[ABz[lm < [[Allol|Bzllm < [[AllolBllollz]l

Trecand la supremum dupa = € B(0, 1) in inegalitatea de mai sus, deducem (NN5). Demonstratia
este Incheiata. O

CONSECINTA 6.1.1. Pentru orice A € Myxn(R) si orice k € N avem
(Ne) [I4%lo < IA11G.!

Demonstratie. Concluzia rezulta printr-un simplu rationament inductiv aplicat proprietatii

(Ns). O

OBSERVATIA 6.1.1. Norma || - [|o definitd pe M, xm(R) este echivalentd pe spatiul R™*™
cu norma euclidiana. Mai precis, exista doua constante k1 > 0 si ko > 0, astfel Incat

(6.1.1) kil[Allo < [[Alle < k2| Allo
pentru orice A € My, %, (R), unde

ANz =" ai).

i=1 j=1

intr—adevér, daca ey, e, ..., e, sunt vectorii bazei canonice in R™ atunci avem
n
2 2 2
> ah = [AeZ < |41
i=1
n
2 2 2
> ah = [ Aes|Z < |45
i=1

n
Y ain = IAemll? < JAIG.
=1

Adunand membru cu membru aceste inegalitati deducem

A2 < mllA[3.

LAk reprezints produsul matricei A cu ea insdsi de k ori. Pentru k = 0, prin definitie, A° = 9, unde
J este matricea unitate din M,,x, (R).
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Deci, pentru k2 = y/m, a doua inegalitate din (6.1.1) este verificata. Pe de alta parte, dupa
cum am constatat in cadrul demonstratiei lemei 6.1.1, exista & € R™ cu ||£]|,, < 1 astfel incat

2
AN = 1AL =D [ D aig
i=1 \ j=1

Folosind inegalitatea CAUCHY-SCHWARZ? pentru a majora suma dupi j, deducem

IAIE <S> a2 > 2 =33 ad el < 1A%
j=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Aceasta inegalitate ne arata ca, pentru k; = 1, este verificata si prima inegalitate din (6.1.1).

Subliniem ca inegalitatea (6.1.1) exprima invarianta proprietatilor de marginire, continui-
tate, diferentiabilitate, g.a. referitoare la functii cu valori in M, x,,(R), in raport cu cele doua
norme || - [[o st || - [[e-

Fie acum D o submultime nevida din R si fie f : D — R"™ o functie,

f@) = (f1(@), f2(8), -, fu())

pentru orice t € D. In tot ceea ce urmeazi vom spune ca f are o anumita proprietate daca
toate functiile componente f1, fa,..., fn au acea proprietate. De exemplu vom spune ca f este
derivabila in t € D daca toate functiile f; cu i = 1,2,...,n sunt derivabile in ¢t. Daca f este
derivabild in ¢ € D vom nota cu f'(t) derivata ei in ¢, adica

f1(@) = (f1), f2(8), -, fa (D).
Analog, vom spune ca f : [a,b] — R™ este integrabili RIEMANN pe [a,b] daci toate functiile

componente f; cu i = 1,2,...,n sunt integrabile RIEMANN pe [a,b]. In cazul in care f are
aceasta proprietate, vom nota cu

/abf(t)dt: (/abfl(t)dt,/abfg(t)dt,...,/abfn(t)dt>

integrala ei RIEMANN pe [a,b]. Urmatoarea lema generalizeaza doud rezultate bine-cunoscute
in cazul n = 1.

LEMA 6.1.2. Fie f:[a,b] = R" sig:[a,b] = R™.

(i) Daca f si g sunt derivabile in to € [a,b] atunci functia (f,g) : [a,b] — R este
derivabila in to st

(612 ©(UF0)) t0) = (7 (1), 9(t0)) + {F (t0) ().

In particular, dacd f este derivabild in to € [a,b] atunci ||f||* : [a,b] — Ry este
derivabila in tg si

(613) < (LF17) (10) = 247 (t0), F(t0))

2Reamintim c& inegalitatea CAUCHY-SCHWARZ afirma ca, pentru orice sisteme de numere reale
L1, T2y, Tm §1 Y1,Y25 .-+, Ym, aVemnl
2

m m
dowyi | <Yty ui

j=1 j=1 =1
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(ii) Daca f:[a,b] — R este integrabila Riemann pe [a,b] atunci ||f|| : [a,b] — Ry este
integrabila Riemann pe [a,b] si

(6.1.4) :f(t)dtH </ SO

Demonstratie. Pentru a demonstra (i) sa reamintim ca (f, g) : [a,b] — R este definita prin

(£;9) (@) = (f(#),9(t)) = Zfi(t)gi(t)

pentru orice t € [a,b]. Cum toate functiile f; si g; cui =1,2,...,n sunt derivabile in ¢y, din
relatia de mai sus, rezulta ca (f, g) este derivabild in tg. In plus, avem

n

%((ﬁ 9))(to) =Y _[fi(to)gi(to) + fi(to)gi(to)] = (f'(t0), g(to)) + (f(t0), g (t0)),

i=1
ceea ce demonstreaza (6.1.2). Evident (6.1.3) rezulta din (6.1.2) luand f = g.
Pentru a demonstra (ii), sa observam ca functia || f|| : [a,b] — R4 este definita prin

n 1/2
IFIIE) = LF @)1 = (Z f?(ﬂ)
i=1

pentru orice t € [a,b]. Intrucat toate functiile f; cui =1,2,...,n sunt integrabile RIEMANN,
rezulta ca || f|| are aceeasi proprietate. Fie acum A : a =ty < t; < -+ < t = b o divizare a
intervalului [a,b] si fie & € [ti,tir1) i =0,1,...,k — 1 puncte intermediare arbitrare. Avem

k—1
Z(ti—i-l — ;)
i=0

Luand un sir de diviziuni ale intervalului [a,b] cu sirul normelor tinzand la zero si un sir
corespunzator de puncte intermediare gi trecand la limita in inegalitatea de mai sus obtinem
(6.1.4). Demonstratia este Incheiata. O

LEMA 6.1.3. Fie f:[a,b] = R", A € Myxn(R) si B:[a,b] = Mpxn(R).
(i) Daca f este integrabila RIEMANN pe [a,b] atunci Af este integrabila pe [a,b] si

([ 108)- [ 0

(ii) Daca B este integrabild RIEMANN pe [a,b] atunci B* este integrabila RIEMANN pe

[a,b] si
(/ab’B(t)dt>*:/abiB*(t)dt.

(iii) Daca B este integrabild RIEMANN pe [a,b] si x,y € R"™ atunci (B(-)x,y) este inte-
grabila RIEMANN pe [a,b] si

<</abza(t) dt) :L‘y> = /ab@(t)x,wdt_

k—1

<D (i = 6)IF & = oalllfl, &)

=0

loalf, &)l =

Demonstratie. Fie A : a = tg < t; < -+ < t = b o divizare a intervalului [a,b] si fie
& € [tiytiv1) i =0,1,...,k — 1 puncte intermediare arbitrare. Avem
k—1

Aloalf,&)) = (tiyr — t)AF(&G) = oalAf, &),

1=0
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k-1
(0a(B, &) = > (tiv1 —ti)B*(&) = oa(B5, &)
=0
si
k—1
(OA(B,&)r,y) =Y (tiv1 — ti)(B(&)x,y) = oa((B()x, ), &).
=0

Luand un sir de diviziuni ale intervalului [a,b] cu sirul normelor tinzand la zero si un sir
corespunzator de puncte intermediare si trecand la limita in egalitatile de mai sus obtinem (i),
(ii) si (iii). Demonstratia este incheiata. O



Solutiile exercitiilor si problemelor propuse spre rezolvare
Capitolul 1

Problema 1.1 Fie z : [a,b] — R curba cautata. Conditia din enunt, se exprima prin

z(t) ok
z(t)/z'(t)  x(t) -t
sau echivalent N
Y=

pentru orice ¢t € [a,b]. Aceasta din urma este o ecuatie diferentiald reductibild la una cu
variabile separabile. Schimbarea de functie necunoscuta y = z — ¢ conduce la ecuatia

y(t) = L= uD ;(g)(t)

pentru orice t € [a, b], a carei solutie generala este definita implicit de y+1In |k —y|+t+¢ =0,
cu ¢ constanta arbitrara. Rezulta atunci ca familia de curbe cu proprietatea ceruta este definita
implicit de z +In|k —z+t|+c=0,ce R.

Problema 1.2 Fie z : I, — R curba cautatd cu 3 € I, si fie A(a,0) si B(0,b) punctele de
intersectie ale tangentei la curba in punctul (¢, z(¢)) cu axele de coordonate. Cum (¢, z(t)) este
mijlocul segmentului AB, avem a = 2t si b = 2z. Pe de alta parte, panta tangentei in punctul
curent (¢, x(t)) este 2’(t). Conditia din enunt se exprima atunci prin z’(t) = —g sau echivalent
prin tz/(t) = —z(t). Ecuatia de mai sus este cu variabile separabile gi are solutia generald
tx = ¢, cu ¢ constanta reala. Cum z(3) = 2 deducem ¢ = 6. In concluzie, curba ciiutati este
hiperbola de ecuatie tx = 6.

Exercitiul 1.1 (1) Este o ecuatie cu variabile separabile avand solutia generald definita prin

x(t) = L arcsin y/ H%;’;Zt pentru t € I C ((2k — 1)5, (2k +1)%), I, depinzand de constanta
ceR.

(2) Este o ecuatie BERNOULLI, dar si cu variabile separabile. Solutia generala este definita
prin x(t) = ct(1 — ct)~! pentru ¢t € I, unde I, depinde de constanta de integrare ¢ € R.
Ecuatia mai admite solutia singulara z(¢) = —1 pentru orice ¢t € R.

(3) Este o ecuatie cu variabile separabile avand solutia generala z(t) = ++/2In|t| — 2 + ¢
pentru orice ¢ € I, unde I; este un interval ce nu contine 0 i depinde de constanta de integrare
ceR.

(4) Substitutia y = t + 2 conduce la ecuatia cu variabile separabile 3/ = 1 + y?. Re-
zolvand aceasta ecuatie si revenind la functia x obtinem x(t) = tg(t + ¢) — ¢t pentru orice
te (—%—c,g—c),ceR.

(5) Substitutia y = 8t+2z+1 conduce la o ecuatie cu variabile separabile. Solutia generala
a ecuatiei initiale este x(t) = tg(4t + ¢) — 4t — § pentru orice t € (—Z — £, Z — £) c€R.

(6) Substitutia y = 2t+3z+1 conduce la o ecuatie cu variabile separabile. Solutia generala
a ecuatiei initiale, dupa renotarea convenabila a constantei de integrare, este data in forma
implicita ¢ + 2x 4+ 7In|2t + 3z — 13| =ccu c € R.

(7) Substitutia y = 2t — = conduce la o ecuatie cu variabile separabile. Solutia generala
a ecuatiei initiale, dupa renotarea convenabila a constantei de integrare, este data in forma
implicita 5t + 10z — 31n|10t — 5z + 6] = ¢ cu ¢ € R. Ecuatia mai are si solutia z : R — R
definita prin z(t) = 2t + g eliminata in procesul de integrare a ecuatiei cu variabile separabile.

(8) Ecuatie cu variabile separabile avand solutia generala z(t) = +, /=7 — 1 pentru orice

t € I, unde I, este un interval ce nu contine +1, depinzand de constanta c € R.
Problema 1.3 La fel ca si in cazul Problemei 1.2, fie z : I, — R curba cautata cu 1 € I, si
fie A(a,0) si B(0,b) punctele de intersectie ale normalei la curba in punctul (¢, z(t)) cu axele
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de coordonate. Cum (¢, z(t)) este mijlocul segmentului AB, avem a = 2¢ si b = 2z. Pe de alta
parte, panta normalei la curba in punctul curent (¢, x(t)) este —[2/(¢)] 7. Conditia din enunt se
exprima atunci prin —[z/(¢)]7! = —g sau echivalent prin x(t)2’(t) = t. Ecuatia de mai sus este
cu variabile separabile i are solutia generala 22 — t? = ¢, cu ¢ constanta reald. Dar z(1) = 2
si atunci ¢ = 3. In concluzie, curba cautata este hiperbola de ecuatie 22 — 2 = 3.

Problema 1.4 Fie x : [, — R curba cautata. Conditia din enunt se expriméa echivalent prin

(t)/2'(t) = a,
ecuatie care are solutia generald z(t) = cet/® pentru t € R, cu ¢ € R.
Problema 1.5 In acest caz ecuatia la care se ajunge este

z(t) /o' (t) = 2t,

pentru t > 0, care are solutia generald z(t) = ¢/t cu ¢ > 0.
Exercitiul 1.2 (1) impéri;ind cut # 0, ecuatia se reduce la una omogena avand solutia generala
x(t) = —tIn|t| 4+ ct pentru t € I, unde I, este un interval ce nu contine 0 si ¢ € R.
(2) impérgind cu t # 0, ecuatia se reduce la una omogena a carei solutie generala este
c t

x(t) = ¢ — 5 pentru t € I, unde I, este un interval ce nu contine 0 si ¢ € R*. Ecuatia mai

admite si solutia z(t) = —% pentru orice t € R.

(3) impér‘gind la t? obtinem o ecuatie omogeni a cirei solutie generali este definitd prin
x(t) = t(In|t| + ¢)~! pentru orice t € I, unde I, este un interval ce depinde de constanta € R
si nu contine 0. Ecuatia mai admite si solutia x(¢) = 0 pentru orice ¢t € R.

(4) impér‘gind prin 2¢tx obtinem o ecuatie omogena a carei solutie generala este x : I, - R
este definita prin
t+c

t )
unde ¢ € R gi I, de depinde de ¢ si nu contine 0. Totodata ecuatia mai admite gi solutiile
x1,2(t) = %t pentru orice ¢t € R.

x(t) =+t

(5) Evident = : R — R, x(t) = 0 pentru orice t € R, este solutie a ecuatjiei. Impértind
ecuatia cu t # 0 obtinem o ecuatie omogena a carei solutie este data sub forma implicita
In|z| — \/% = c pentru t € (—o00,0) si Inx + \/% = ¢ pentru ¢ € (0,400).

(6) impért;ind cu t # 0 obtinem o ecuatie omogena. Solutia generald a ecuatiei initiale este
z:R =R, z(t) = (** — 1)(2¢)~! pentru orice t =€ R, unde ¢ € R,

(7) Impértind cu 422+ 3tz +12 si simplificand fractia obtinutd prin 2 # 0 obtinem o ecuatie
omogens. Solutia general a ecuatiei initiale este definitd implicit de (22 + t2)3/2(z 4+ t) = ¢,
unde ¢ € R.

(8) impér‘gind cu 2tx # 0 ecuatia se reduce la una omogena. Solutia generald a ecuatiei
initiale este x : [, — R, x(t) = +t+/1 + ¢t pentru orice ¢ € [, unde ¢ € R i I, depinde de c.
Problema 1.6 Fie x : [, — R curba cautata cu 1 € I,. Conditia din enunt se exprima prin

:’/t2—|—CL’2

-3
x/

sau echivalent prin

t— 2 =4/ 122

x
Aceste ecuatii sunt reductibile la ecuatii omogene. Analizand cele doua cazuri deducem ca nu-

mai ecuatia t — /2’ = V2 + 22 are solutie convenabili (z(1) = 0) si anume 2(t) = £2/1 — ¢.
Problema 1.7 Punand conditia ca x = t™y sa verifice ecuatia, deducem

mt™ "y 7y = f(t ") =t (L),
sau echivalent

Y = 1((Ly) — ).



120 SOLUTII

Pentru ecuatia consideratd avem f(t,7) = 22 — 5. S& observim ca f(\t, \™z) = A™~Lf(¢, x)
pentru orice (t,x) € Ry x Ry si A € Ry daca si numal daca

)\Qm _ 2 _ /\m—l (%2 o 2>

A2¢2 t2
Se observa ci aceastd conditie este verificatd dac# si numai daca m = —1. Punand = =t~y
. . . o 3 .
obtinem ¢’ = l(y2 + y — 2), ecuatie care are solutia generala y(ta) = % cu ¢ € R. Solutia
generald a ecuatiei initiale este atunci = : I, — Ry, z(t) = ‘éj_zf“ unde ¢ € R i [, este un

interval care nu contine 0 si /c.

Exercitiul 1.3 (1) Ecuatia este reductibila la o ecuatie liniara. De asemenea, ecuatia este si
cu variabile separabile. Solutia generala este z : R — R, z(t) = ctel, pentru orice t € R, unde
ceR.

(2) Ecuatie reductibila la o ecuatie liniard avand solutiile z : R — R, z(t) = % pentru
oricet e Rsiz: 1, - R, z(t) = % + 4z pentru orice t € I, unde ¢ € R* si I, = (0, +00) sau
(—00,0).

(3) Este o ecuatie reductibila la o ecuatie liniara cu solutiile z; : R — R, definita prin

t_1
¢ t € R*

1 t=0

z1(t) =

§i 29 : I — R, definitd prin z2(t) = (e! + ¢)t~! pentru orice t € I, unde ¢ € R\ {-1} si
I=(0,+00) sau (—o0,0).

(4) Ecuatia are solutia x = 0. Pentru x # 0 il vom cauta pe t ca functie de z. Obtinem

ecuatia

dt 3t =z

der 2zt
care este atat BERNOULLI cat si omogena si care, prin integrare, conduce la forma implicita a
solutiei generale pentru ecuatia initiald cz® + 22 —t2=0cuc € R%.

(5) Ecuatie este reductibila la o ecuatie BERNOULLI cu o = 2. Solutia generala este
x(t) = (tIn|t| + ct)~! pentru orice t € I, unde I, depinde de ¢ € R. Ecuatia mai are si solutia
z=0.

(6) Substitutia 22 = y conduce la o ecuatie reductibila la una liniara in y. Solutia generala
a ecuatiei initiale este x : [, — R, z(t) = £/t(c — In|t|) pentru orice ¢t € I, unde I, nu contine
0 si depinde de ¢ € R.

(7) Se observa ca x = 0 este solutie. Pentru x # 0 vom determina pe t ca functie de x. Se
constata ca t verifica ecuatia BERNOULLI

@w_ 2 e
der =« '

Solutia generald x a ecuatiei initiale este dati sub forma implicita (cx? + 2)t = 1, unde ¢ € R.
(8) Ecuatia este reductibila la o ecuatie BERNOULLI avand solutia generalda x : I, — R,

definita prin z(t) = (Zt + ctQ)_l pentru orice t € I, unde I, depinde de ¢ € R. Ecuatia mai

are si solutia z = 0.

Problema 1.8 Avem

(3(t) — o' () (x(t) — 21(t)) — (w2(t) — x(t)) (2 (t) — 21(1))
(@(t) — 21(t))?
_ al®)(@2(t) —x(t)(2(t) — 21(t)) — (22(t) — 2(t))a()(2(t) — 21(#)) _
(@(t) — 21(t))?
pentru orice t € II. Deci R este constanta pe I. Interpretarea geometrica a acestui rezultat este
urmatoarea: dacd x1, z sunt doud solutii distincte ale ecuatiei liniare 2/(t) = a(t)x(t) + b(t) si

R/ (t) =
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x este o a treia solutie, atunci A(t, z(t)) se afld pe dreapta determinata de punctele A; (¢, z1(t))

1
este constant.

si Aa(t,z2(t)) si raportul

AAs
Problema 1.9 Avem ! ()wa (t) ()2 (¢)
, o o — T1\1)Ty _
L
_ la()z (1) +b(t)a:%(t)]a:2(t)2—:cl(t)[a(t)xz(t) +o()z3(t)] _
z5(t)
_ b(t)xl(t)ng[é)l@) — 22O ) (1) — a0 ()]0

ceea ce aratd ca y'(t) = b(t)[z1(t) — x2(t)]y(t).
Problema 1.10 Sa notam cu

i s& observam ca

 (@2(t) — 2 (t)[a(t) + (t
(za(t
_ b(t)(a(t) — 2(t

xQ(t)

=
—~
S
[\
-
Nt
N&“
[y
o
N
~—
—~
[\
—
~
~—
8
—
~
~
~—

~—
— =

t

~—

|
8
-

Analog
z3(t) — z1 ()
x3(t) — z(t)

o b(@)(x3(t) — 21(t)) (21 () — (1))
) = : aig(tl) —a;(tl) '

O(t) =

verifica

Dar

- 22(t) — 21(t) wa(t) —a(t)
za(t) —a(t) b(t)(xs(t) — z1(t))(z1(t) — (1)) —0
xa(t) — x1(t) x3(t) — x(t

pentru orice ¢t € I. Deci B este constant pe I.
Exercitiul 1.4 (1) Este o ecuatie cu diferentiald exacta. Solutia generala este data sub forma
implicita prin: t? 4 2tz + 222 = ¢, unde ¢ > 0.

(2) Este o ecuatie cu diferentiala exacta. Solutia generala este data sub forma implicita
prin: 3 4+ 6tz + 3t> = ¢, unde ¢ € R.

(3) Este o ecuatie cu diferentiala exacta. Solutia generala este data sub forma implicita
prin: 2t3 — 9t22% + 12t + 222 = ¢, unde ¢ € R.

(4) Este o ecuatie cu diferentiala exacta avand solutia generala data sub forma implicita
—t* + 20222 +dxt + 2t =¢, cuc € R.

(5) Este o ecuatie reductibila la una cu diferentiala exacta prin intermediul factorului
integrant p(x) = %4. Solutia generals este dat# sub forma implicita t2 — 22 — cx® = 0, unde
¢ € R. Ecuatia mai admite si solutia x = 0 eliminata pe parcursul procesului de reducere a
ecuatiei initiale la una cu diferentiala exacta.
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(6) Este o ecuatie reductibila la una cu diferentiald exacta prin inmultirea cu factorul
integrant p(t) = t% Solutia generald este datd sub forma implicitd 22 — tIn|t| — ¢t = 0, unde
¢ € R. De aici deducem ca x : [, — R este definita prin z(¢) = ++/t(c + In|t|) pentrum orice
t € I, unde I, depinde de ¢ € R.

(7) Este o ecuatie reductibila la una cu diferentiald exacta prin inmultirea cu factorul
integrant p(x) = x—g Avem solutiile z = 0 si = : I, — R, definita prin z(t) = 2t(2¢c — t?)~!
pentru orice t € I, unde I, depinde de ¢ € R.

(8) Este o ecuatie reductibila la una cu diferentiald exacta prin inmultirea cu factorul
integrant p(t) = % Solutia generala este data sub forma implicitad zInt 4 % = ¢ pentru orice
t > 0, unde c € R.

Exercitiul 1.5 (1) Este o ecuatie LAGRANGE avéand solutia generala sub forma parametrica:
t(p) = 6p® +cp
1 ,PER
z(p) = 4p* + Sep’ P

unde ¢ € R. Ecuatia mai admite si solutia z = 0.
(2) Este o ecuatie LAGRANGE avand solutia generala sub forma parametrica:

t(p) = In|p| — arcsinp + ¢
, pe (—1,0) sau (0,1).
{ z(p) =p+/1—p* pe (=10 .1

unde ¢ € R. Ecuatia mai admite si solutia z = 1.
(3) Este o ecuatie LAGRANGE avand solutia generala sub forma parametrica:

t(p) = Ce_p _ 2p + 9
{ l'(p) :C(1+p)€_p—p2+2 5 pGR
unde ¢ € R.
(4) Este o ecuatie LAGRANGE avand solutia generala sub forma parametrica:
1 c
tlp)=—5p+—
3 \/]3 1 9 p > 0,
sau
Hp) = —apt —C
3 \/j]f <o,
IL‘(p) =cy/—p— _6p2

unde ¢ € R. Ecuatia mai are si solutia x = 0.
(5) Este o ecuatie CLAIRAUT avand solutia generald z: R — R, x(t) = ct +t? cuc € Rsi
solutia singulara sub forma parametrica:

i rer

Eliminandu-1 pe p € R obtinem z(t) = —% pentru orice ¢t € R.

(6) Este o ecuatie CLAIRAUT dar si cu variabile separabile. Solutia generala x : R — R
este data de x(t) = ct + ¢, cu ¢ € R. Ecuatia nu admite solutie singulara.

(7) Este o ecuatie CLAIRAUT avand solutia generald z : R — R, z(t) = ¢t + V1 + ¢2, cu
¢ € R. Solutia singulara este

p

z(p) = \/Tipz

Elimindndu-1 pe p se obtine z : (—1,1) = R, z(t) = V1 — ¢

t(p) = —
, peER.
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(8) Este o ecuatie CLAIRAUT avand solutia generald z : R = R, z(t) = ct + 1, cu c € R*
si solutia singulara

1
tp) = —

) ]72 , pERx%.
z(p) = —
p

Eliminand parametrul p obtinem z : (0, +00) — R, x(t) = ++/%.

Problema 1.11 Sa alegem un reper cartezian cu originea in punctul fix precizat. Fiez : [, — R
functia al carei grafic este curba cautata. Ecuatia tangentei la curba in punctul curent (¢, z(t))
este X —x(t) = 2/(t)(T —t), iar distanta de la origine la aceastd tangenta este constanta daca
si numai daca exista ¢ € R* astfel incat

ta'(t) — x(t)
14 2/%(t)

Explicitand z(t) se ajunge la o ecuatie CLAIRAUT avand solutia generald x(t) = kt —cv/'1 + k2,
cu k € R* gi solutia singulara

t(p) = ——b
Vv
, peR.
C
"=

Eliminand p obtinem ecuatia implicita a curbei: 2 + t? = ¢?, ecuatie care reprezinti un cerc

cu centrul in origine (in punctul fix considerat) si de raza egala cu distanta |c| de la punct la
tangents. Alte solutii, numai de clasa C', se obtin juxtapunand un arc de cerc cu cele dous
semidrepte de pe tangentele la capete. Vezi Figura 6.1.1 de mai jos.

N

FIiGUuraA 6.1.1

Problema 1.12 Fie x : [, — R functia al carei grafic este curba cautata. Ecuatia tangentei la
curba in punctul curent (¢, z(t)) este X — z(t) = 2/(t)(T — t), iar punctele de intersectie ale

acesteia cu axele de coordonate sunt A (t - :‘f,(—é)), 0> si B(0,z(t) — ta’(t)). Conditia din enunt

se exprimé analitic sub forma

<t _ ) ) (@(t) — t2' () = —c,

a'(t)
unde ¢ € R*. Explicitand z(t) obtinem o ecuatie CLAIRAUT cu solutia generala x(t) = kt£+/ck,
cu k € R*, ck > 0 gi solutia singulara tx = _2' Mai obtinem si alte solutii, numai de clasa

C!, prin juxtapunerea unui arc de hiperbold cu semidreapta (semidreptele) de pe tangenta
(tangentele) in capat (in capete).
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Problema 1.13 Sa observam ca rezultanta fortei de gravitatie si a fortei centrifuge are directia
normalei la suprafata in punctul considerat. Luand Oy drept axa de rotatie si notand cu w
viteza unghiulara, obtinem pentru sectiunea plana axiala a suprafetei ecuatia diferentiala

d
gﬁ (z) = w?z.

Problema 1.14 Conform legii BOYLE-MARIOTTE densitatea este proportionala cu presiunea.
Ca atare variatia de presiune de la altitudinea ¢ la altitudinea t+h va fi p(t+h)—p(t) = —kp(t)h.
Ecuatia diferentials obtinut este p’(t) = —kp(t). Deducem p(t) = e~ 900167,

Problema 1.15 Variatia de lungime pe portiunea z, z+h este s(x+h)—s(z) = kW (l—z)l~1h.
Se obtine ecuatia diferentiala s'(x) = kW (I — x)I~L. Rezulta s(l) = 0, 5kW1.

Problema 1.16 Fie y : [a,b] — Ry functia definita prin

y(t) = / k(s) 2(s) ds

pentru t € [a,b]. Evident y este derivabila pe [a,b] si y/(t) = k(t) z(t) pentru orice t € [a,b].
Tinand cont de inegalitatea din ipoteza si de faptul ca functia k este pozitiva, deducem

y'(s) < k(s) y(s) + k(s) h(s)

pentru orice s € [a,b]. inmul‘gind in ambii membri inegalitatea de mai sus cu

exp (— / “k(r) d7>
i(y()exp( /k: d7>)<k( exp( /k: d7>

Prin integrare de la a la ¢ obtinem

y(t) < / t k(s) h(s) exp < / t k(r) dT) ds.

Cum z(t) < h(t) + y(t) pentru orice t € [a,b] demonstratia este incheiata.
Problema 1.17 Din inegalitatea lui BELLMAN rezulta

x(t)§§+/atv(s)ds+/atk(s) <g+/:v(7)d7> exp </:k(7)dr> ds =
:£+/atv(s)ds—/at (f—f—/:v(r)dT) CZexp(/stk(T)dT) ds —
=£+/atv(s)ds— <5+/;U(T)dr> exp </:k:(r)dr> :—I—/atv(s)exp (/:k(f)df) ds —
= gexp (/atk(s) ds> + /atv(s)exp (/:k(f) dT> ds.

Problema 1.18 Demonstratia urmeaza, cu modificari minore, aceeasi cale cu cea utilizata
pentru stabilirea lemei 1.4.3.

Problema 1.19 Sa presupunem pentru reducere la absurd ca exista ¢; € (0,7") astfel incat
x(t1) > y(t1). Deoarece x si y sunt continue si 2(0) < y(0), exista tg € [0,T'] cu ty < t1, astfel
incat z(to) = y(to) si x(t) > y(t) pentru orice t € [tg,t1). Cum f este crescatoare avem

dx dy
— <
(%05 ®) @6 -y <o
pentru orice t € [fo,?; ]. Integrand aceasta inegalitate pe [to,¢; ] obtinem

(2(t1) = y(t1))* < (z(to) — y(t0))* = 0,

relatie care contrazice inegalitatea x(t1) > y(t1).

deducem
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Capitolul 2

Exercitiul 2.1 (a) z(¢ ) =t(2—t) ! pentrut € [1,2). (b) z(t) = lteQ_t2/2 pentru t € [2,+00).
(c) z(t) = tg4t — 4t — § pentru t € [0, Z). (d) z(t) = /5(1 — t2) — 1 pentru orice t € [0, 1).
(e) x(t) = —tInt + 2t pentru t € [1,+00). (f) z(t) = (1 —t?)(2t)~! pentru t € [1,+00). (g)
x(t) =t(Int + 1)~! pentru t € [1,+00). (h) x(t) = v/1+ 3t pentru t € [1,+00). (i) x(t) = te'
pentru t € [1,+00). (j) z(t) = (5 + 11)(6t2) U pentru t € [1,+00). (k) x(t) = (e —e)t™!
pentru ¢t € [1, —I—OO) (1) x(t ) (tlnt — 1)~! pentru t € [1,t*) unde t* este radicina ecuatiei
tlnt—1=0. ( = /t(4 —Int) pentrut € [1,e?). (n) z(t) =t~ pentru t € [1,+00). (0)
x(t) = (2t — ) pentru orice t € [1,2). (p) x este definita implicit de ecuatia 3 — 22 +12 = 0
pentru ¢t € [1,400).

Problema 2.1 Se constata imediat ca functia z este continua pe [ a, ¢|, derivabila pe [a, c]\{b}
si ca verifica z(a) = £ si 2/(t) = f(t,2(t)) pentru orice t € [a,c] \ {b}. Din continuitatea
functiilor f si z i din ultima egalitate, deducem ca 2’ poate fi prelungita prin continuitate in
punctul b. Dar aceasta inseamni ci z este de clasia C! pe [a,c] si, in plus, ci este solutie a
PC(L, Q, f,a,§).

Problema 2.2 Daca £ > 0 atunci functia x : [a, +00) — R, definita prin z(t) = /12 + &2 — a?,
este unica solutie globald la dreapta pentru PC(R,R, f,a,&). Analog, daca & < 0 atunci
functia = : [a,+00) — R, definita prin z(t) = —+/t2 + £2 — a2, este unica solutie globald
la stanga pentru PC(R, R, f,a,&). Daca £ = 0, atunci z : [a, +00) — R, z(t) = 0, este solutia
globala cautata. Evident functia f nu este continud in (1,0) deoarece f(1,0) = 0, in timp ce
im0 f(1,2) = +o0.

Problema 2.3 Fie z : (¢,0] — R o solutie saturata la stanga a PC(R,R,0,0). Atunci avem
2'(t) = f(t,2(t)) pentru orice t € (¢,0]. Cum 2/(0) = £(0,0) = —1 si = este de clasi C! 2/ nu
poate lua decat valoarea —1. Reamintim ca f are numai valorile 1. Ca atare z(t) = —t + k
cu k € R. Cum z(0) = 0 rezulta k£ = 0 si in consecinta unica solutie saturata la stanga a
PC(R,R,0,0) este functia x : (—o0,0] — R, definita prin z(t) = —t.

Problema 2.4 Si presupunem pentru reducere la absurd ca nu ar fi aga. Atunci existda o
multime compacta K C I x Q astfel incat pentru orice L > 0 exista (tr,zr),(tr,yr) € K
cu proprietatea ||f(tr,xr) — f(tr,yo)ll > Lllzr — yz|. Luand L = n cu n € N si notand
cu ty, = tr, Tn = T §i Yo = yr, avem ||f(tn,zn) — f(tn,yn)|| > n|lzn — yu|| pentru orice
n € N. Cum X este compacta i f este continud pe I x € ea este marginita pe X. Ca atare
exista M > 0 astfel incat || f(¢,z)|| < M pentru orice (¢,z) € K. Din aceasta inegalitate si din
precedenta deducem ca nl|z, — yn| < 2M pentru orice n € R. Urmeaza ca limy, (z, — yn) = 0.
Utilizand din nou compactitatea lui K, putem presupune fara a restrange generalitatea ca
exista (t*,2*) € K astfel incat lim,, (t,, Tn,yn) = (t*, 2™, 2*). Din ipoteza stim ca exista V o
vecinatate a lui (t*,2*) si L = L(V) > 0 astfel incat pentru orice (¢,x), (t,y) € V sa avem
| f(t,z)— f(t, )| < Lljlz—y|. Cum limy, (t,, Tn, yn) = (t*, 2%, 2*), deducem ca exista n(V) € N
astfel incat pentru orice n > n(V) s& avem (t,, x,), (tn, yn) € V. In consecinti, pentru orice
n > n(V) avem nl|z, —yn|l < || f(tn, 2n) — f(tn, Yn)|| < Lljzn —ynl| ceea ce, in virtutea faptului
ca xp, # Yy pentru orice n € N, conduce la o absurditate: (n < L) pentru orice n > n(V).
Problema 2.5 Conform Problemei 2.4 este suficient sa demonstram ca pentru orice (a,§) din
I x Q exista o vecinatate V a lui (a,&) si L > 0 astfel incat pentru orice (t,z), (t,y) € V sa
avem ||f(t,z) — f(t,y)|| < L||lz — y||. Fie (a,&) € I x Q si fie V o sfera inchisa centrata in (a,§)
inclusd in I x Q. Fie (t,2),(t,y) € V si sa observam ca functia 6 — (¢,0y + (1 — 0)x) este
continua de la [0,1] cu valori in 'V, aceasta deoarece V este convexa. Atunci si functia

0 dde(f(t Oy + (1~ )113)ZZ(;];(t,Hy—l-(l—H)x)(yj—xj)
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este continua de la [0,1] In R™ si

1
/ %(f(t,&y +(1—-0)x)df = f(t,y) — f(t,x).
0

Din ipoteza stim ca 0f;/0x;, i,j = 1,2,...,n sunt continue pe I x Q si ca atare ele sunt
marginite pe multimea compacta V. Aceasta inseamna ca exista M > 0 astfel incat

‘8fi

Lj

(az)‘ <u

pentru orice 4,7 = 1,2...,n gi orice (s, z) € V. Avem atunci
1 d 1
[ gttty a-oaan] < [
o db 0

</1 iﬁ(té + (1 —0)2)(y; — z;)||d < V/nM ||z — y||
=~ 0 j:1axj yUY Yj J — Y

L0y + (1 — 0))]| do

1t =) — f(t )l = df

gi drept urmare L = /nM.

Problema 2.6 Substitutia z — ¢t = y in ecuatia ' = g(¢,x) conduce la ecuatia y' = h(y),
unde h : R — R este definita prin h(y) = 1 + 2{’/;?2 pentru orice y € R. Aceastd ecuatie
este cu variabile separabile, iar problema CAUCHY asociata ei are proprietatea de unicitate.
Intr-adevir, conform Teoremei 1.2.1 solutia PC(R,R, h,a,&) este

y(t,€) = H'(t —a)

pentru orice t € R, unde

Hiz) /5 142342

Pentru a incheia demonstratia, sa remarcam ca functiile z1,z9 : R — R, definite prin 1 (t) = ¢
si zo(t) = 2—17(t —a)? +t pentru t € R, sunt solutii distincte ale PC(R, R, f,a, a).

Problema 2.7 incepem prin a observa ca ambele functii zVy si x Ay verifica conditia initiala.
De asemenea, este ugor de constatat ca xVy = x Ay sunt continue pe J, derivabile pe multimea
deschisa {t; t € J, xz(t) # y(t)} si satisfac ecuatia diferentiala in orice punct din aceasta
multime. Aceasta rezulta din faptul cd multimea de mai sus este o reuniune cel mult numarabild
de intervale deschise si pe fiecare interval Jj din aceasta reuniune avem sau z(t) < y(¢) pentru
orice t € J, sau x(t) > y(t) pentru orice t € Ji. Pentru a incheia demonstratia ar fi suficient
sd aratam ca z V y = x Ay sunt derivabile in orice punct ¢ € J in care z(t) = y(t). Fie ¢t un
astfel de punct. Avem atunci

_a(s) —at) / . y(s) —y(t)
Eg%ﬁ =a'(t) = f(t,z(t) = f(t,y(t) =y'(t) = £Eﬁ
ceea ce probeaza ca x V y si Ay sunt derivabile in ¢ i ambele au derivatele in acest punct
egale cu 2/(t) = y/(t). De aici si din faptul ca (x V y)(t) = (z Ay)(t) = z(t) = y(t), rezulta ca
ambele functii verifica ecuatia diferentiala in ¢, ceea ce incheie demonstratia.
Problema 2.8 Sa presupunem pentru reducere la absurd ca exista to € [a,be) N [a,b,) astfel
incat z(to, &) > x(to,n). Cum (x(to, &) — x(to,n))(z(a, &) —z(a,n) < 0sitw— z(t,§) — x(t,n)
are proprietatea lui DARBOUX fiind continud, exista t; € [a, to) astfel incat x(t1,§) = z(t1, 7).
Din proprietatea de unicitate deducem ca x(t,&) = x(t,n) pentru orice t € [t1,b¢) N [t1,by).
Obtinem x(tg,&) = z(to,n) ceea ce este in contradictie cu presupunerea facuta. Contradictia
poate fi eliminata numai daca x(t,£) < x(t,n) pentru orice t € [a,be) N [a,by).
Problema 2.9 Fie z,y : J — Q doua solutii ale PC(L, 2, f,a,§). Inmultind scalar egalitatea
() =y (t) = f(t,z(t)) — f(t,y(t)) cu x(t) — y(t), utilizand (i) in Lema 6.1.2 si conditia din
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enunt deducem
5 S lle(t) — DI < it ) — y(O) i) — o))

pentru orice ¢ € J. Notand cu z(t) = 3|lz(t) — y(t)|?, inegalitatea de mai sus se rescrie sub
forma 2/(t) < w(t, \/22(t))\/22(t), sau echivalent (v/2z)'(t) < w(t,/22(t)) pentru orice ¢ € J.
Cum /2z(a) = 0 si unica solutie a PC(I, R4, w, a, 0) este functia identic nula, din Problema ?7,
urmeaza ca +/2z(t) < 0 pentru orice ¢ € J, ceea ce aratd ca z(t) = y(t) pentru orice ¢ € J.

Teorema 2.3.2 rezulta din rezultatul demonstrat anterior luand w : R — R, definita prin
w(n) = Ln pentru orice n € R, unde L > 0 este constanta LIPSCHITZ corespunzatoare functiei
f pe multimea [a,a + 0] x B(&,r). Vezi demonstratia Teoremei 2.3.2. Teorema 2.4.2 rezulta
din consideratiile precedente luand w = 0.
Problema 2.10 incepem prin a observa ca, pentru orice a > 0 avem

S& presupunem pentru reducere la absurd ca exista o solutie neidentic nula z : [0,7) — R.
Cum w(r) > 0, rezultd ca z(t) > 0. In consecinta, exista ¢ € (0,7) astfel incat x(t) > 0. De
aici rezulta ca exista o, 5 € [0,T) cu a < f si () = 0 < z(t) pentru orice t € (o, 5). Avem
atunci

pentru orice ¢ € («, §). Integrand aceasta egalitate de la a la 8 obtinem

B 5m’(t)dt_ J»‘(B)ﬂ_ -
5‘0“/a w<x<t>>‘/o o) = T

ceea ce este absurd. Contradictia la care am ajuns poate fi eliminata numai daca unica solutie

saturata a problemei CAUCHY considerate este x = 0.
Problema 2.11 Cum f este lipschitziana si g este disipativa avem

(f(t, ) +g(t,z) — f(t,y) — g(t,y),x —y) < L|jz — yl|*

pentru orice t € I si orice x,y € €. Suntem atunci in ipotezele Problemei 2.9 cu w(r) = r
pentru orice r € R;..
Problema 2.12 Avem

(ft,z) = f(t,y),z —y) <w(llz—yl)lz -yl

pentru orice t € [ si orice z,y € ) si ca atare suntem in ipotezele Problemei 2.9.

Problema 2.13 Fie [a,a + 0], B(§,r) si L > 0 alese ca in demonstratia Teoremei 2.3.2. S&
notdm cu u(t) = e L-z(t) si cu v(t) = e L-y(t) si si observiim ci w,v sunt solutii
ale PC(I, Q, g, a,£), unde g(t, z) = e~ L) f(t, eL=a)z) — Le~L{=a) 5 pentru orice (t,z) din
I x Qg cu Qo C 2 convenabil ales. Cum g satisface ipotezele Teoremei 2.4.2 (vezi demonstratia
Teoremei 2.6.2) rezultd ca u = v sau echivalent ca = =y pe J.

Problema 2.14 Functiile z1,z9 : R — R, definite prin x;(¢) = 0 pentru orice t € R si

(t+1)° )

o daca t < —1
xo(t) = 03 dacat e [—1,0]
t 9

o7 dacat >0

sunt doud solutii saturate distincte ale PC(R, R, f, —1,0).

Problema 2.15 Fie [ =R, Q = (=%,%) si f: I x Q — R, definita prin f(¢,z) = tgz pentru
orice (t,x) € I x €. Este ugor de constatat cd f nu duce submultimile marginite din I x © in
submultimi marginite din R.
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Problema 2.16 Demonstratia urmeaza exact aceeasi cale cu cea a Teoremei 2.5.4 cu exceptia
frazei care precede inegalitatea (4.4) care in acest caz este: “Deoarece pentru orice submultime
compacta J din I si orice submultime marginita B din 2, f(J x Q) este marginita, cum [a,b]
este compacta si inclusa in I iar C' este marginitd, urmeaza ca exista M > 0 astfel Incat...”.

Este evident ca functia f : (—g, g) X (—g, %) — R, definita prin f(¢,2) = tgt - tgx pentru
(t,z) € (—%, g) X (—%, g) are proprietatea din enuntul problemei, dar nu duce submultimile

marginite din I x © in submultimi marginite din R. Deci clasa functiilor avand proprietatea
descrisa in problema este strict mai ampla decat cea a functiilor f care duc submultimile
marginite din I x  in submultimi marginite din R™.
Problema 2.17 Fie z : [0,b) — R o solutie saturata a problemei CAUCHY considerate. Aceasta
inseamni c& functia vectoriald z : [0,b) — R2, definitd prin z(t) = (z(t),2'(t)) pentru orice
t € [0,b), este solutie saturata a problemei CAUCHY

=y
(PC) y'=—g(z) - f(y)
z(0) = &1, y(0) = &

Inmultind ecuatia " + f(2') + g(z) = 0 cu ', integrand egalitatea astfel obtinuts pe [0,¢] si
reamintind ci G(z) > az? si yf(y) > 0, obtinem

1 1
§|x/(t)|2 +alz(t)* < §|51‘2 +alél?

pentru orice t € [0,b). Cum a > 0, rezulta ca functia z definitd mai sus este o solutie saturata
marginitd a (PC). Conform Consecintei 2.5.3 b = 400, ceea ce incheie demonstratia.
Problema 2.18 Unicitatea rezulta din Problema 2.11. Vom arata ca orice solutie saturata a
PC(R4+,R™, f,a,&) este globala. In virtutea Consecintei 2.5.3, pentru aceasta, este suficient sa
demonstram ca, daca z : [a,b) — R™ este o solutie a PC(R4,R", f,a,&) cu b < 400, atunci x
este marginita pe [a,b). Sa observam ca

t b t
ol < 116+ [ 15 el ds <l + [ 1.0l ds+L [ ats)]ds

pentru orice ¢ € [a,b). Din inegalitatea lui GRONWALL rezulta ca

b
o011 < (1€l + [ 176,001 ds ) e

pentru orice t € [a,b), ceea ce incheie demonstratia.

Problema 2.19 Deoarece z este marginita pe [a,b), multimea punctelor ei limita pentru
t T b este nevida gi compactd. Pentru a incheia demonstratia este suficient sa aratam ca
aceasta multime contine exact un element. In acest scop, cum z este saturati si b < to, din
Teorema 2.5.3 punctul (iii), deducem ca multimea acestor puncte limita este inclusa in frontiera
multimii (w1, ws) care este {wy,ws}. Presupunand pentru reducere la absurd ca atat w; cat si
wo sunt puncte limita ale lui x pentru ¢ 1 b, rezulta ca exista doud siruri (¢x)ken si (Sk)ken,
ambele strict crescatoare la b astfel incat limg z(tx) = wy si limg xz(s;) = wa. In plus, putem
presupune fara a restrange generalitatea (trecand eventual la doua subsiruri gi renumerotand
termenii) ca t; < s, pentru orice k € N. Fie acum w € (wy,ws2). Atunci exista k, € N astfel
incat z(tx) € (w1,w) si z(sg) € (w,we) pentru orice k& > k,. Cum z este continuad ea are
proprietatea lui DARBOUX si ca atare, pentru orice k > k, exista ryp € (tg,sx) astfel incat
z(ry) = w. Evident limyg rp = b si in consecintd w € (w1,ws) este de asemenea punct limita
al lui x pentru t 1 b. Absurditatea la care am ajuns poate fi inlaturatd numai dacid multimea
punctelor limita ale lui x pentru ¢t 1 b este formata dintr-un singur punct. Generalizarea la cazul
n-dimensional are urmatorul enunt: daca 2 C R"™ este o multime deschisa a carei frontiera
este o mulfime de puncte izolate, f : (t1,t2) x Q — R™ este continuad, a € (t1,t2), & € Q gi
x: [a,b) — Q este o solufie saturatd a PC((t1,t2),, f,a,§) cub < ty §i x marginita pe [a,b),
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atunci exista limgyy, 2(t) = 2. Demonstratia urmeaza aceeasi cale cu precedenta observand ca
segmentul de dreapta care uneste oricare doua puncte distincte ale frontierei lui {2 contine un
intreg subsegment nebanal (care nu se reduce la un punct) inclus in .

Problema 2.20 inmulgind ecuatia 2’ = f(z) cu 2/, integrand-o membru cu membru pe [a,b]
si tinand cont ca x(a) = x(b), obtinem

/ 1) dt = / e at= [ " ((e)) dt = F(a(b)) — F(a(a)) =0,

unde F : R — R este o primitiva a functiei f. Cum 2’ ? este continug si nenegativa, integrala
ei pe [a,b] este nuld dacd si numai dacid 2’ = 0 pe [a,b]. Deci x este constantd pe [a,b].
Rezultatul nu se pastreaza in cazul f : R™ — R"™ pentru n > 1, dupa cum putem constata
observand ci functia z : [0,27] — R?, definitd prin x(t) = (z1(t), 22(¢)) = (sint, cost) pentru
€ [0,27], este o solutie neconstanta a problemei
o’ = f(x)
) L St
unde [a,b] = [0,27] si f : R? — R? este datd de f(x1,22) = (w2, —x1) pentru (z1,72) € R2.
Putem insd demonstra, utilizand aceleasi argumente, ca daca f : R™ — R™ este gradientul unei
func’gii de clasia C! @ : R™ — R, atunci orice solutie = : [a,b] — R" de clasia C' a problemei
) este constanti.® In acest caz avem

n

b
/ ool = [ e, wa= [ (Z gjw»m;m) dt = B(a(b)) ~ B(a(a)) = 0.

Problema 2.21 Dupa cum am vazut pe parcursul rezolvarii Problemei 2.2, daca & > 0, atunci
functia x(-,€) : [0,400) — R, definitd prin z(t,§) = /t? + &2, este unica solutie globald la
dreapta pentru PC(R, R, f,0,&). Atunci

2
o006 =1 < VTt =t <

pentru orice ¢ > 0 i orice & > 0. Deci limgjg2(t,£) = t uniform pentru ¢t > 0. Este usor
de verificat ca functia y(t) = ¢ pentru t > 0 nu este solutie a PC(R,R, f,0,0), deoarece
y'(0) =1 # f£(0,0) = 0. Aceasta discontinuitate in raport cu datele intiale este o consecinta a
discontinitatii functiei f in punctele de forma (¢,0) cu t € R.

Problema 2.22 Unica solutie a PC(R, R, f,0,0), pentru p > 0 este z(-,p) : [0,400) = R,

definita prin z(t,p) = \/t? + p> — p pentru orice t € [0, +00). Avem

t2 t

pentru orice p > 0 si orice t € [0,1]. Ca atare familia de functii {z(-,p); p > 0} este relativ
compacta in C([0,1];R). Din aceasta observatie si din faptul ca lim,o z(¢,p) = t punctual pe
[0,1], rezultd ca limita de mai sus este chiar uniforma pe [0,1]. Dar functia y : [0,1] — R,
definita prin y(¢) = ¢ nu este solutie a PC(R, R, f,0,0) deoarece ' (0) = 1 # f(0,0,0) = 0. Siin
acest caz, discontinuitatea solutiei ca functie de parametrul p este cauzata de discontinuitatea
functiei f in punctele de forma (¢,z,p) cu x +p = 0.
Problema 2.23 Pentru orice p # 0 fixat, functia x — 3¢/22 + p? este local lipschitziana pe R
fiind de clasa C'. Atunci, conform Teoremei 2.3.2, urmeaz ci, pentru orice p > 0, PC (@)p are
proprietatea de unicitate. Pe de alta parte, dupa cum am constatat in Exemplul 2.4.1, P€(D),
nu are proprietatea de unicitate.

|z(t,p)| = <1 s [|2/(t,p)|= <1

3Aceastd conditie este automat verificat pentru n = 1 deoarece orice functie continui f: R — R
admite primitive.
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Problema 2.24 Sa definim sirul de functii: zx : [a,b] — R™ prin xo(t) = f(t) pentru orice
te€la,b]si

z(t) = f(¢) —i—/ g(t, T, xp_1(7))dr

pentru orice k € N* gi orice t € [a,b]. Evident toti termenii acestui sir sunt functii continue
e [a,b]. Cum [a,b] este compact, exista M > 0 astfel incat ||g(¢, s, f(s))|| < M pentru orice
(t,s) € [a,b] x[a,b]. Avem atunci ||z (t) —xo(t)|| < M(t—a) pentru orice t € [a,b]. Utilizand
faptul ca functia g este lipschitziana pe R", se demonstreaza prin inductie completa ca (zx)ken
satisface inegalitatea similara celei stabilite in cadrul demonstratiei Teoremei 2.3.2. Din acest
loc, demonstratia o urmeaza pe cea data Teoremei 2.3.2.
Problema 2.25 Fie h : [0,T] — R" o functie continua si fie £ € R™. Conform Consecintei 2.5.1
(PC) are cel putin o solutie saturatd z definita fie pe [0,7'] fie pe [0,T},) cu T,, < T. Vom
arata in continuare ca z este definita pe [0,7']. In acest scop sa presupunem pentru reducere
la absurd ca x este definita pe [0,7,,). Atunci, pentru orice s € [0,7,,) sid > 0cus+d < T,
avem

2 (s+6) —a'(s) = Ax(s + 6) — Ax(s) + h(s + ) — h(s).
Inmultind scalar aceasts inegalitate cu x(s + 8) — x(s), utilizaind conditia de disipativitate si
punctul (i) din Lema 6.1.2, deducem
1d
2ds
Integrand aceasta inegalitate pe [0,t] cu t + < T), obtinem

lz(s +8) — x(s)I%) < (s +0) = h(s), a(s + ) — z(s)).

l(t +8) — 2(@)|I* < [l2(8) — €]* + 2/0 (h(s +0) = h(s),2(s + 6) — x(s))ds.

Din inegalitatea CAUCHY-SCHWARZ avem ca
(h(s +0) = h(s),2(s + 6) — x(s)) < [[h(s + &) — h(s)[l[[x(s + &) — z(s)]]-

Din aceasta relatie, din precedenta si din Lema 1.4.3, deducem ca
t
J(t +0) — z(0)[| < [lz(d) — &l + /0 175 +6) — h(s)]| ds.

Cum z este continua in ¢ = 0, z(0) = £ §i h este uniform continua pe [0,7'], din aceasta
inegalitate conchidem ca x satisface conditia, lui CAUCHY de existenta a limitei finite la dreapta
punctului 7,,,. Ca atare = se poate prelungi la [0, T},] ceea ce este absurd. Aceasta contradictie
poate fi eliminatd numai daca x este definita pe [0,7"]. Unicitatea va rezulta din cea de-a
doua inegalitate formulata in problema, pe care o vom demonstra mai jos. Fie 1, xo doua
solutii saturate corespunzatoare datelor initiale &; si functiilor h; cu ¢ =1, 2. inmulgind scalar
egalitatea x| (t) — z4(t) = Axq(t) — Axa(t) + hi(t) — ha(t) cu z1(t) — z2(t), tindnd cont de
disipativitatea functiei A si utilizand punctul (i) din Lema 6.1.2, deducem

1d
57 (@) = 228)[) < (ha(t) = ha(t), 21(t) — 22(1))
pentru orice ¢ € [0,T']. Integrand aceasta inegalitate pe [0,¢] rezulta

lz1(t) — 22()1 < [l — &* + 2/0 (h1(s) = ha(s), 21(s) — x2)ds

pentru orice ¢t € [0,7']. Din aceasta inegalitate, din inegalitatea CAUCHY-SCHWARZ si din
Lema 1.4.3 urmeaza ca

t
[z (#) — 22 ()] < (1€ — &2l +/0 [h1(s) — hallds

pentru orice ¢ € [0,7T'], ceea ce Incheie demonstratia.
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Problema 2.26 Cum functia z; este continua pe [0,7"] rezulta ca exista M > 0 astfel incat
|z1(t)—¢&|| < M pentruorice t € [0,T]. Din cea de-a doua inegalitate stabilita in Problema 2.25
si din faptul ca f este lipschitziana pe R™ de constanta L > 0 deducem

t
k41 (t) — 2 (t)]] S/O Lljxy(s) = wr—1(s)ll ds

pentru orice k € Ngiorice t € [0,T]. Din aceasta inegalitate si din precedenta, folosind metoda
inductiei complete, se arata ca

k() — a0 < M2
pentru orice k € N gi orice t € [0,T']. Ca atare
k-l—z
[Zrtp(t) — 2 ()] < MZ k:—l—z
pentru orice k,p € N gi orice t € [a,b]. Cum > 2, % = L= rezults ca sirul (24)pen

este uniform CAUCHY pe [a, b] si deci uniform convergent pe acest interval la o functie continua
x. Trecand la limita in relatia de recurenta (in forma integrald) care defineste girul, deducem
ca x este solutia ecuatiei integrale

z(t) =¢ +/ [Az(s) + f(s,z(s))] ds

si implicit a (PC). Aceasta incheie demonstratia partii de existenta a Problemei 2.26. Cum f
este lipschitziana pe B(&,r), din cea de-a doua inegalitate stabilita in Problema 2.25, urmeaza
ca orice doua solutii ,y : [a,a + 0] — B(&,r) ale (PC) satisfac

() = y(®)]l S/ Lljz(s) —y(s)| ds

pentru orice t € [a,a + §]. Din inegalitatea lui GRONWALL rezulta c& = = y ceea ce incheie si
demonstratia partii de unicitate.

Problema 2.27 incepem prin a observa ca, din ipoteza impusa asupra functiei A rezulta ca
aceasta este disipativa pe R™. Din Problema 2.25 deducem ca pentru orice £ € R™ PC(¢) are
o solutie globala unica gi ca atare P este bine definita. Fie £,n € R™ si sd notam cu x si y cele
douit solutii globale ale PC(€) si respectiv PC(n). Inmultind scalar /(t) —y/(t) = Az(t) — Ay(t)
cu z(t) — y(t), tinand cont de conditia de disipativitate pe care o satisface A si apeland la
punctul (i) din Lema 6.1.2, deducem

th (H (t) — y(t)HQ) < —w?z(t) — y(@)|?

pentru orice t € R,. inmuh_;ind aceasta inegalitate cu factorul integrant e

4 (510 w0l ) <0

pentru orice ¢t € R.. De aici, integrand pe [0,7' ], obtinem

ST (T) (D) < 4 l2(0) — O]

Reamintind c& z(0) =&, y(0) =n, (T) = P(&) si y(T') = P(n), ultima inegalitate implica
1P(€) =PIl < qll€ —nll

pentru orice £,1 € R™, unde ¢ = e=+"T . Din aceasti proprietate rezulta prin inductie completa

¢ €1 — &l < ¢[1&n — €oll pentru orice k € N'gi ca atare |64, — &| < &1 — ol T2 ¢+
pentru orice k,p € N*. In sfarsit, observand ci seria geometrica Y 7o, q* este convergenti

2 .
20"t obtinem
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deoarece ¢ € (0,1), rezulta ca sirul (&)ren este convergent la un element n € R™. Trecand
la limita in relatia de recurenta &£ = P(zp_1) i tindnd cont de continuitatea functiei P,
conchidem ca n = P(n), ceea ce se exprima echivalent prin n = z(0,0,n7) = z(7,0,n). Cu
aceasta demonstratia punctelor (1) si (2) este incheiata. Daca f este T-periodica gi x este
o solutie globald a ecuatiei 2'(t) = Az(t) + f(t), atunci i functia xp : Ry — R™, definitd
prin zp(t) = xz(t + T) este o solutie a aceleiasi ecuatii. Cum z(T,0,7) = n, din proprietatea
de unicitate, urmeaza ca x(t + T,0,7) = x(¢,0,7n) pentru orice t € R;. Aceasta inseamna ca
x(+,0,7n) este periodica de perioda T', ceea ce completeaza demonstratia punctului (3). Pentru
a demonstra punctul (4) sd observam ca daca x : Ry — R™ este o solutie T-periodica a ecuatiei
diferentiale 2/(t) = Ax(t)+ f(t) atunci £ = x(0) este un punct fix al functiei P, adica £ = P(£).4
Cum P este o contractie stricta (||P(£) — P(n)|| < ¢q||€ — n|| pentru &, 7 € R™, unde ¢ € (0,1)),
urmeaza ca P are cel mult un punct fix. Demonstratia este incheiata.

Capitolul 3

Problema 3.1 Daca x este marginita pe R, exista m > 0 astfel incat
[z()] <m

pentru orice ¢t € Ry. Din cea de-a doua ecuatie din (8) deducem

/|b )| dr

pentru orice t, s € Ry. Cum b este absolut integrabila pe R, pentru orice ¢ > 0 exista d(¢) > 0

astfel Incat
t
/ |b(T)|dr| <

ly(t) —y(s)] <m

pentru orice t,s € Ry cut > () si s > d(e). Din inegalitatea stabilita anterior rezulta
ca y satisface conditia lui CAUCHY de existenta a limitei finite la +o00. Fie ¢ = lim;_, o0 y().
Rezulta atunci ¢ lim;_, 1 oo 2’ (t) = £. Presupunand pentru reducere la absurd c& ¢ # 0 deducem
ca x este nemarginita. intr—adevér, pentru a fixa ideile, sa presupunem ca £ > 0. Atunci exista
to > 0 astfel incat, pentru orice t > to s avem z(t) € [5(t—to)+x(to), 3 (t—to) +x(ty)]. Drept
urmare x este nemarginita pe R . Contradictia la care am ajuns poate fi eliminata numai daca
¢ =0 ceea ce demonstreaza punctul (i).

Pentru a demonstra (ii), sa observam ca wronskianul sistemului (8) este constant. Fie
atunci un sistem fundamental de solutii ale lui (8). Presupunand cd ambele solutii ar fi
marginite pe R4, din punctul demonstrat anterior, ar rezulta ca

c= lim W(t)=
t—-+o0
relatie in contradictie cu faptul ca sistemul de solutii este fundamental. Aceasta contradictie
poate fi eliminata numai daca cel putin una dintre cele doua solutii este nemarginita pe R
ceea ce probeaza punctul (ii).

In sfarsit, din (i) rezultd ci daci = este marginitd avem limy_, oo y(t) = 0 si daci y este

marginitd avem lim; o () = 0. Repetand rationamentul de mai sus deducem W (t) = 0

pentru orice t € R,..
() = <8S¢(t)x>
0T;  Jnxn

Problema 3.2 Se arata ca
4Reciproca acestei afirmatii este adevarata, dupa cum am constatat, in ipoteza suplimentara ca f
este T-periodica.
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este solutia problemei CAUCHY
X'(t) = fal(t, S(t)z)X(t)
X(a) =T,.

Conform teoremei 3.1.5 a lui LIOUVILLE avem

det(X(t)) = det(X(a))exp </at tr fz(s,5(5)€) ds)

= det(X(a))exp t i 8fz: (s,S(s5)€) | ds| = det(X(a))
Ox
@ \i=1 "

pentru orice t € [a,b), ceea ce incheie demonstratia.
Problema 3.3 Cum H este de clasi C2, din criteriul lui SCHWARZ (de egalitate a derivatelor
partiale mixte de ordinul al doilea), se constata ca functia f : R?" — R2" definita prin

OH 0OH OH OH

f(paQ): T vty T T v vttt |

on dqn" Op1 Ipn
unde p, g € R™, are divergenta nula. Concluzia rezulta din Problema 3.2.
Problema 3.4 Din definitia matricei e** si din continuitatea aplicatiei A — A7 rezulti ca

T -1
(etA) — AT A (et/l> 7

ceea ce aratd ca e este ortogonali.
Problema 3.5 Fie X o matrice fundamentald a sistemului 2/(t) = Axz(t) care este ortogonald
in t = 0. Evident X verifica X'(t) = AX(t) si ca atare

d

= (X7 (1) = X7 (DA™,

Deci X7 este solutie a problemei CAUCHY

{ Y'(t) = Y(t)A
4(0) = X7(0)

Pe de alta parte X(¢)X~1(t) = J,,, ceea ce implica (f)C(t)?C_l(t))/ = 0. Avem atunci

sau
(XY (1) = —XH X B)XHE) = X7HE) (—A) = XTH()AT.

Urmeaza ci X! este de asemenea solutie a problemei CAUCHY de mai sus, iar din partea de

unicitate a Teoremei 3.1.1 deducem c& X(t)” = X~1(¢) pentru orice ¢ € R.

Problema 3.6 Demonstratia urmeaza aceeasi cale cu cea de la problema anterioara.
Problema 3.7 Avem

AR = \Fg, = (A = AT (AR MAR2 o R L)

pentru orice k € N*. De aici se observa ca orice radacina a ecuatiei det(A — A\J,) = 0 este
radacina gi pentru ecuatia

k k

det Z AT Z tpApJn = 0.

p=1 P! p=1 P!

Cum functia det este continua, trecand la limita in egalitatea de mai sus pentru k tinzand la
+0o deducem ca daca A este radacina pentru ecuatia det(A — AJ,,) = 0 atunci, pentru orice
t € R, ea este radacina si pentru ecuatia det (em — )\Jn) = 0.
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Problema 3.8 Matricea A este simetrica dacad si numai daca (Ax,y) = (z, Ay) pentru orice
x,y € R™. Ca atare, daca A este simetrica avem

k k
tP AP tPAP
(2 o) = (= (25 ) o).

p=1 p=1

Trecand la limita pentru k tinzand la 400 In aceasta egalitate si tinand cont ca produsul scalar
este o functie continui de ansamblul variabilelor deducem (e**z,y) = (z,e*y) pentru orice
z,y € R" sit €R, ceea ce arati ci e este simetrici pentru orice ¢ € R.

Problema 3.9 Fie X : R — M, x,(R) o matrice fundamentala a sistemului cu proprietatea ca
X(0) este simetrica. Cum inversa unei matrici autoadjuncte este simetrica, iar X~1(t) = X(—t)
pentru orice t € R, este suficient sa consideram doar cazul ¢ > 0. Fie atunci ¢ > 0 si sa
alegem a > 0 cu proprietatea ca t € [0,a]. Fie k € N*. Sa impartim intervalul [0,a] in k
parti egale 0 = tp < t; < -+ < tp_1 < tx = a si sa definim Ay : [0,a] = M, x,(R) prin
(t) = A(t;) pentru t € [t;,tir1], 9 =0,1,...,k — 1 si Ax(a) = A(tk—1). S& definim functia
:10,a] = Mpxn(R) prin X (t) = ettAEIXRE) pentru t € [t t44], 4= 0,1,...,k —1si
(0) = X(0). Este usor de constatat ca Xj este continua pe [0,a], derivabila pe multimea
[0,a]\{ti; 1 =1,2,...k} si verifica

(%) X (t) = Ar(t) X (t)

in orice punct de derivabilitate. Sa observam cd X se obtine din concatenarea solutiilor unor
probleme CAUCHY de tipul

{ Z;(t) = A(t:)Zi(t)
Zi(ti—1) = Zi—1(ti—1), Zo(0) = X(0)

pentru ¢ = 1,2,...,k. Din problema anterioard, deducem succesiv ca Z;(t) este simetrica
pentru orice t € [t;—1,t;] si ¢ = 1,2,...,k. Ca atare X(t) are aceeasi proprietate pentru
orice t € [0,a]. In sfarsit, s& observiim cd sirul de functii (Xk)ken+ este uniform marginit si
echicontinuu pe [0, a]. Aceasta este o consecinta imediata a faptului ca Xy, verifica

Ak
Xk
Xk

X (t) = X(0) + /Ot Ar(5)Xk(s) ds

pentru orice k € N* gi orice ¢ € [0,a] si a marginirii functiei A pe intervalul [0,a]. In virtutea
Teoremei 77 urmeaza ca, cel putin pe un subsir, (Xj)gen+ este uniform convergent pe [0,a]la o
functie Y. Cum limg Ay, = A uniform pe [0, a], trecand la limita in (*), deducem ca Y(t) = X(t)
pentru orice t € [0,a]. Demonstratia se incheie cu observatia ca Y(t) este simetrica pentru
orice t € [0,a] fiind limita uniforma a unui gir de functii avand aceeasi proprietate.
Problema 3.10 Intrucat et = 7+ A + ppay tkk—“?k rezulta ca, pentru t > 0 suficient de mic,
toate elementele matricei e care nu sunt pe diagonald au acelagi semn cu cele corespunzitoare
ale matricei tA. Deci conditia este necesara. Pentru a demonstra suficienta sa observam ca, in
virtutea punctului (ii) din Propozitia 3.3.1, pentru orice ¢,s € R} avem eth = et AtsT)g—st],
Mai mult, daca s este suficient de mare si A satisface conditia din enunt, ¢(A + sJ) are toate
elementele pozitive. Atunci si e!A59) are aceeasi proprietate. Cum e 5 = e~5!J are toate
elementele pozitive si produsul a doua matrice cu elemente pozitive este o matrice cu elemente
pozitive, demonstratia este completa.

Problema 3.11 Sa definim functia f : My xn(R) = Myxn(R) prin f(X) = AX + XB pentru
orice X € My, xn(R). Urmand aceeasi cale cu cea utilizatd in demonstratia Consecintei 2.5.4 se
constata ca f este global lipschitziana si ca atare problema CAUCHY considerata are o solutie
globala unica. Pentru a incheia demonstratia ar fi suficient sa aratam ca X : R — M, x,(R)
definitd prin X(t) = e Ce!® este solutie a problemei CAUCHY. Avem X(0) = *Ce® = €.
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Din Teorema 3.3.1 rezulta

d _d (g 3, A d B, tApd [ B\ _
dt(f)C)(t)—dt<e )ee e (0)e + e (‘ldt(e )_

= Aeee!® 4 eMCe!PB = AX(t) + X(t)B.
Demonstratia este completa.
Problema 3.12 Si observam ca
+oo

+o00
AX +XB = — Ae*ACesBds — / RSB B ds =
0 0

= — /+oo % (es“q) Ce*Bds — /+OO eSAGdiS (eSB) ds =
0 0

o T A B T A, sB
+ Ae®Ce® ds—l—/ e’ Ce® B ds = 2C — AX — XB,
0 0 0
ultima egalitatea avand loc daca gi numai daca limg_, € =0. Cum limg_, ;€
exista, pentru a incheia demonstratia ar fi suficient sa aratam ca, limita inferioara, pentru s

tinzand la 400, a fiecirui element al matricei e**Ce*® este 0. In acest scop si observam ci,
din convergenta integralei
+oo
/ e ee*Pds,
0

m+1

lim eSCesBds = 0.
m—>—+00 m

= —2¢54Ce?

sA e esB sA e 633

rezulta ca

De asemenea, din teorema de medie rezulta ca, pentru orice element o;; al matricei et eet®

exista ty,(ij) € [m,m + 1] astfel incat

m+1
/ a;j(s) ds = a;j(tm(ig)).

m
Din aceasta relatie si din precedenta rezulta ca
I (b (i) —
m e (tn (i) = 0
pentru orice 7,5 = 1,2...,n, ceea ce Incheie demonstratia.
Problema 3.13 Seriile de puteri care definesc ambele functii ¢ — costA si t — sintA sunt
derivabile termen cu termen. Din aceasta observatie se constata ca

d d
p (costA) = —AsintA = —(sintA)A si pn (sintA) = AcostA = (costA)A,

ceea ce demonstreaza punctul (1). De aici rezulta ca

costA sintA )’ _ 0 7J costA sintA
—AsintA AcostA ] — \ —A% 0 —AsintA AcostA
ceea ce demonstreaza prima parte a punctului (2). Matricea Z(t) este fundamentala pentru
sistemul considerat daca si numai daca det Z(0) # 0 ceea ce se iIntampla daca gi numai daca
det A # 0.

Problema 3.14 Sa observam ca, din formula variatiei constantelor (vezi Observatia 3.3.3),
rezulta

g (t) = et~ g 4 /t eI f (s, 2p_1(s) — Azp_1(s)] ds

pentru orice m € N* gi orice t € [a,b]. Fie L1 > 0 constanta LIPSCHITZ corespunzatoare
functiei f, fie M > 0 astfel incat ||z1(t) — xzo(t)|] < M pentru orice ¢t € [a,b] si sd definim
L = et=a)lMllo [, 4 ||A||lo] . Utilizand faptul c& |An|| < ||A[lon] pentru orice n € R™ (vezi
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(N4) din Lema 6.1.1) si observand ca ||}l < e®=®)4lo pentru orice t, s € [a,b] cus <+,
se arata prin inductie completa ca

k —a k
g () — 2 (0] < J‘“(]:')

pentru orice m € N gi orice t € [a,b]. Din acest punct demonstratia urmeaza o cale foarte
asemanatoare cu cea urmata in rezolvarea Problemei 2.26.
Exercitiul 3.1 Solutiile generale ale sistemelor propuse spre rezolvare sunt:
(1) { 21(t) = cre™t + coe™
1o(t) = —cre™t + 2cpe™

cre tcost + 026_lt sint

)

)

)

) =

) = %(02 —2¢1)e"tcost — %(cl + 2¢9)e " tsint.
r1(t) = %(016% +eg—2t2 -2t —1)

) = g(cle — ey 212 =2t —1).

) =

)

)

)

r1(t) = (c1 — 4e2)e? +4(cy + ca)e ™+ 12 + ¢
= (—c1 +4c)e® + (c1 + cz)e 3 — %

cle + coe 5 cos ‘gt + c3e” 3 sin ‘égt

¢
cret + —§CQ+£03 e 2cos£t— §02+%03 efismét

) =
) =
) = crel + _%CQ — \/303 e~ % cos ‘2[ ?@ — %03 e 2 sin @t.
)
)

(8) { a(t) = —cze™t + 2coe?
23(t) = (c1 + e3)e ™t + 2c9e?!
Aici ¢1,c9,c3 € Rgit € R.
Exercitiul 3.2 Solutiile generale ale ecuatiilor propuse spre rezolvare sunt:
(1) z(t) = cre? + cze?

(2) x(t) = cre™t + cote™t.

(3) z(t) = c1 cos 2t + cosin 2t.

(4) z(t) = cre™ + coe® + &% <ﬁ -E+35 1i4) :

(5) @(t) = c1cos3t + cpsin 3t + £ cos 2t.

(6) x(t) = cicost + cosint +sintln|sint| — tcost, pentru t € (km,(k+ 1)7), k€ Z.
(7) x(t) = c1cost + cosint + % sint + £(4sin2tsint + cos3t) — 35 sin 3t + 1 cos 2t sin .
(8) x(t) = c1€? + cote? + %e%.

(9) z(t) = creV 4 cpem V2 4 et

Aici ¢, o, c3 € R i, exceptand punctul (6), ¢ € R.

Exercitiul 3.3 Solutiile generale ale ecuatiilor propuse spre rezolvare sunt:
(1) z(t) = c1 + cae’ + czel?.

=1+ CQe_t + 03et.

— cre~t 4+ cpe’ cos @t 1 c3e% sin @t.

)
)
) = cretsint + coel cost + czetsint + cpe”t
)
)

cost.
= cret + cotel + cat?el —t — 3.
x(t) = c1cost + cosint + c3tcost + cy4tsint.
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(7) z(t) = c1 + cat + cze’ + cate’ + %et — 2te! + 3e.

(8) z(t) = cre™' + cocost + cysint + Z2el,

(9) z(t) = c1 + coe ™3t + cste ™3 + % — 2
Aici ¢1,c9,c3 € Rgit € R.
Exercitiul 3.4 (1) Este o ecuatie de tip EULER. Solutia generala z : I — R este definita prin
2(t) = c1t™t + cot~tIn|t| pentru orice t € I, unde T = (—o0,0) sau (0,+0c0) si c1,c0 € R,
c? + 3 # 0. Ecuatia mai admite si solutia z : R — R, z = 0.

(2) Este o ecuatie de tip EULER. Solutia generald este z : I — R, z(t) = cit™! + cot?
pentru orice t € I, unde I = (—o0,0) sau (0, +00), unde ¢; € R* i ¢co € R. Ecuatia mai admite
si solutia z : R — R, definita prin

at? | t>0

x(t)_{ ol 120 cu cp,c2 € R

(3) Ecuatie EULER cu solutia generald z : I — R, z(t) = ¢; cos(Int?) + co sin(Int?) pentru
orice t € I, unde I = (—00,0) sau (0,+00) §i c1,c2 € R, c% + cg # 0. Ecuatia mai admite gi
solutia x : R — R, x = 0.

(4) Este o ecuatie de tip EULER. Solutia generald este z : R — R, z(t) = c1t + cot? + c3t?
pentru orice t € R, unde ¢y, ca,c3 € R.

(5) Ecuatie reductibila la una de tip EULER prin intermediul substitutiei 3t + 2 = 7.

4
Solutia generala este z : T — R, definita prin z(t) = ¢1 (3t + 2)~ 3 + ¢2 pentru orice t € I, unde
3

I= (—oo, —5) sau (—%, —I—OO), iar ¢; € R*, ¢ € R. Ecuatia mai admite si solutia z : R — R
definita prin z(t) = ¢ pentru orice t € R, unde ¢ € R.

(6) Ecuatie reductibild la una de tip EULER. Solutia generala x : I — R a ecuatiei initiale
este definitd prin x(t) = c1t~! + cot? pentru orice t € I, unde I = (—00,0) sau (0, +00), iar
Cc1,C2 € R.

(7) Este o ecuatie reductibila la una de tip EULER avand solutia generala z : T — R definita
prin x(t) = c¢i cos(In |t|) + cosin(In|t|) pentru orice ¢t € I, unde I = (—o00,0) sau (0,4o00) si
Cc1,C2 € R.

(8) Este o ecuatie de tip EULER neomogena. Solutia generala este

z(t) =9 1

14 ct? + cot? pentrut >0

{ ot + cit? +c3t®  pentrut <0’ cu c1, ¢z, ¢3 € R.

(9) Prin intermediul substitutiei 1 + ¢ = 7, ecuatia se reduce la o ecuatie de tip EULER

neomogena cu solutia generala definita prin z(t) = c1(1 + )2 + c2(1 + t)%In |1 4+ ¢| + (1 +¢)3

pentru orice t € I, unde I = (—o0,—1) sau (—1,4+00), ¢; € R si ¢ € R*. Ecuatia mai are si
solutia  : R — R, definita prin z(t) = ¢(1 + ¢)? + (1 + ¢)® pentru orice ¢t € R, unde ¢ € R.

(10) Ecuatia este de tip EULER neomogena avand solutia generala z : I — R, definita prin

z(t) = 1t + cpt In [t| + ¢t 1n?|t| pentru orice t € I, unde I = (—o0,0) sau (0, +00) si c1, ¢z € R.
Capitolul 4

Problema 4.1 Inainte de a trece la demonstratia celor patru afirmatii s observam ca in cazul
ecuatiei considerate orice matrice fundamentala este de tip 1 x 1 gi de forma

x(t) _ fefot a(s)ds

pentru orice t € R, unde £ € R*.

(1) Conform Teoremei 3.2.2 solutia nula a ecuatiei considerate este stabila daca si numai
daca exista o matrice fundamentala marginita pe R, sau echivalent orice matrice fundamen-
tala este marginitd pe Ri. Conform observatiei de la inceput, aceasta se Intdmpla daca si
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numai daca
(%) () = elo ¥ ds — Jo° als) dsglio ) < o

pentru orice t,tg € Ry, tg < t. Daca este verificata inegalitatea din enunt, avem atunci
z(t) < e pentru orice ¢ € R, si ca atare ea este marginita pe R. Deci solutia nula este
simplu stabila. Reciproc, daca exista M > 0 astfel incat x(t) < M pentru orice ¢t € R4, atunci
din (x) se observa ca functia K : Ry — R care satisface inegaliatea din enunt poate fi luata

K(t)) =InM — /0 0a(s) ds

pentru orice tg € R

(2) In virtutea Teoremei 4.2.4 solutia nulda a ecuatiei este uniform stabila daca si numai
dacé exista o matrice fundamentala X(¢) si exista M > 0 astfel incat ||X(¢)X(to)||o < M pentru
orice t,tg € R4, tg < t. Conform observatiei initiale, solutia nuld este uniform stabila daca si
numai daca

eftto a(s)ds <M

pentru orice t,ty € Ry, tg < ¢, sau echivalent

t
/ a(s)ds <InM = K
to
pentru orice t,tg € Ry, tg < t.
(3) Conform Teoremei 4.2.2 solutia nula este asimptotic stabila daca si numai daca
lim eloe®ds —
t—+o00 ’
ceea ce se Intampla daca si numai daca

t
lim a(s)ds = —oo.
(4) Conform Teoremei 4.2.5 solutia nula a ecuatiei este uniform asimptotic stabila daca si
numai daca

lim efst a(r)dr _ (),
t—s——+oo

Este evident ca inegalitatea din enunt implica relatia de mai sus si ca atare stabilitatea uni-
forma si asimptotica a solutiei nule. Invers, sa presupunem ca solutia nula este uniform asimp-
totic stabila. Atunci exista g > 0 si pentru orice € > 0 exista T, > 0 astfel incat, pentru orice
to > 0 orice t >ty + T si orice £ € R cu [£| < p s avem

‘£|eftt0 als)ds .

Sa fixam un numar ¢ € (0,1), sa ludm £ = p, € = qu si sa notam cu T = T},. Inegalitatea
anterioara se rescrie, in acest caz particular, sub forma echivalenta

(+) / "a(s)ds < Ing

0
pentru orice ty > 0 si orice t > tg + 1. Pe de alta parte solutia nula este uniform stabila, fiind
uniform asimptotic stabila. Conform punctului (2) exista K > 0 astfel incat

(s % %) /tta(s)dng

0
pentru orice tg > 0 si orice t > ty. Fie t > tg. Sa observam ca exista m € N astfel incat
t € [to+mT,to+ (m+ 1)T). Avem

/tt a(s)ds = mz_:l /t0+(p+1)T a(s)ds + /tt a(s) ds.

0 p:O to +pT o+mT
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Sa observam ca, in virtutea inegalitatii (sx), fiecare din primi m termeni din suma de mai sus
se majoreaza cu In g, iar ultimul termen cu K (vezi (x * x)). Deducem ca

t
/ a(s)ds < K +mlngq.
t

0

Cum t — tg < mT rezultd m > %(t —tp) si in consecinta

t
1
/ a(s)ds < K + ﬂ(t — to).
to T

pentru orice t,ty € R cu ¢t > t3. Deci inegalitatea din enunt, are loc pentru K > 0si a = —lng

determinate ca mai sus. !
Exercitiul 4.1 (1) Unica solutie saturata z(-,a,&) a ecuatiei (1) satisfacand conditia initiala
z(a,a,&) = € este z(+,a,€) : [a,+00) — R, definitd prin x(¢,a,£) = €' pentru t > a. Ca
atare limy o0 |2(t, §)| = 400 pentru orice £ € R* si in consecinta solutia nula este instabila.

(2) Unica solutie saturata x(-,a, ) a ecuatiei (2) care satisface conditia z(a,a,§) = & este
z(-,a,€) : [a,+00) — R, definita prin z(¢,a,&) = £ pentru ¢ > a. Atunci, pentru orice £ > 0
gi orice a > 0 exista d(e,a) = € > 0 astfel incat, pentru orice £ € R cu [¢| < §(e,a) sa avem
|z(t,a,&)| < e pentru orice t > a. Deci solutia nuld este uniform stabila.

(3) Unica solutie saturata z(-,a,{) a ecuatiei (3) care satisface conditia x(a,a,&) = &
este x(-,a,§) : [a,+00) — R, definita prin z(t,a,§) = €e~(t=9) pentru t > a. Ca atare
limy oo |2(t,€)] = O pentru orice £ € R* si in consecinta solutia nula a ecuatiei (3) este
global gi uniform asimptotic stabila.

(4) Functia f : R — R, definitd prin f(z) = —2z + sinx, este de clasi C! si verifica
f(0) =0s5i f.(0) = —1. Suntem atunci in ipotezele Teoremei 4.3.3 i in consecinta solutia nuld
a ecuatiei (4) este asimptotic stabila.

(5) Fie a > 0 si £ € R. Unica solutie saturata = : I, — R a ecuatiei (5) care satisface
z(a,a,&) = £ este definita prin

€
z(t,a,f) = —————
pentru orice t € I, ¢, unde I, ¢ = [a,+00) daca § < 0sil, e = [a,a+ %) daca £ > 0. Deoarece
z(+,a,&) nu este globala pentru & > 0, solutia nula nu este stabila. Facem totusi remarca
interesanta ca proprietatea de continuitate (ii) cerutd in Definitia 4.1.5 este verificata in acest
caz la stanga lui & = 0. Intr-adevar, aceasta rezulta din inegalitatea

(t.0,8) <

pentru orice £ < 0 i orice t > a.

(6) Unica solutie saturata x : I,¢ — R a ecuatiei (6) care satisface z(a,a,§) = ¢ este
definita prin
£

26 8) = T
pentru orice t € I, ¢, unde I, ¢ = [a,a— %) daca § < 0sil,¢ = [a,a+00) daca & > 0. Deoarece
z(+,a,&) nu este globala pentru { < 0, solutia nuld nu este stabila. O remarca analoga celei
facuta la sfarsitul rezolvarii problemei precedente are loc si in acest caz.

(7) Functia f : (—%, g) — R definita prin f(z) = —tgx este de clasa C!, f(0) = 0 si
f2(0) = —1. Suntem 1n ipotezele Teoremei 4.3.3 si ca atare solutia nuld a ecuatiei (7) este
asimptotic stabila.

(8) Functia f : R — R definita prin f(z) = —sin z este de clasia C1, (0) = 0si £2(0) = —1.
Suntem, de asemenea, in ipotezele Teoremei 4.3.3 i drept urmare solutia nula a ecuatiei (7)
este asimptotic stabila.
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(9) Aceleasi argumente folosite in ultimele doud exercitii conduc la concluzia ca solutia
nula a ecuatiei (9) este asimptotic stabila.

Exercitiul 4.2 (1) Radacinile ecuatiei caracteristice det(A — A\J) = 0 sunt A1 o = —1 4+ /2.
Cum —1 + /2 > 0 sistemul (1) este instabil. Vezi Teorema 4.2.7.

(2) Radacinile ecuatiei caracteristice det(A —AJ) = 0 sunt A\ o = £i. Cum ambele radacini
au partea reala 0 si sunt simple, sistemul (2) este uniform stabil. Vezi Teorema 4.2.7.

(3) Radacinile ecuatiei caracteristice det(A — AJ) = 0 sunt A\; o = —1 % 4. Deci matricea
A este hurwitziana si ca atare sistemul (3) este uniform si global asimptotic stabil. Vezi Teo-
rema 4.2.6.

(4) Radacinile ecuatiei caracteristice det(A — AJ) = 0 sunt Aj2 = (1 £ v/13). Cum
(14 V13) > 0, sistemul (4) este instabil. Vezi Teorema 4.2.7.

(5) Matricea A este hurwitzianad si in consecinta sistemului (5) este uniform si global
asimptotic stabil. Vezi Teorema 4.2.6

(6) Radacinile ecuatiei caracteristice det(A —A\J) =0 sunt A\; = —4§i Ay =0. Cum Ay =0
este radacina simpla sistemul (6) este uniform stabil. Vezi Teorema 4.2.7.

(7) Se poate folosi Teorema 4.2.7 dar se poate trage concluzia si direct observand ca orice
solutie globala a sistemului (7) avand toate componentele egale doua cate doua este de forma
z(t) = c(et, €', ') pentru orice t € R, unde ¢ € R. Din aceastd observatie rezulta ca sistemul
este instabil.

(8) Sa observam ca orice solutie globala a sistemului (8) avand toate componentele egale
doud cite doud este de forma x(t) = c(e?, e, e?) pentru orice t € R, unde ¢ € R. Rezultd ca
sistemul este instabil.

(9) Radicinile ecuatiei caracteristice det(A — AJ) = 0 sunt A\; = 0 si Ao 3 = +iv/3. Cum
toate aceste radacini au partea reald 0 gi sunt simple, sistemul (9) este uniform stabil. Vezi
Teorema 4.2.6.

Problema 4.2 Utilizand metoda variatiei constantelor - vezi Teorema 3.5.7 - deducem ca
solutia generala a ecuatiei considerate este

x(t,&1,&) = & coswt + o sinwt + i}/t f(s)sinw(t — s)ds
0

unde &1,& € R. Avem atunci

1 [t
et < el +ll + 3 [ 1G] ds

pentru orice t € R;.

Problema 4.3 incepem prin a sublinia ca in cazul ecuatiei de ordinul al doilea considerate,
stabilitatea uniforma a solutiei nule este echivalenta cu stabilitatea uniforma a solutiei nule a
sistemului de ordinul intai

2'(t) = y(t)
®) { Y (1) = —[w? + F(1) ] (t).

De asemenea, ecuatia fiind liniard, orice solutie saturatd a sa este globala. Ca atare, unica
solutie saturata z(-,a,&1,&2) a ecuatiei considerate, cu x(a,a,&1,&2) = &1, 2'(a,a,&1,&2) = o,
este definitd pe [a, +00). Din metoda variatiei constantelor - vezi Teorema 3.5.7 - avem

x(t,a,&1,&) =& cosw(t —a) + %Sinw(t —a)+ % /t f(s)x(s,a,&1,&)sinw(t — s)ds

pentru orice t > a. Urmeaza ca

[

t
ol 0,60 62)| < 6+ 2+ = [ 1) el 060,60l ds
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si
t
|2/ (t, 0,81, &) Sw!£1|+\§z\+/ £ (s)l|2(s, a,&1,€2)| ds
a

pentru orice t > a. Din inegalitatea lui GRONWALL deducem

t
lz(t,a,&1,&)] < <|§1\ + ’fj’) exp <:}/a |f(3)’d5>

t
20,0, £2)] < (wlér] + [6]) exp ( [ 156 ds)

pentru orice &1,& € R i orice t > a. Deoarece f este absolut intergrabila pe R, exista m > 0
astfel Incat

si

t
[ 1slds < m
a
pentru orice a,t € Ry, t > a. Din ultimele trei inegalitati, reamintind c& 2’ = y, deducem

xQ(tv a, &-17 52) + y2(t7 a, 517 62) S M (5% + 5%)

pentru orice £1,&2 € R si orice a,t € Ry, ¢t > a, unde M > 0 depinde doar de m gi de w, dar
nu de a,t,&1,&. Aceasta inegalitate arata ca solutia nuld a sistemului (8) este uniform stabila.
Problema 4.4 Cum A este hurwitziana, conform lemei 4.2.1, urmeaza ca exista M > 0
§i w > 0 astfel incat ||e||o < Me ! pentru orice ¢+ > 0. S& fixdim un numir L > 0 cu
proprietatea ML — w < 0. Utilizand faptul ca tlg—noo IB(t)||o = 0 conchidem ca exista ¢ > 0

astfel incat ||B(t)[|o < L pentru orice t > ¢, unde L > 0 este fixat ca mai sus. Ca atare
|B(t)x|| < L||z|| pentru orice t > ¢ si orice € R™. Concluzia urmeaza dintr-o simpla varianta
a Teoremei 4.3.1 care in locul ipotezei ||F'(¢,z)|| < L||z|| pentru orice (¢,z) € R4 x Q utilizeaza
ipoteza ||F(t,x)|| < L||z|| pentru orice ¢ > ¢ si orice z € 2, unde ¢ > 0.
Problema 4.5 Din formula variatiei constantelor - vezi Observatia 3.3.3 - avem ca unica solutie
globala z(-,£) : Ry — R”™ a sistemului care verifica (0, ) = & satisface

o(t,€) = e + / t eU=IB(s) (s, £) ds

0

pentru orice ¢ € Ry. Deoarece A este hurwitziana, conform lemei 4.2.1, exista M > 0giw > 0
astfel incat ||e"||o < Me™“* pentru orice t € R,. Avem atunci

t
lo(t, €)Il < Me™*|l&]| +M€_”t/0 e 1B(s)llollz(s, &) ds

pentru orice ¢ € Ry. Inmultind aceastii inegalitate cu e gi notand cu y(t) = ||lz(t)|e*!

deducem .
y(t) < MlEll + M /0 IB(s)loy(s) ds

pentru orice t € R;. Din inegalitatea lui GRONWALL urmeaza ca
t
ol0) < Mlellesp (31 [ 18(9)ods
0
pentru orice ¢t € Ry. Cum
+0o0o
| 1B llods = m < o
0

din inegalitatea precedents, deducem ca y(t) < k||¢|| pentru orice ¢t € R, unde k = MeM™,
Inmultind aceasti inegalitate cu e™*? gi reamintind definitia lui y(¢), obtinem concluzia.
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Problema 4.6 Schimbarea de variabila s = % conduce la un sistem de tipul celui considerat
in Problema 4.4 cu singura exceptie ca, in acest caz, intervalul de definitie al functiei B este
(0,400) si nu [0, +00). Intr-adevar, punand z(t) = y(s) avem

dr .  dyds, . dy _m_
E(t) = %a(t) = @(5)[(7”4“ 1)s]mit
si sistemul initial este echivalent cu
dy

W (5) = [A+B(s) Jy(s)
unde A = Ag si B(s) = [(m + 1)s] Ay + [(m + 1)s] 75T Ay + -+ + [(m + 1)s] m5T A,,.
Din ipoteza stim ca A este hurwitziana. Evident 3141_1 |B(s)]|o = 0. Din acest punct, urmand

aceagi cale cu cea utilizata in rezolvarea Problemei 4.4, se arata ca pentru orice a > 0 exista
d(a) > 0 astfel incat ligl y(s,a,&) = 0 pentru orice £ € B(0,6(a)). Demonstratia se incheie
S—+00

reamintind legatura dintre y(s) si z(t).

Problema 4.7 Cum &; < &, din Problema 2.8, deducem ca x(t,&1) < x(t,&) pentru orice
t > 0 si de asemenea ca, pentru orice a > 0 si orice & € (z(a, &), x(a, &2)), unica solutie saturata
x(+, a, &) a ecuatiei considerate care verifica x(a, a, ) = £ satisface (¢, a,§) € (x(t,&1),z(t,£2))
pentru orice ¢ din intervalul de definitie. Presupunand ca aceasta solutie nu este globala, rezulta
ca ea este marginita pe intervalul [a,T,) de existenta. In conformitate cu consecinta 2.5.3
urmeaza ca ea este continuabila. Contradictia la care am ajuns poate fi eliminata numai daca
x(+, &) este globala. Din conditia din enunt si din inegalitatea precedenta rezulta ca, pentru
orice a > 0 si orice € > 0, exista d(e,a) > 0 astfel incat pentru orice a > a., orice t > a.
si orice n € (z(a,&1),x(a,&2)) avem |z(t,a,n) — 2*| < e. Distingem doua cazuri: a > a. si
a < a.. Dacd a > a., ludnd d(e,a) = min{z(a,§) — z(a,&1),z(a,&2) — x(a, &)} rezultda ca
|z(t,a,n) — x(t,&)| < e pentru orice t > a, adicd tocmai conditia de stabilitate simpla. Daca
a < ag, atunci, din Teorema 2.6.2 de continuitate a solutiei in raport cu datele initiale, rezulta
ca exista d(g,a) > 0 astfel incat, pentru orice n € R cu |z(a,§) — n| < d(e,a), s& avem
|z(t,a,&) — x(t,a,n)| < e pentru orice t € [a, a.]. S& obsevam ca, din modul cum a fost definit
as §i apoi d(g,a), avem |z(t,a,n) — z(t,€)| < e pentru orice n € R cu |z(a,§) —n| < d(g,a) si
orice t > a. In concluzie, solutia x(+, &) este simplu stabila. In sfarsit, cum tiigloox(t, a,n) =x*

pentru orice n € (z(a, &), x(a,&2)), deducem ca z(-,§) este asimptotic stabila
Problema 4.9 Din formula lui LAGRANGE avem

F(@) = Az + g(2)

unde

. g(m)
() = =0

Tnmul‘gind ecuatia cu x obtinem
1d
2dt
Din (%) rezulta ca exista r > 0 astfel incat Az + g(x) > 0 pentru orice € R cu |z| < r. Drept

urmare, orice solutie, care “intrd sau se gaseste” in intervalul [—r, 7], tinde sa paraseasca
aceste interval. De aici urmeaza ca solutia nuld a ecuatiei nu poate fi asimptotic stabila.
Exercitiul 4.3 (1) Functia din membrul drept a sistemului f : R? — R? este definiti prin

f(@) = (fi(x), fo(x)) = (=21 + 23, —23 — 222) pentru orice = (x1,22) € R%. Se constati ci

matricea
-1 0
r-a- (3 4)

are ambele radacini strict negative. Conform Teoremei 4.3.3 solutia nulé este asimptotic stabila.

(z?) = A\2® + g(z)z = 0.
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(2) Cu notatiile din exercitiul anterior avem

fx<0>=A=<[1) _04).

Deoarece matricea de mai sus are una dintre radacinile caracteristice strict pozitiva, in virtutea
Teoremei 4.3.4, solutia nula este instabila.

(3) Matricea
Fo0) = A= ( 0 )

are ambele radacini caracteristice strict negative. Conform Teoremei 4.3.3 solutia nula este

asimptotic stabila.
2 0
fx(O):A:(O _1>.

(4) Avem
Cum aceastd matrice are o radacina caracteristica strict pozitiva, din Teorema 4.3.4 rezulta

ca solutia nula este instabila.
-1 0

(5) Matricea
are ambele radacini caracteristice strict negative. Conform Teoremei 4.3.3 solutia nula este

asimptotic stabila.
0 -3

(6) Matricea
are o radicind caracteristicd nuli. In aceste caz, nici una dintre teoremele demonstrate in
Sectiunea 3 nu ne poate oferi informatii utile cu privire la stabilitate.

Exercitiul 4.4 Incepem cu observatia ca pentru toate sistemele considerate in cadrul acestui
exercitiu vom cauta functii LIAPUNOV independente de t, aceasta deoarece toate aceste sisteme
sunt autonome.

(1) Sistemul este de forma 2’ = f(z), unde functia din membrul drept f : R? — R? este
definitd prin f(z) = (fi(z), f2(z)) = (=23 + 22, —21 — 223) pentru orice z = (z1,72) € R2.
Se constata ca V : R? — R definita prin V(z) = 1||z[|? pentru orice 2 € R? este de clasa C?,
V(z) = 0 daca si numai daca x = 0 si satisface

0 0
@) (o) + faw) g () = —od 203 <0

pentru orice € R2. Drept urmare V este o functie LIAPUNOV pentru sistem. Din Teo-
rema 4.4.1 urmeaza ca solutia nula este simplu stabila. Sa observam ca functia V are si cele
doua proprietati suplimentare cerute in Teorema 4.4.2. Mai precis V satisface V(z) < A(||z||) =
LI l2
slzl® si

ov oV 1
h(@) g - (@) + fa@) 5 - (x) = —21 = 25 < = [l|* = —n(]l[)
pentru orice z € R?. Evident functiile A, 7 : Ry — Ry, definite prin A(r) = 3r? i n(r) = 4r?

sunt continue, crescatoare si satisfac A(r) = n(s) = 0 daca si numai daca r = s = 0. Conform
Teoremei 4.4.2, rezulta ca solutia nula este asimptotic stabila. Mai mult, deoarece pentru orice
1

r € R? avem V(z) = 3||z||? = w(||z|]) si lim w(r) = +oc, din Teorema 4.4.3, conchidem ci
2 r—+00

sistemul considerat este global asimptotic stabil.
(2) In cazul acestui sistem functia din membrul drept f : R? — R? este definiti prin
f(@) = (fi(z), f2(x)) = (—2} — 322,321 — 423) pentru orice * = (z1,72) € R%. Se constati
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cd V : R? - R definitd prin V(z) = %||z|? pentru orice z € R? este o functie LIAPUNOV.
Intr-adevir, V este de clasi C', V(z) = 0 daca si numai daca x = 0 si satisface

2 (o) + fala) G (o) = o — 423 < 0

pentru orice € R2. Si observam ca restrictia acestei functii la vecinatatea deschisa a originii
Qo = {(z1,22); |x1| < 1, |z2| < 1} satisface toate ipotezele Teoremei 4.4.3. Aceasta rezulta
din observatia ca, pe aceasta multime, avem

1
5(33% + a3t <af ol < 2% 4 443,

ceea ce implica

ov ov 1

Fi@) g (@) + fal@) 5 (@) < —5

pentru orice € R?. Pentru a completa demonstratia trebuie si mai remarcim ci functiile
A1 Ry — Ry, definite prin \(r) = %T2 sin(r) = %r‘l sunt continue, crescatoare si satisfac
A(r) = n(s) = 0 daca si numai daca r = s = 0. Conform Teoremei 4.4.2, rezulta ca solutia
nula este asimptotic stabila.

(3) Functia f : R? — R? din membrul drept al sistemului considerat este definita prin
f(x) = (fi(x), fo(x)) = (—z1 + 5562, —23 — 3x5) pentru orice = (71, 72) € R2. Se constati ci

V : R? — R definitd prin V(z) = (2] + 523) pentru orice z € R? este o functie LIAPUNOV.
Intr-adevir, V este de clasi C?, V(z) = 0 daca si numai daca x = 0 si satisface
oV oV

filz )895 (@) + falz) 5~ ()Z—ﬂ??—l&cégo

pentru orice z € R%. S observam ca V satisface toate ipotezele Teoremelor 4.4.2 si 4.4.3. Intr-
adevar, V este minorata de functia w : Ry — R4 definita prin w(r) = %7"4 pentru orice r € R

si care satisface conditia hgl w(r) = +oo. In sfargit sa observam ca functiile A\,n : Ry — R,
r—>+00

din Teorema 4.4.2 pot fi luate A(r) = 2r4 §i n(r) = 3r?. Conform Teoremei 4.4.2 rezultd ci
solutia nuld a sistemului este asimptotic stabila iar din Teorema 4.4.3 deducem céa sistemul
este global asimptotic stabil.

(4) Sa observam ca unica solutie globala a sistemului considerat z(+, 0, (£,0)) care satisface
2(0,0, (£,0)) = (&,0) este definitd prin x(,0, (£,0)) = £(e%,0) pentru orice t € R,. Ca atare
solutia nula a sistemului este instabila.

(5) Functia f : R? — R? din membrul drept al sistemului considerat este definits prin
f(@) = (fi(z), f2(x)) = (= sinzy + z2, —4a1 — 3tg x2) pentru orice = (z1,32) € Rx (=3, %).
Se constata ca V : R? — R definita prin V(z) = 227 + 11:% pentru orice € R? este o functie

LI1APUNOV pentru sistem pe multimea o = (—g, g) X (—5, 5) Intr- adevar, V este de clasa
Cl, V(x) = 0 daca si numai dacd z = 0 si satisface
ov oV

fl(x)a—m(x) + fg(w)a—@(m) = —x1sinx] — 3zatgae <0

pentru orice x € ( 55 2) X ( 5 2) Conform Teoremei 4.4.1 solutia nula este smlplu stablla

Observand ca pe o vecinatate suficient de mica a originii (-4, d) avem ysiny > % 7 siytgy > 4 7,
deducem c sistemul satisface i ipotezele Teoremei 4.4.2 cu A(r) = 2r? si n(r) = 1r? pentru
orice 7 € R4. Deci solutia nula este asimptotic stabila.

(6) Functia f : R?> — R? din membrul drept al sistemului considerat este definitd prin
f(z) = (fi(z), f2(x)) = (—2sh 1 + 423, —23 — 225) pentru orice x = (z1,72) € R2. Se constat
ca V : R? — R definita prin V(z) = 2 + 423 pentru orice x € R? este o functie LIAPUNOV
pentru sistem pe R2. Aceastd functie satisface pe Q = {z € R?; ||z|| < 1} toate conditiile
Teoremei 4.4.2. Deci solutia nula este asimptotic stabila.
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Capitolul 5

Exercitiul 5.1 (1) Adundnd membru cu membru cele trei ecuatii obtinem z + zf + 25 = 0.
Deci orice solutie a sistemului satisface x1 + x2 + 23 = c;. Ca atare o integrala prima este
functia Uy : R? — R definita prin Uy (x1,x9,23) = 21 + T2 + x3. inmult;ind ecuatia de rang ¢ cu
zi, 1 = 1,2,3, si apoi adunand egalitétile astfel obtinute deducem z12} + zozh +z32%5 = 0. Deci
functia Us : R? — R definita prin Uz (z1, 72, 73) = 22 + 23 + x% este de asemenea o integrala

prim&. Intrucat
oU; (21, 79, 73) = 1 1 1
81]3] o3 1,42,43) — 2171 21,2 2x3 ’

urmeaza ca Uy, Us sunt independente in jurul oricarui punct nestationar. intr—adevér, sa ob-
servam ca (x1,x2,r3) este nestationar daca si numai daca z1 # z sau x1 # x3 sau xg # 3,
situatii in care rangul matricei de mai sus este 2.

(2) Din sistem deducem zy —xh+z% = 0 si 212 — 2224 = 0. Ca atare functiile U; : R? — R,
i = 1,2, definite prin Uy(x1,22,73) = 1 — o2 + 73 i respectiv Us(w1, 79, 73) = 23 — 23
sunt integrale prime pentru sistem. Singurele puncte stationare ale sistemului sunt de forma
(0,0,z3). Cum rangul matricei

oU; (21, 22, 73) = 1 -1 1
3a;j 2%3 L2, 23 2£L‘1 —2:L‘2 0

este 2 in orice punct (x1,x2,x3) cu x1 # T2 sau 1 = xy # 0, urmeaza ca cele doua integrale
prime sunt independente in jurul oricarui punct nestationar.

(3) Din primele doud ecuatii deducem zx} + z22, = 0, iar din prima si ultima ecuatie
o /x1 = 2}y /x3. Atunci, doud integrale prime sunt Uy (21, xa, 23) = 23 + 23 §i Uz(21, 72, 23) =
r3/x1 definite pe Q = {(z1, 29, 73) € R3; 21 # 0}. Avem

2%1 2:62 0

oU;
<a l> ($1,$2,$3) - _:E3 1
Lj/ ax3 — 0 —
€y T

Evident rangul acestei matrici este 2 in orice punct nestationar si ca atare cele doua integrale
prime sunt independente pe €.
(4) Scazand primele doud ecuatii deducem ) — zf, = (z1 — x2)(x3 — 1) egalitate care
impreuna cu cea de-a treia ecuatie conduce la
/ / /
Ly — Xy T3

r1 — T2 3+ 1 '
Deci functia U; definita pe Q1 = {(z1,z2,z3); x3 # —1} prin

Tr1 — T2

Ul(l'l,l’Q,ng) — $3+1

este o integrala prima pentru sistem. Adunand primele doua ecuatii si repetdnd manevrele de
mai sus deducem ca functia Uy definita pe Qo = {(z1, 22, z3); =3 # 1} prin

T+ X2

UQ(£17£27£3) = T3 — 1

este de asemenea o integrala prima pentru sistem. Un punct (z1,x2,x3) este stationar pentru
sistem daca gi numai daca x1 = —x2 si 3 = 1 sau x1 = z9 gi 3 = —1. Se constata imediat ca
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rangul matricei

1 1 T1 — T2
oU; z3+1 r3+1 (x5 + 1)2
<6I’> (I’l,flﬁ‘Q,l‘S) = 1 1
i/ 2x3 1+ T2
xr3 — 1 r3 — 1 r3 — 1

este 2 in toate punctele nestationare.

(5) Pentru orice solutie a sistemului avem 2\ xo — z125 = 0 §i 222 + z125 + 245 = 0. Cele
doui integrale prime, definite pe R3, sunt Uy (z1, 2o, x3) = 21/ si Us(21, T2, 23) = 2172 + T3.
Punctele stationare ale sistemului sunt de forma (0,0, z3). Ca atare rangul matricei

1 T

oU; z9  x2

( Z) ($1,x2,$3> - 2 xz
(%Uj 2x3

€T I 2

0

este 2 in orice punct nestationar al sistemului.

(6) Din primele doua ecuatii deducem '} w9 +z 12 = 0 ceea ce arata ca functia Uy : R? — R
definita prin Uj(z1,z2,23) = x122 este o integrald priméa pentru sistem. Cum pe solutiile
sistemului avem 122 = ¢, din prima si din ultima ecuatie rezulta —z1 (1+23)2} = cxj. Ca atare
avem cz3 + x% /2 + 2 /4 = co. Atunci, pe solutiile sistemului, avem x12973 +23/2 + 21/4 = co.
O alta integrald prima este Uy : R? — R definita prin Uz (2, 72, 23) = v12073 + 23/2 + 27 /4.
Punctele stationare ale sistemului sunt de forma (0,0, z3), iar rangul matricei

oU; 9 T 0
< > ($1,$2,$3) =
2x3

ox;
J x2x3+$1+l“? 13 T1T9

este 2 in orice punct nestationar al sistemului pentru care z; # 0.

(7) Din primele doud ecuatii deducem zjzo—x125 = 0. Deci functia Uy (21, 2, x3) = x1/x2,
definitd pe Q1 = {(z1,79,23); R3, x5 # 0}, este o integrald prima pentru sistem. S& mai
observam ca 2 /x1 + 2 /xe = xh/x3, ceea ce aratd ca functia Us(zy,xe,x3) = (r122)/23,
definitd pe Qo = {(21,72,23); R3, 3 # 0}, este de asemenea o integrald primi pentru
sistem. Punctele stationare ale sistemului sunt de forma (x1,0,0) sau (0, z2,0). In orice punct
nestationar al sistemului pentru care z1xox3 # 0, rangul matricei

1 T
il _% 0
8Uz Z2 x5
a (l‘l, 2, 35'3) -
Lj/ 2x3 T2 1 2
— — —X1T2T3
I3 I3
este 2.
(8) Din prima si ultima ecuatie avem ) /(2 — x1) + 2z%/x3 = 0, iar din cele trei ecuatii si
ultima (212 + xoxh +x375) /(22 + 23 +23) = —24/(273). Din aceste relatii rezulta ci functiile

Ui, Us : {(z1,22,23) € R®; 23 # 0} — R, definite prin Uy (1, 22, v3) = (2—3:1)/33% si respectiv
prin Us (71, 29, 23) = (22 + 23 +3)/x3, sunt integrale prime pentru sistem. Punctele stationare
ale sistemului sunt toate punctele cercului de ecuatii zo = 0 si (1 — 2)? + 23 = 4. Rangul
matricei

1 4 —2x1
2 Y T
U, 3 3
Oz - (1'1,1'2,133) =
J/ 2x3 2x1  2x9 _.1‘% + .%'% - I‘g
T3 T3 l‘%

este 2 in toate punctele stationare mai putin (2,0,2) si (2,0, —2).
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Problema 5.1 Sa observam ca functia U este integrala prima pentru sistem daca si numai
daca functia V : (0, +00) x (0,4+00) — R definita prin V = In(U) are aceeasi proprietate. Sa
mai observam ca V este neconstanta, de clasa C' si satisface

g‘;@,y)(a — ky)x + g‘;(a:,y)(—l)(b — hz)y = <h — Z) (a — ky)z — <k — Z) (b—hz)y =0.

Conform Teoremei 5.1.1 rezulta ca V' sau, echivalent U, este o integrala prima.

Problema 5.2 Se constati ca Up,Us : R? — R definite prin U; (x1,29,23) = 1 + x2 + 23 §i
respectiv prin Us(w1, ¥2, x3) = 2% + 23 + 23 pentru orice (21,72, 73) € R? sunt integrale prime
pentru sistem. Ca atare orice traiectorie a sistemului este inclusa in intersectia dintre planul
de ecuatie x1 + x2 + x3 = c1 §i sfera de ecuatie a:% + a:% + 1:?,) = c9, intersectie care este un cerc.
Demonstratia se completeaza observand ca orice solutie saturata este globala.

Problema 5.3 Sa observam ca integrala prima V' definita in cadrul rezolvarii Problemei 5.1
are graficul cu alura unui paraboloid cu varful de coordonate (b/h,a/k,U(b/h,a/k). Vezi
Figura 6.1.2 de mai jos.

Vv

FIGURA 6.1.2

Ca atare, intersectia acestui grafic cu orice plan paralel cu planul xOy este o curba simpla
inchisa. Cum traiectoria oricarei solutii a sistemului este proiectia unei astfel de curbe pe planul
2Oy, ea este la randul ei o curba simpla inchisa.

Problema 5.4 impér‘gind prima ecuatie la x deducem
/

=a — ky.

Integrand aceasta egalitate pe [t,t + T'] si tinand cont ca z este periodica de perioada T

deducem
t+T
aT — k/ y(s)ds =0,
t

sau, echivalent y,,, = a/k. Analog se obtine z,, = b/h
Problema 5.5 Sa observam ca, daca U este o integrala prima a sistemului care are un minim
local strict in &, atunci V(z) = U(x) — U(§) este tot o integrala prima. Printr-un simplu
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argument de translatie putem presupune, fara a restrange generalitatea ca £ = 0. Evident V
este pozitiv definitd (vezi Lema 4.4.1), V(0) = 0 si satisface

> Fila) oo (@) =0,
i=1 !

Ca atare V este o functie LIAPUNOV pentru sistem. Suntem atunci in ipotezele Teoremei 4.4.1
de unde rezulta concluzia. Daca £ este un punct de maxim local strict pentru integrala prima
U si € este solutie stationara pentru sistem, atunci £ este un punct de minim local pentru —U
care este de asemenea o integrald prima pentru sistem. Suntem deci In ipotezele primei parti
a problemei de unde rezulta ca si in acest caz solutia este simplu stabila.

Problema 5.6 Concluzia rezultd din Problema 5.5, observand ca integrala prima, definita in
rezolvarea Problemei 5.1 prin V(z,y) = In(U(z,y)), are un minim local strict in (b/h, a/k).
Problema 5.7 Daca sistemul autonom 2’ = f(x) admite o integrala prima injectiva rezultd ca
toate solutiile sistemului sunt constante. Deci sistemul este de forma 2’ = 0. S& presupunem
pentru reducere la absurd ca exista un sistem neautonom z’ = f(¢,x) care admite o integrala
prima injectiva U. La fel ca gi in cazul autonom si in acest caz toate solutiile sunt constante.
Deci sistemul este de forma 2’ = 0 si ca atare sistemul este autonom ceea ce este absurd.
Problema 5.8 Fie z : [a,T,,) — R" o solutie a sistemului cu 7}, < +o0o. Cum U(z(-)) este
constanta pe [a,T,,) iar U este coerciva, rezultd ca x este marginita pe [a,T),). Conform
Consecintei 2.5.3 urmeaza ca x nu este saturata. Deci orice solutie saturata este globala.
Daca lim ||z|| — 400U (z) = —oo atunci —U este integrala prima coerciva pentru sistem. Deci
rezultatul se pastreaza si in acest caz.

Problema 5.9 Rezulta imediat ca

- OH OH OH OH
>

_%ﬂm%ﬂM+@m@£m@:Q

=1

Conform Teoremei 5.1.1 H este o integrala prima pentru sistem.

Problema 5.10 Se constata cii, o functie de clasa C!, U : Qy € Q — R, verificd conditia
(1.2) din Teorema 5.1.1 impreuna cu functia f daca si numai daca ea verifica aceeasi conditie
impreuna cu functia A\f.

Problema 5.11 Sa presupunem pentru reducere la absurd ci exista U : R? — R, integrala
prim# pentru sistem. Cum solutia generald a sistemului este x1(t) = £e?, z2(t) = ne! pentru
t € Ravem ca U(¢e?, net) = U(&,n) pentru orice (€,1) € R? si orice t € R. Facand ¢ sa tinda la
—oo conchidem ci U(€,7) = U(0,0) pentru orice (£,7) € R?, adica U este o functie constanta.
Aceasta contradictie poate fi eliminata numai daca nu exista nici o integrala prima a sistemului
considerat definitd pe R2. Pe de altd parte, functia U : {(z1,72) € R?%; 21 > 0} — R, definita
prin U(z1,72) = 23 /11, este o integrald prima pentru sistem.

Problema 5.12 Prima parte a problemei rezulta din faptul ca functia U : R™ — R, definita prin
U(z) = ||z||%, este o integrald prima pentru sistem. Deci traiectoria oricarei solutii este situata
pe o sfera cu centrul in origine si cu raza depinzand de solutie. In plus, daca I = [0, +00),
cum orice solutie saturatd a sistemului este maéarginita, conform Teoremei 4.2.2, urmeaza ca
sistemul este simplu stabil.

Exercitiul 5.2 (1) Sistemul caracteristic sub forma simetrica este

d{L‘l da:z d{L‘g
2 2 7 .2 2 7 .2 2°
Ty — T3 T3 — Ty i —

Avem dxy 4+ dxo + drs = 0 ¢ m%dwl + a:%dxg + .%'%dl’g = 0. Deci functiile Uy, Us : R? — R,
definite prin Uj(x1,79,23) = 1 + @2 + 3 §i respectiv prin Us(z1,22,73) = o3 + 23 + 3,
sunt integrale prime pentru acest sistem. Punctele stationare ale sistemului sunt de forma
(z1,22,23) cu 1 = tx9 = +x3. Este ugor de constatat ca integralele prime de mai sus sunt



SOLUTIILE EXERCITIILOR $I PROBLEMELOR DE LA CAPITOLUL 6 149

independente in jurul oricarui punct nestationar. Ca atare, solutia generala a ecuatiei este
2(z1, w9, 73) = F(z1 + 22 + 23,23 + 23 + 23), unde F : R? — R este o functie de clasi C?.
(2) Din egalitatea primului raport cu ultimul in sistemul caracteristic:

dry _@_ dxs

—ziet2 1 x3er2’

deducem z3dzi+x1dxs = 0, iar din din egalitatea primelor doua rapoarte xfldxl +e*2dxy = 0.
Avem integralele prime Uy (21, 22, 23) = z123 §i Us (21, 22, 3) = 21~ definite pe R3. Sistemul
nu are puncte singulare iar cele doua integrale prime sunt independente in orice punct. Solutia
generald a ecuatiei este z(z1, 29, 73) = F(z123,21€° "), unde F : R?> — R parcurge multimea
functiiilor de clasi C*.

(3) Sistemul caracteristic este

dx B dxo B dx3
z1(xo —x3)  wa(ws —x1)  ws(wy —a2)
Avem
dr1 4+ drs +drs =0 gi é—i—é+@:0.
I i) I3

In consecinta, functiile Uy (1, 22, ¥3) = o1 + 22 + 23 si Ua(71, 22, ¥3) = 112273, definite pe R3,
sunt integrale prime pentru sistem. Un punct (x1,z2,x3) este stationar pentru sistem daca si
numai dacd x1 = z2 = x3, sau x; = x; = 0 pentru 4,j = 1,2,3, i # j. Cele doua integrale
prime sunt independente in jurul oricarui punct nestationar gi ca atare solutia generala este
z(x1,x9,23) = F(x1 + 22 + o3, T12223), unde F parcurge multimea functiilor reale, de clasa
C', definite pe R2.

(4) Ecuatia este cvasiliniara. Ca atare cautam solutia ca o functie x3 definita implicit de
o relatie de forma ¢(x1,x2, x3(x1,22)) = ¢, unde functia ¢ este solutie a ecuatiei cu derivate
partiale de ordinul intai liniare

¢ ¢ ¢
- —_— — — 4+ 23— = 0.
(561 x3)8$1 + (1'2 $3) 83:2 + $38x3
Sistemul caracteristic este
dry dwy %
Tr1 — I3 N Tro — I3 N 2173'
Avem
drytdzy _dzs . dmy 2 1
1 + X2 N 2x3 & dxs N 213 2
1 + X2 (35'2 + 1‘3)2

Ca atare functiile U; (21, x2, x3) = si Us(z1,29,23) = , definite pe multimea

213 T3
{(x1,22,23) € R3; 3 # 0}, sunt integrale prime pentru sistemul caracteristic. Singurul punct
singular al sistemului este originea. Se constata cu usurinta ca integralele de mai sus sunt
independente 1n jurul oricarui punct nestationar pentru care zs # 0 si x22 # —xg. Solutia
T +LI?2, (xo + x3) > — ¢ unde F
2.%'3 I3

parcurge multimea functiilor reale, de clasa C', definite pe R?, iar ¢ parcurge R.

(5) Ecuatia este cvasiliniara. Ca atare cautam solutia ca o functie x3 definita implicit de
o relatie de forma ¢(x1,x9, x3(x1,22)) = ¢, unde functia ¢ este solutie a ecuatiei cu derivate
partiale de ordinul intai liniare

generala este definitd implicit de o relatie de forma F (

09 ¢ ¢
A _ = _0
381’ XT3 81‘2 + ($2 Jll)axg
Sistemul caracteristic este
d$1 dl’g dx3
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Pe solutiile sistemului avem x1—x9 = ¢ si x%—x%—i—x% = ¢y si ca atare functiile Uy, Up : R? — R,
definite prin Uy (z1, 72, 23) = ¥1 — o2 §i Ua(w1, 0, 73) = 2% — 23 + x%, sunt integrale prime
pentru sistemul caracteristic. Punctele singulare ale sistemului sunt de forma (a, a,0), iar cele
doua integrale prime sunt independente in orice punct nesingular diferit de origine. Deci solutia
generald a ecuatiei initiale este definitd implicit de o relatie de forma F(z1—xo, 2 —:c%—i—a:%) =c,
unde F : R? — R parcurge multimea functiilor de clasa C' iar ¢ € R.

(6) Cautam solutia ca o functie definita implicit de ¢(z1,x2, z3(x1,22)) = ¢, unde ¢ este
solutie a ecuatiei cu derivate partiale de ordinul intai liniara

a¢ 8(25 19 8(]5
l’laiwl“‘.%éaim‘i‘ (.’L’g+ 3 >8x3_0

Sistemul caracteristic atasat este

da;l dwg xgdxg
T xo x% + 2129
.. . . I . Y . . c .
Pe solutiile sistemului avem — = ¢;. Ca atare o integrala prima a sistemului caracteristic este
{5
e . x1 v
U : {(x1, 72, 23) € R3; 29 # 0} — R, definita prin Uy (z1, 22, 23) = —. Avem totodata
T2
2
d(z1z2)  d(z3)
xr129 :L'% + x1T9
Notand
{ 12 = U
2 _
T3 =10
ecuatia de mai sus se rescrie sub forma
dv v
—=—+41.
du u
A o . v 2 sy . o o
Integrand aceasta ecuatie deducem — — In|u| = ¢3. In consecinta o a doua integrala prima
U

2
ce x
este Us : {(x1,22,73) € R3; 2129 # 0} — R, definitd prin Us(x1, 72, 23) = it B In|zi22].
T1X2
Sistemul nu are puncte singulare, iar cele doua integrale prime sunt independente in orice
punct (z1,x2,z3) pentru care xjxaoxs # 0. In concluzie solutia generala a ecuatiei initiale este

2
definita implicit de o relatie de forma F (3317 T3 ln]azlmgl) = ¢, unde F : R? — R parcurge

X9 T1T2
multimea functiilor de clasa C!, iar ¢ € R.
(7) Solutia generala este definita implicit de F(z3 — 23,223 — 23) = ¢, unde F : R? - R
parcurge multimea functiilor de clasa C!, iar ¢ € R.
(8) Cautam solutia definita implicit de ¢(z1, x2, x3, 2(21, 2, 3)) = ¢, unde ¢ este solutie
a ecuatiei cu derivate partiale de ordinul intai liniara
00 09 09

1 — — — “v L 9Y 9
(1+Vz— a1z — asxo a3x3)8x1+8x2 .

0
—|-(a1—|-(12-i-a3)8f(;5 =0.

Sistemul caracteristic atasat este
dx B dxzo dxs _ dz

1+\/Z—CL1:E1—CL2332—CL3333_ 1 1 a+ar+asz

Din egalitatea ultimelor trei rapoarte deducem ci functiile Uy, Us : R* — R, definite prin
z
Ui(z1, 22,24, 2) = x9 — w3 §i respectiv prin Us(z1, x9, 3, 2) = x3 — ——————— sunt integrale
a1 +az +asg
prime pentru sistem. Din proportia derivata

dre  aydxy + azsze + agdrs — dz

1 ai\/z — a1x] — agro — asxs
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deducem ci functia Us : {(x1,72,23,2) € RY 2z > a121 + asze + azzs} — R, definita prin
Us(x1,x2,x3,2) = a122 + 24/2 — a1x1 — agxs — agzxs este de asemenea o integrala prima. Sis-
temul nu are puncte singulare. Cele trei integrale prime sunt independente in toate punctele
domeniului comun de definitie. Solutia generala a ecuatiei initiale este definita implicit de

F <:c2 — X3, X3 —

V4
a1 + as + as

a1 +\/z2 — a1r) — asxe — a3963> =c,

unde F : R? — R parcurge multimea functiilor de clasi C', iar ¢ € R. Ecuatia mai admite si
solutia “speciala” z = ayx1 4+ asx2 + asxs, eliminata in cursul determinarii integralei prime Us.
Problema 5.13 Vom considera pentru inceput problema omogena atagata

0z 0z
En + Ao = 0
2(0,x) = ¢(x)
a carei sistem caracteristic este
dt d
=

a

O integrala prima pentru acest sistem este U(t,x) = x — at pentru orice (¢, x) € R x R. Solutia

generald a ecuatiei omogene este atunci z(t,z) = F(z —at), unde F : R — R este de clasi C'.

Din conditia CAUCHY rezulta ca unica solutie a problemei CAUCHY omogene este
2(t,2) = oz — at)

pentru (t,z) € R x R. Pentru a determina solutia ecuatiei neomogene vom utiliza metoda

variatiei constantelor. Mai precis, vom cauta solutia sub forma

z(t,x) = Y(t,x — at),

unde ¢ : R x R — R este o functie de clasd C! ce urmeaz a fi determinats impunand conditia
ca z sa fie solutia problemei neomogene. Avem

Oz, ~_0¥, . _ 0.
T (t,z) = 5t (t,z — at) a@y (t,z — at)
0z B 871/1 B
%(m ) ay (t,ﬂ? CLt),
de unde o0
E(tvy) = f(tay + at)

Din aceasta ecuatie deducem
t
Ult) = 6(0.0) + [ flsy+ as)ds
0
pentru orice t € R. In sfargit, din ultima egalitate si din conditia initiala rezulta

z(t,x) —cp(x—at)—i—/o f(s,x —a(t—s))ds

pentru orice t € R.
Problema 5.14 Sa consideram pentru inceput problema omogena atagata

0z 0z
— t)— =20
ot +a )833
2(0,z) = ()
a carel sistem caracteristic este
dt dx
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O integrala prima pentru acest sistem este
t
Ut,z) =x — / a(sds)
0

pentru (¢t,z) € R x R. Solutia generala a ecuatiei omogene este z(t,x) = F(z — fg a(s)ds),
unde F : R — R este de clasd C'. Din conditia CAUCHY rezultd ci unica solutie a problemei

CAUCHY omogene este
t
z(t,x) = ¢ <x - / a(s) ds)
0

pentru (¢,z) € R x R. Vom cauta solutia ecuatiei neomogene sub forma

ot z) = (t,x _ /Ota(s) ds> ,

unde 1 : R x R — R este functie de clasa C! care satisface

gj(t, x) = %‘f (t,x - /Ota(s) ds> —a(t)?;; (t,a: - /Ota(s) ds>

de unde

%—f(t,y) =f <t,y+/0ta(5) d5> :

Din aceasta ecuatie deducem

W(t,y) :w<0,x)+/0tf <S,y+/osa(7)dr> ds

pentru orice ¢ € R. In sfargit, din ultima egalitate i din conditia initiala rezulta

z(t,:c):cp<x/Ota(T)dT>+/0tf<s,x/sta(T)dT> ds

pentru orice t € R.
Problema 5.15 Sistemul caracteristic atagat ecuatiei omogene este

ﬁ_@_dzz _dxy

1 ai as an

Solutia generala a acestui sistem este
z(t,x) = U(x — ta),

unde x — ta = (r1 — a1t,xe — ast, ..., T, — apt) si U : R® — R parcurge multimea tuturor
functiior de clasa C'. Solutia ecuatiei omogene care satisface conditia initiald precizata este

z(t,z) = p(x — ta)
pentru orice (t,x) € R x R™. Cautand solutia ecuatiei neomogene sub forma
Z(ta :U) = ¢(t7 T — ta)

pentru orice (t,z) € R x R", deducem

2(t,x) = p(x — ta) + /0 f(s,x—(t —s)a)ds

pentru orice (t,z) € R x R™.
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Problema 5.16 Urmand o cale analoga celei utilizata in rezolvarea Problemei 5.14 deducem

: z(t,x):go<x—/0ta(7)d7>+/Otf<s,x—/:a(7')d7'> ds

pentru orice (¢,x) € R x R™.
Problema 5.17 Vom considera pentru inceput problema omogena atagata

%—i—am’%—o
ot or

2(0,2) = p(x)
a carei sistem caracteristic este
dt  dz
1 ax’
O integrald prima pentru acest sistem este U(t,x) = xe~® pentru orice (¢,z) € R x R. Solutia
generald a ecuatiei omogene este atunci z(t,z) = F(ze~%), unde F : R — R este de clasa C'.
Din conditia CAUCHY rezulta ca unica solutie a problemei CAUCHY omogene este

2(t,x) = p(xe™™)

pentru (t,z) € R x R. Pentru a determina solutia ecuatiei neomogene vom utiliza metoda
variatiei constantelor. Mai precis, vom cauta solutia sub forma

2(t,x) = Y(t, ze™ ),

unde v : R x R este o functie de clasa C' ce urmeaza a fi determinats impunand conditia ca
z sa fie solutia problemei neomogene. Avem

% _ aj —aty __ —ataj —at
5t (t,x) = 5t (t,ze™ ™) — axe By (t,ze™ )
% _ 7at8£ —at
8$(t’$)_6 y(t,CCG )7
de unde 5
aif(t, y) = f(t,ye™).

Din aceasta ecuatie deducem
t
Ult) = 6(0.9) + [ flsipe)ds
0
pentru orice ¢ € R. In sfargit, din ultima egalitate i din conditia initiala rezulta

t
2(t,x) = (e "x) +/ f(s, ze™ %)) ds
0

pentru orice t € R.
Problema 5.18 Solutia este data de

z(t,x) = ¢ (e_ Jo al®) de) + /tf (8,6_ J; a@) de) ds
0

pentru orice (t,z) € R x R.
Problema 5.19 Avem

z(t,x) = (e‘m:r) + /t f (s,e_(t_s)Aw> ds
0

pentru orice (t,2) € R x R™, unde et este exponentiala matricei —tA.
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Problema 5.20 Solutia este
t
z(t,x) = ¢ (X7 H(t)2) +/ f (s, X)X (s)x) ds
0

pentru orice (t,z) € R x R", unde X(¢) este o matrice fundamentala a sistemului diferential
liniar de ordinul intai z'(t) = A(t)z(t).
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- liniara si omogena, 14
- logistica, 24
- micilor oscilatii ale pendulului, 23
- omogena, 14
- oscilatiilor intretinute, 72
- pendulului, 20
- pendulului matematic, 22
- rezolvabila prin cuadraturi, 13
- Riccarr, 16
- VAN DER Por, 27, 89
evolutor, 59
- fenomen de rezonanta, 72
- formula variatiei constantelor, 62
- funtie
- a lui Hamilton, 110
- cu valori vectorialea, derivabila, 115
- cu valori vectorialea, integrabila RIEMANN, 115
- derivata, 115
- LiapunNov, 90
- negativ definita, 90
- perturbatoare, 86
- pozitiv definita, 90
- inductanta, 27
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- Inegalitatea lui
- Bellman, 32
- Bihari, 28
- Brezis, 29
- Gronwall, 29
- integrale prime independente, 102
- integrala, sau solutia generala, 12
- integrala prima, 101, 105
- Infaguratoarea unei familii de drepte, 19
- legea dezintegrarii atomilor radioactivi, 21
- matrice
- asociata, 57, 69
- fundamentala, 57, 70
- hurwitziana, 84
- metoda
- parametrului, 18
- factorului integrant, 17
- primei aproximatii, 88
- variatiei constantelor, 71
- modelul
- demografic, 23
- de raspandire a epidemiilor, 25
- dezintegrarii unei substante radioactive, 21
- oscilatorului armonic, 22
- pendulului matematic, 22
- Prada-rapitor, 24
- sintezei autocatalitice, 26
- unui circuit RLC, 26
Verhulst, 23
- ordinul ecuatiei, 8
- pendul gravitational, 22
- polinom cracteristic, 71
- problema
- CAucny, 33
- inversa a tangentelor, 7
- proprietate
- de unicitate, 50
- de unicitate globala, 40
- de unicitate locala, 40
- punct
- de echilibru, 80, 102
- stationar, 80, 102
- serie de matrice
- convergenta, 63
- normal convergenta, 63
- uniform convergenta, 63
- sistem
- autonom, 9
- caracteristic, 107
- caracteristic sub forma simetrica, 107
- de n ecuatii diferentiale de ordinul intai, 8
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fundamental de solutii, 57, 70
hamiltonian, 74, 110
Lotka-Volterra, 109
- omogen, 55
- neomogen, 55
- perturbat, 86
solutie, 11, 107
- generala a unei ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai, 107
- generala a ecuatiei CLAIRAUT, 19
- instabila, 25
- simplu stabila, 80
- singulara a ecuatiei CLAIRAUT, 19
- stationara, 25, 80
teorema de structurd a matricei et*, 67
traiectorie, 11

celula Jordan, 66
coerciva, 110
coordonate generalizate, 110

operator
- de evolutie, 59
- Poincaré, 54
wronskian, 57, 70



Lista de simboluri

A* sau A7 - transpusa matricei A
B(&,r) - sfera inchisa de centru £ si raza r
C([a,b]; R™) - spatiul functiilor continue de la [a,b] in R™

lo) - interiorul multimii D

D - aderenta sau inchiderea multimii D

0N - frontiera multimii

Up = %1; - derivata partiala a functiei u in raport cu variabila ¢

2 . - . . A -
Uge = 2% derivata partiald de ordinul al doilea a functiei w in raport cu variabila
oz

fo= (gg?) - matricea jacobiana a functiei f : I x  — R™ in raport cu ultimele
7/ nxn

n variabile

My xm (R) - multimea matricelor de tip n x m cu elemente reale
N - multimea numerelor naturale

N* - multimea numerelor naturale strict pozitive

R - multimea numerelor reale

R* - multimea numerelor reale fara zero

R, - multimea numerelor reale pozitive

R% - multimea numerelor reale strict pozitive

R™ - spatiul liniar real al tuturor n-uplelor de numere reale

(-, ) sau (-, -) - produsul scalar standard pe R" definit prin

n
(@,y) = wiy,
=1

| - |l sau || - || - norma euclidiana in R™ definita prin
]l = /()
|| - l|lo - norma operatoriala a unei matrice definita prin
[Allo = sup{llAz[n; [lz]lm <1}

pentru orice A € My, xm(R)



