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Capitolul |

Cea mai mare parte a acestui capitol se referd la notiuni pe care le-ati
intilnit in studiul algebrei sau geometriei. Inainte de orice, enuntdm citeva
probleme a ciror rezolvare se poate da prin (sau numai prin) metode de
analizd matematicd.

a) In calcule aproximative se pune adeseori problema de a afla valoarea
unei functii f intr-un punct «, procedindu-se astfel: se alege o aproximare b

aluia, b~ asi se calculeazd f(b)|de exemplu, pentru f(z) . (z 1) st
piu, p 3

a = =, sealege b = 3,14 i f(w) = % (3,14 +1) = 1,38] . Mai intii este necesar

un anumit control al erorilor ficute in astfel de aproximadri, mai ales in cazul
unor calcule lungi in care apar fenomene de ,propagare“ a erorilor; apoi,
ce ne asigurd ca dacd b ~ «, atunci f(b) = f(a)?

Rispunsul la astfel de intrebiri poate fi dat cu metode de analizd mate-
maticd.

b) Presupunem ci trebuie construitd o cisternd de forma indicatd in
figura 1.1 (redusi la un cilindru circular drept cu doud emisfere) avind o arie
totald prescrisd A. Solutia nu este unicd i poate fi de folos sd construim
o astfel de cisternd, astfel incit volumul ei sa fie cel mai mare posibil. Pentru
a formula matematic aceastd problemd, notdm cu 2 raza bazei cilindrului
(egald cu raza fiecirei emisfere) si cu ki indlfimea cilindrului. Atunci

&

A = 2nwh + bnax?, de unde b = ‘i%ﬁﬂ; Volumul cisterneiva fi:
e

3 — % 3
Pile) = nolh ' 8 o gy A= 508y A8t 1 (Bdw— i),
3 2mx 3 6
Problema pus# revine atunci la determinarea valorii maxime a lui V' cind 2
ia diverse valori strict pozitive. Se poate da o solufie directd, luind
To= '—/—Aﬂ; y decl V(xy) = . -ﬂ__‘—'i gi ardtind cd V()< V(x,) pentru orice 2>0;
K ™

T
|
|
I

intr-adevir, aceasta revine la % (34x —4na®) <

. AV_A . S (41rx3 — 3Arn.—|—~/—i—t{-~f;) = 0, ‘
6 Von 6 5 V 'x ) ==rea—
= 4 \2 h
E(ﬂzm + /w4 |2z — ] > 0, ceea ce este '
3 — 1
21 x Fig, 1.4




clar. Agadar, V(z) < V(=,), pentru orice > 0 si volumul maxim este objinut
pentru & = x, Dar, in situatii mai complicate o astfel de abordare directé
nu este posibild. Tn capitolul V, pag. 200, vom da o metoda practicd, utilizind
Analiza Matematicd, pentru rezolvarea problemelor de extrem, aplicabild in
situatii mai generale.
¢) Consideram o functie f: (¢, b) — R si fixim 2, € (q, b). Fie M (%, [(%0))
punctul corespunzitor pe graficul lui f, raportat la vn sistem ortogonal 20y
de axe (figura 1.2).
) Se pune problema ca dintre toate dreptele
trecind prin punctul M, si gasim, dacd este

posibil, tangenta in M, la grafic, adicd dreapta-

care ,aproximeazi cel mai bine graficul lui f in

jurul lui z,“. Ecuatia oricirei drepte trecind

prin M, este y = f(z,) + m(z — x,) 51 problema

revine la a gisi numirul real m astfel fincit sa

aibd loc aproximarea f(z) = f(2,) + m(z — %) in

jurul punctului x,, intr-un sens care va fi precizat.

Fig. 1.2 In cazul cind functia f descrie un proces fizic,

problema anterioard corespunde Jiniarizarii®

acelui proces in jurul pozitiei ,, fapt utilizat in mod curent in aplicatii.
Rispunsul matematic la aceastd problemd va fi dat in capitolul IV.

d) In algebra si in trigonometrie au fost considerate unele functii cu

valori reale de variabild reald, foarte importante pentru aplicatiile matema-

ticii — functiile polinomiale, rationale, exponentiale, logaritmice, trigono-
metrice etc. In analizd va fi adincit studiul acestora.

Pind acum stiti si reprezentati graficul unor funciii reale simple. Analiza
matematici va da metode generale de determinare a unor puncte (puncte
de maxim, dé minim, inflexiuni etc.) si a unor drepte (de exemplu, asimptote)
atasate in mod corespunzdtor funciillor reale dintr-o clasd largd de functii,
permitind studiul acestor functii gi trasarea graficului lor. Desenul constituie
un excelent mijloc vizual de concentrare de informatie, iar in cazul graficelor
de functii descriind procese fizice, desenul permite s& se obtina dintr-o privire
o idee (si chiar mai mult) asupra evolubiei acelor procese.

e) Notiuni importante ca: viteza si acceleratia unui mobil la un moment
dat, intensitatea unui curent electric la un moment dat, tangenta la o curbd
intr-un punct, lungimea unui arc de curbd, aria unei figuri plane, volumul
unui corp in spatiu, centrul de greutate, momentul de inertie etc. nu pot fi de-

finite §i utilizate in mod corespunzitor decit intelegind notiunea de limitd.

Dacé privim cu atentie, in toate aceste probleme, obiectele matematice
utilizate au fost numerele (si functiile). In clasele primare atl invatat calculele
cu numere naturale, descriind in fond operatii cu mulfimi finite, 1ar in gimna-
ziu ati invitat si rezolvati ecuatii de tipul @ + @ = b cu a, b naturale date i
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gx = p, cu p, ¢ numere intregi date, ¢ # 0. Cu alte cuvinte, au fost consi-
derate urmitoarele multimi de numere (naturale, intregi i respectiv rationale):

N =404 0, o, T=Toy —% 1,0, 1,3, .3, Q:{f—]p,qez,q#ﬂ}.
i q

Dar multe probleme de tipul celor considerate mai sus nu pot fi rezolvate
in cadrul multimii Q si sint necesare numerele irafionale. Aceasta a impus,
atit din ratiuni practice cit i prin resorturile interne ale dezvoltidrii mate-
maticii, lirgirea conceptului de numir ca misurd a mérimilor din realitatea
fizicd dar gi ca obiect matematic de studiu. Elaborarea notiunii matematice
de numir real a constituit un proces lung, sinuos, incheiat abia in secolul trecut
prin lucrédrile matematicienilor K. Weierstrass (1815—1897), R. Dedekind
(1831—1916), G. Cantor (1845—1918). Fundamentarea analizei mate-
matice pe baze teoretice solide este necesard pentru ca existd o multitudine
de probleme care nu pot fi rezolvate prin metode intuitive $i numai conceptele
matematice definite riguros conferd valabilitate rezultatelor i permit studiul
unor situatii mai complicate. In acest manual vom adinci conceptele de numar
real si functie reald de o variabild reald, care stau la baza rezultatelor analizei
matematice.

Reamintim ci multimea R a numerelor reale este o multime care include
multimea @ [deci 3, —2, %, 1%—4, —% sint numere reale]. Pe multimea B
sint definite o operatie de adunare, o operatie de inmultire gio relatie de ordine.
Se mai spune ci sint definite o structurd algebricd §i o structura de ordine.
Precizam acesti termeni. In general, daca f: A — B este o functie oarecare,
atunci oricirui element u € A i se asociazd f(xz) € B §i vom scrie uneori
u —> f(u). Dacd M este o multime, prin operajie algebricd (binard) pe M cu
eticheta  intelegem o functie M X M — M, (z, ¥)\—> 2 * Y; prin relajie
(binard) pe M intelegem o submultime R a produsului cartezian M X M;
pentru z, y € M scriem xRy in loc de (z, y) € R gi citim: z este inrelatia R
cu y. Relatia R se numeste relafie de ordine dacd este reflexiva (xRz pentru
orice x € M), tranzitiva (z, y, 2 € M; zRy, yRz= xzhz) si antisimetricd
(z, y € M; zRy, yRx = x = y).

Exemple

1) Pe multimea M = Z a numerelor intregi sint definite operatiile
algebrice de adunare (cu eticheta --) si inmultire (cu eticheta -), precum
si relatia de ordine ,mai mic sau egal®, notata cu <.

2) In mod similar, pe multimea M = @ sint definite operatiile algebrice
de adunare -+, inmulfire - gi relatia de ordine <, cu proprietatile uzuale
care va sint binecunoscute.

Asga cum am mai spus, pe multimea R sint date doua operatii algebrice
care extind operatiile din Q. Oricérui cuplu (z, y) de numere realei se asocia-
zi suma z 4+ y §i produsul 2y si se definesc astfel operatiile de adunare
RxR—R, (2, y) = ¢+ y si inmultire B x R — B, (2, y) = 2y. '




1.1 Proprietigile algebrice ale lui R (axiomele adunirii gi Tnmulgirii)

1°. Adunarea este asociativd gi comulativd.

9°, Egzistd numdrul real 0 (zero) asifel incit @ 4- 0 ¢, pentru orice © € R.
3°. Pentru orice x € R existd numdrul — z € R astfel inclt z + (—x) =0

Numérul 0 este unic avind proprietatea 2°: intr-adevir, daca 0’ € R
si x4+ 0 =2 Vae& R, atunci pentru z = 0, rezultd 0+ 0’ =0 si, pe
de alti parte, din 2°, pentru z = 0’ rezultd 0’ + 0 = 0. Asadar 0 = 0"
in mod similar, se aratd ci pentru orice z€ R fixat existd un unic element ¥
astfel tncit x -+ y = 0, anume y = —; in plus, —(—2) = 2. Dacd @, ¥y € R,
atunci se noteazi z — y = & - (—y) (diferenfa numerelor z, y). Ecuatia
a4+ 2=~>b(a, b € R fiind date) are o solutie i aceasta este unicd, anume
z=b—a.

4°, Inmulfirea este asociativd §i comutativd.

5°. Existd numdrul real 1 (1 # 0) astfel incit & - 1 = a pentru orice € R.
. - c y i 1 g
6°. Pentru orice x € R, x # 0 existd numdrul x~* |notat §i din R,

| S
astfel incit x - ™' = 1.

1% fnmul;irea este distributivd in raport cu adunaree, adicd ®(Y - z) =
= xy 4+ xz, pentru orice z, Y, 2 € R.

Din aceste proprietiti rezultd c& 1 este unic, avind proprietatea 5° §i, de
asemenea, pentru z # 0 dat inversul 7" este unic. Apoi & - 0=0,Vzec kR
[intr-adevir, -0 = 2(0 4-0) = x - 0 + z -0, conform 7°; notind z-0 = u,
rezultii agadar u = u 4 u, deci u = 0]. Remarcdm ca dacd zy = 0, atunci
#=0 sau y =0 [intr-adevir, daci sy =0 §i 2 # 0, atunci existd ™ si
inmul{ind cu 27! relatia anterioard obtinem 27 }(zy) = 0, adica (z7*2)y =0,
1.y =0, deci y =0]. .

Daci z, y € R §i y # 0, se noteaza L = gy (citul numerelor z i ¥).
Yy
Retinem ci impiriirea cu zero nu este definita. Este evident cé, pentru orice
. ; i b -
a,b € R, a # 0, ecuatia az = b are solutie unicd, anume z = —.
b a

Proprietitile 1° — 7° se pot exprima pe scurt spunind ca muljimea & are o
structurd de corp comutativ (relativ la operatiile de adunare gi inmultire).

1.2. Proprietitile de ordine ale lui R (axiomele de ordine)

8°. Pe muljimea R este fizatd o relajic de ordine notaid Asadar, daca
z, y,z€R§ix<y y<a atunci z < z iar dacd < ¥, ¥ < 2, atunci
x = y; se mai scrie ¥ > z in loc de z < y. Pentru z, y € R se serie z < ¥y
(echivalent y>x) si se citeste x este strict mai mic decit y dacd #<y §i x# V.

9°, Pentru orice x, y € R avem x € y sau y < ¥ (86 Mmal spune ca relafia
de ordine pe R esle totald).
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Dédm acum proprietitile de compatibilitate intre structura algebricd si
structura de ordine pe multimea R. A

10 | 1 z pentru orice z & R.
‘ R, z 2 0.

. entru orice z & :

Din proprietéatile algebrice (1° — 7°) si de ordine (8° — 11°) se deduc, asa
cum stiti de fapt din manualele de algebrd ale claselor anterioare, toate regu-
lile calculului algebric si ale calculului cu inegalitati. In analiza matematicd este
utilizat sistematic caleulul cu inegalititi si este esenfiald minuirea Jui corectd.
Proprietitile anterioare sint satisfdcute nu numai de elementele multimii I;
de exemplu, elementele lui @ au aceleagi proprietati. Se mai spune cd R i Q
sint corpuri comutative total ordonate. Ceea ce deosebeste multimea R de
multimea @ este axioma lui Cantor a marginii superioare, care sta la baza
obtinerii tuturor rezultatelor profunde ale analizei matematice §i pe care o
enuntdm mai jos. Sint necesare unele pregitiri g1 incepem cu un exemplu.
S# consideram ' multimile urmatoare:

Az{-TEQ|$2§3}§i3:{x€}},{$2\<\3}_

' Ambele multimi sint majorate de numirul 2, in sensul cd pentru orice x € A

avem z < 2 §i pentru orice « & B avem x < 2. Se observd cd ele sint majo-
rate si de numerele 1,8; 1,74; 1,733 etc. (orice element din A sau din B este
mai mic decit fiecare din aceste numere). Luind agadar aproximatiile succe-
sive prin adaos ale lni |3, se gdsesc majoranti ,din ce in ce mai mici® ai
multimilor A, B. Remarcim cd A < (), BC R. Deoarece /3 este irational
(adici /3 & @), rezultd ci |/ 3 & A; dar |[/3 € B.

O submulime nevidd €' c R se numeste majoratd (sau mdrginitd superior)
daci existé cel putin un numir real & astfel incit pentru orice x € € sd avem
% < k. Un astfel de numar k& se numegte un majorant al lui C.

Putem acum formula proprietalea urmitoare, a cdrei inlelegere cere
oarecare efort: 7

1 ‘ admite un cel mar mic majo-
rani Acest element este un pumir real unic, numit
51 este notat sup &,

fn exemplul anterior multimile 4, B, ca submulfimi ale Jui R, sint majorate gi se'

poate ardita cd sup A = |/ 3, sup B = |/ 3. Se observi cisup A& A sisup B e B.
De asemenea, se observi ¢, in general,submultimile lui Q nu au proprielatea 12° (inir-ade-
viir, A < Q este majoratd in @, dar nu admite un cel mai mic majorant numar ralional),

La punctul 4.1 vom reveni asupra acestor nofiuni si le vom fixa mai bine.

Cu aceasta definifia axiomaticd a mullimii R esle incheiatd. Pe scurt, ea se rezumé
astfel: B satisface proprietitile 1° — 12° sau echivalent, este un corp comutatie total ordonal,
in care orice submullime neoidd majorald are margine superioard, apertinind lut R.

Se. pun in mod natural doui intrebiri:

a) Existd o mulfime R avind proprietijile 1° — 42°7

b) Pot exista mai multe muitimi satisficind proprietifile 1° — 12°?

La prima intrebare se poate rdspunde construind prin operatii de teoria multimilor
pornind de la @ o mulfime avind proprietitile 1° — 12°, {n acest sens se cunosc constructia

7




zecimald a lui Weierstrass, constructia lni Dedekind (folosind ,,ldieturile® in mulimea )
siconstructia lui Cantor (folosind girurile de numere rationale), fiecare din acesle constructii
liind laborioasi.

La cea de-a doua intrebare rdspunsul este mai delical. Anume, se poale arila ci dacd
§ este un alt corp comutaliv Lotal ordonat salisfdcind axioma lui Cantor, alunci exisld o
aplicalie bijectivd f:8 — R asllel incil flz + y) = f{z) 4+ f(y), flzy) = [{z)f{y) pentru

orice z, y = §, f(0) = 0, f(1) = 1 i, in plus, dacd = < y, atunci [(z) < f(y). Orice calcul
efectuat cu elemenle x, y, z, ... din § poate [i Lransformat intr-un ealcul cu numerele
raale f(x), f(y), [(z), ... si orice elemenl = & S se poale idenlifica prin numirul real f(x).

Se mai spune cd proprietdtile 1> — 12° caraclerizeazi multimea R ,pini la izomorlism*,

: Ca o consecinta a proprietatilor 1° — 12° se poate stabili urmaitorul rezultat
important, numit proprietatea (sau, intr-un alt context, axioma) lui Arhimede
(287—212 1i.e.n.):

-

b

i sle: numit partea intreagd a (ue z $i .’ ‘I..‘f‘.‘fli;f | & |

Ezemple: [2,67]=2, [3]=3, [nl =3, [—n] = —4, [—0,6347] = —1.
Degi.multimea  nu satisface proprietatea lui Cantor, totusi in @ are loc
proprietatea lui Arhimede.

Convenim sa spunem ca o multime P admile o reprezentare pe o mulfime
Q dacd existd o aplicatie bijectiva de la P la Q, adicd o corespondentd bijec-
tivd intre elementele multimilor P gi Q.

. A & A . . 5 G i — =
Considerind o axd avind originea A, si vectorul unitate u = A,4, (figura
1.3) 51 notind cu A multimea punttelor axei, se defineste, asa cum de altfel
s-a facut in clasele anterivare, aplicatia « : B — A care asociazi oricirui

Fig. 1.3

numdr real z acel unic punct M & A astfel incit AT!I? = au. Asadar, a(z) = M
$i, in particular, a(0) = A,, a(1) = A,. Aplicatia « este bijectivd si se numeste

reprezentarea geomelricd a lui R pe A (depinzind de ;); inversa elg': A— R
asociazd oricdrui punct al lui A abscisa acestui punct. Dacd a, z, b € R,
faptul cd a < x < b inseamni c# punctul «(z) este situat intre punctele
a(a) si a(b). Aplicatia « a fost stabilitd pentru prima datd de R. Descartes
(1596—1650) si-a constituit punctul de plecare in elaborarea geometriei ana-
litice si in interpretarea geometricd a unor rezultate ale analizei matematice.
Existenta aplicatiei «, care permite o identificare a punctelor de pe A cu ele-
mentele lui R, justificd faptul cd mulfimea R este uneori numitd dreaptd
reald, iar numerele reale se mai numesc puncie:
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Considerind un plan P si un sistem ortogonal de axe in acel plan, se poate
stabili (aga cum stiti) o aplicatie bijectivd de la P la R = R x R, asociind
oricdrui punct din planul P perechéa ordonatd a coordonatelor Ivi. Astfel de
reprezentéari geometrice au fost considerate in clasele anterioare; ele au avan-
taje considerabile in privinta comunicéirii rezultatelor analizei matematice
gi vor- fi utilizate sistematic in continuare.

La prima vedere, dreapta reald are o descriere foarte simpld, dar la o cer-
cetare mai atentd se remarcd coexistenta pe R a cel putin trei structuri —
structura algebricd, structura de ordine, precum gi structura de convergentd,
care va fi definitd in capitolul urmétor.

Presupunem cd a, b &€ R, @ < b. Se pol considera intervalele mdrginite

(a, b)) ={x € R|a < & < b} (interval deschis);

[a; 0] ={x € R |a < = < b} (interval inchis si mdrginit);

[, b)) ={xrc R]|a< z<b}, (g, )]={x € R|a <z < b} (intervale

semideschise).
De asemenea, se definesc (¢, a) = [a, a) = (a, a] = & si[a, a] = {a}. Pentru
un interval ca mai sus, numérul real b — a se numeste lungimea intervalului
respectiv; dacd I este un interval mérginit, vom nota cu /(/) lungimea acelui
interval. Intervalele inchise §i mérginite se mai numesc intervale compacte.
De exemplu, [0, 1], [—5, 3], [—m=, =] sint intervale compacte.

Se utilizeazd de asemenea intervale nemdrginite pe dreapta reald, de forma

(—o0, a)={z € R|x <a}, (—oo,a]l={z€R|z<a},

(n,00) ={x & R|z>a},[a,00)={xER |2z > a}, (—o0, 00) =R,
unde @ este un numdr resl. In general, un intercal este o submuljime I c R,
astfel incit a, b & I, a < ¢ < b =¢ & I (51 se poate ardta cd singurele inter-
vale sint cele indicate anterior).

Reamintim cd o multime 7 se numeste finitd daci F = @ sauexistin > 1
intreg si o functie bijectivd f: {1, 2, ..., n} — F; in acest caz, avem F = {ay,
dg, <oyt } Unde ap = f(k), 1 < k < n. Multimile care nu sint finite se numesc
infinite; evident, intervalele de lungime >0 sint multimi infinite. Reamintim,
de asemenea, cd dacd M={M,},c; este o colectie de multimi, se definesc inter-
secfia n[ M;={z|Vic I, z € M;} sireuniunea UI M={z|3icl,zc M}

1= B =

Pentru orice ¢, b € R, notdm prin max (e, b) cel mai mare dintre numerele
a, b. Pentru orice & & R, modulul lut x este
x, dacd x>0
(1) |z| = max (z, —x) = 0, dacd =10
> —uz, dacd x < 0.
Evident, # < |2 |8l | —% | =| « | pentru orice z & R. Proprietifile modu-
lului sint cuprinse in teorema urmétoare.

m i 1) i | I} i . 3 & o '} I/ E [ ]
A A i kM A proprietafite moduiutur ). M,. Fentru

I O O O R R RRRRRRERERERERRRBEBBBBBBEIIR




M,. Daecii z, y& R,
M,. Pentru orice 2z, 1t | wtunei

)]

y| 1yl
La aceste proprietdfi se mai adaugi:

Fie rc R, ¢

ez cl—eel; 7]
oo, —e] U[e, co).
.. Pentru orice z, ¥ m | ‘

Demonstraie. Proprietitile M,, My, M; sint bine cunoscute. Demonstrim
M, Daecd |a|< e, atunci max(z, —x) <e deci < el —2z<g ad}csj
— ¢ < x < esireciproc. Faptul ca |z | > ¢ revine la max (x, —) > ¢, adicd
_ 2> csau x > ¢, deci ¥ & (—oo, —¢) U (g, 00) etc. Pentru a demonstra Mg

oste suficient de dovedit ¢cd — |z —y | < |z|—|y| < |z—¥ | (conform
inegalititii secunde din My). Prima inegalitate rezultd gbservind c'é |y '| %
=ly—zt+z|<|y—2|+|2|= |z — y | +| = |, 1ar pentru megaht‘a-
tea secundd observim ci |z|=|z—y+yl<|z—yl+ Py, An

ambele cazuri aplicind M,.

| 4. Reprezentarea zecimal

Ideea fundamentald a scrierii zecimale este aceea de a exprima orice numir real folo-
N i 7 - _'__“
gind un numir finit de semne, anume cifrele zecimale 0,1, 2, ..., 9, la care se adauga
(minus) si ,,, “ (virgula). Acelasi lucru se poate realiza prin scrierea binard.

. a A c
Reamintim e numerele rafionale de forma rpg cinacs Zsin>0 natural, pot fi

identificate cu fracfii zecimale finite,

2471 1127 438
) : 1= o L = 0,1127; —4,38 = — —.
Exemple: avem 2,471 TS Ay , 1127 ; e

Acestea sint insuficiente atit in constructii matematice,cit si in descrierea matematici
a masuritorilor fizice |de exemplu, S 1—; nu se exprimi prin frac{ii zecimale flmte).

Hste esentiald de aceea considerarea fracfiilor zecimale infinite. ")
Notim cu % mulfimea fracfiilor zecimale infinite, adici a succesiunilor infinite .de
cifre zecimale de forma m, £,2,2,..., unde m & %, iar 0 < o < 9, i intl'egi !pt.antru orice
k>>1). Facem conventia de a elimina din multimea & fractiile zeclmalfz .ll’lfll'll-.te in care
toate cifrele sint egale cu 9 de la un rang fncolo. Gu aceastd conveniie, doua. elemente
o= M, TyTy%y... §1 B =N, Y1¥s¥a ... din & se consider#i egale daci m = n §i @ = gk,
pentru orice k> 1. Din clasele anterioare se stie ci orice numdr real se reprezinid prinir-o
fractie zecimald infinitd. ‘ ) . :
Anume, oricirui numir real z = Rise poate asocla in mod blne‘ deterr.mna-t o fractie
zecimald infinitd notatd B(z) = m, y&,%;...; in acest mod s-a definit o aplicaie
B:R—F,

numits reprezentarea zecimald a lui R (in analogie cu repr'eze‘ntarea geometricd a lul I_l,,
definitd in 1.3). Aplicatia B este bijectiva gi vom identifica orice m'lmﬁ.r real x E:u.frac;g
zecimali infinitd B(z) scriind = = m, B;T,%5...5 reamintim ci « este irafional dacd §1 numal
dack reprezentarea sa zecimald nu este periodicd,
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TEOREMA L2, Pentru orice x € R, x > 0 gi pentru orice infreg

n =0 aver
(1) i n 1
(2) - ™M g <™ —, -
: 10m
unde 2™ este numdirul obfinut retinind partea intreagd gi primele n zecimale
ale Jui 2. Un rezultat similar are loe pentru z < 0, anume |2/ — 2| < s
10n

Demonstragie. Pentru orice z fixat, 2!™ este aproximarea prin lipsa (trun-
chierea) de ordin n-a numirului z; aproximarea prin adaos de ordin n a Iui
este z(™ | 1—3,1. Dar orice numar real este cuprins intre aproximarile lui prin
lipsd si prin adaos de orice ordin si se obtine astfel relafia (2).

Exemplu. Fie z = =m; in acest caz, inegalitatile (2) pentru n =0, 1, 2,...
sint: 3 < n<4; 31 <n<3 2; 3,14 < n<3/15,...

Unul din avantajele reprezentirii zecimale a numerelor reale il constituie

posibilitatea de comparare a acestora si efectuarea unor calcule aproximative
cu numere reale folosind trunchierile lor. De exemplu, nu este evident care

: = . G907 : . oy
din numerele |/ 2 si %) este mal mare, dar considerind reprezentérile lor

zecimale 1,4142... si 1,4140... respectiv, este evident ci primul numir este
mai mare.

Fie ¢ & R fixat, Dacd un numér real z este o aproximare a numarului «,

’ ; 1 5
atunci se scrie  ~ q sau ¢ =~ 2. De exemplu: = ~ 3,1416; . 0,33; /2 ~
~ 1,414. In aceastid formulare nu este insd precizat sensul termenilor utilizati
gi, in plus, in orice formuld aproximativd este necesard evaluarea erorii facute,
Formularea riguroasi este urmétoarea: daci se di numirul pozitiv e, atunci
se numegte ¢ — aproximare (sau aprozimare de ordin cel mult ) a lui a orice

numir real  astfel incit | # — a | << e; numirul real si pozitiv | & — a | se
numeste eroarea absolutd in formula aproximativd z ~ a.

Eaxemple

1) 3,1416 este o aproximare de ordin cel mult Ti(;“ a lui =,decarece | mw — 38,1416 | <

<= 4 sisimilar,0,33 este o aproximare de ordin cel mult b a lui . 5
104 102 3

2) Fie a = 2,9998 si b = 3,0001. Eroarea absolutd in formula aproximativd & = a

este |a — b | = 0,0008 = .1% < i%’ fn general, daci numerele a i b au aceeasi

parte intreagi si aceleasi prime n’' zecimale, atunci al™ = b, si |a —b|=|a —
p) .

—a® 4 b —b| < la—al® |4 | —b| < — < , adici b este o aproximare

10n 101’1—1

e
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de cel mult alui . Afirmatia inversi nu este adeviratd, aga cum aratd numerele

1071
- : 1
@ §i b considerate la inceput, unde @ si b nu au zecimale comune, degi | @ — b | < —1@— .

3) Teorema 1.2 se mai poate enunfa astfel: pentru orice x real, are loc formula
aproximativi z = (", cu eroare absolutd mai mici decit 107, ¥V n € N.

Iy numere anala E :.“‘, 1 e i} i ; Pill-

liferenta — 1y este o (g 4 ) yproximare a lui

lusul 2y este o ¢ aproximare i

Demonstrajie. Conform ipotezei, |z —a | <& sily—0b| <e,.

1°, Avem |[(@+y) —(@+d)[=l@z—a +@—Ddl<|a—a]+
+ ly—bl<e+ e

9. In mod similar, |(z—y)—(@—b)|= [(z—a) + (b—y) <
<lz—alt|y—0b|<e e

3°. Mai intii, se observd ca are loc identitatea

:vyr—ab:(m—a)(b—y)—l—y(m—a)+m(y—b),deunde

oy —ab|< |z—al-ly—bl +lyl-la—a|l+]z]| |y—b]<
<E152+}y151+|m|52.

Exemplu. in formulele aproximalive m == 3,1416, I/ "2 ~1,4142, erorile absolute sint
mai mici decit ¢ = 0,0001, Atunci, in formulele aproximative 7 -} /2 = 4,5558, © —
— |/ = 1,7274, eroarea absolutd este mai micd decit 0,0002.

Rezultate de tipul celor din teorema I.3 sint aplicate in'mod curent in prelucrarea
matematicd a datelor experimentale. La introducerea datelor numerice pe calculator se
utilizeazd fractii zecimale finite, in care numirul de zecimqle considerate deplpde de pI‘E(‘?l-
zia urmiriti ca si de mirimea memoriei calculatorului. In orice caz, trebuie ficutd d1§-
tinctia netd dintre un numdr real si trunchierile sale de diverse ordine, De exemplu, trebuie
fHeuti distinctia intre numirul = si oricare din aproximarile lui: 3,14; 3,1416 elc.

.
CITIH (capitolul I, §1)

1. Fie a € R, a # 0 dat, 34 se rezolve in mulfimea R ecuatiile: 2? = a?, a® = d’,
at = at.

2, Folosind proprietatea lui Arhimede, si se arate cit daci z,y € R, = > 0, alunci
existd n natural astfel incit nx > ¥y.

3. Si se rezolve in multimea R ecuatiile:

ai@ | 4 fa— 4| =1y B) [w=1 41240 [i= 25

4, Dachz,ye Rl [z — 1| <4 |y — 2| <5, siise arate cd —6<a+ys<12.
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5. Si se rezolve in R inecuatiile: a) ||+ |z —1]>0;b) |a|4 |z— 8| < 0;
c) [z—1|<1;d) |z|+|e—2|<2zx¢) |z4+1]|>2;1) |z41]>—1;
g) lz—1 |+ |a?—38z4+2]|> 0.

6. S4 se exprime cu ajutorul modulului faptul ci = s y gi faptul cd =z — = <
10
<y <o+ i% (z, y fiind numere reale).
7. Fie ay,..., an numere reale. Daci eq,..., ey sint numere reale luind doar valorile 0, 1

n n
<Y lail.
iz

1=1

5 " _ 11 e
8. a) Presupunem cii 0 < « < y InR; sd se arale ci — > — . Este adevirati reci-
T . )

si —1, s§ se arate cd

proca? _
b) Presupunem ci ay < ¥y, @y < Y8l ay + @ = ¥y + ¥ InR. S4 se arate ci oy = 3
si x, = y,. Generalizare,

9. Pentruorice z & Rse noteazd xy = %lﬂ?l sl om = e I, . 54 se arate
2
iz =my — a_, | x| = xp + x_. Sisereprezinle graficele functiilor f, g: R'— R definite

prin f(z) = a4 si gla) = a_
10. Fie by, b, numere reale fixate, Si se arale cd functia f:R — R definita prin
fla)=|a+ b |+ |z+b,|, Vae R, nu este injectivi.

11. Pentru orice numere reale x > 0, ¥ > 0 se pot considera mediile: aritmetica

x + v iy —_— - 2x "
mg = —l , geometrici my = |/ zy si armonici my = 2% 8 se arate o
x4y
ma + m
my < Mg < — =% < ma.

2
12. Fie z, ¥, a, b numere reale oarecare, Si se arale ci:
12, (xa + yb)? < (2 + y*) (@ + b%) (inegalifatea lui Cauchy-Buniakowski-Schwartz);
A.L. Cauchy, 1789 —1857; V. Buniakowski, 1804—1889; H.A. Schwartz, 1843—1921,
2 Ve +yP+ (a+ 0P <) 2+ a+ |/ y*+ b® (inegalitatea lui H. Minkowski,
1864 —1909).

18. Si se determine toate valorile numairului natural n astfel incit:

1 1 1 1 n?

)= < d] = ) < 10

n 10’ )2ﬂ- 10 5 1 ’
11 1 1 2 1

b= § o) i h) | =1 < =
n 20 507 125 n? 41 100
1 20 41 1 on '

e) — < 1; gy f R e, B, 2oyl et
gn n 10 an 1 9 10

in care cazuri multimile respective de valorisint finile?
14. 34 se determine M [0, i:I, N (D, l), Ui—n, n;

neN, n>1 n neN, n21 n nei
n
U [o, ]
neN n4+1
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15. Si se arate ci in orice interval mirginit din R se afld cel mull un numir finit de

namere intregi.
18. Si se arate ci intersectia a doud intervale deschise esle mul{imea vidd sau un
interval deschis. Dar intersecfia a doud intervale compacte?

17. a) Si se indice o submuliime a lui R care nu poate [i reprezentati ca reuniune
a doud intervale. ; |
b) 94 se arate ci multimea RN este o reuniune de intervale deschise.

1 un numir intreg. Sd se arate cd pentru orice z & R existd p intreg

18. Fie ¢ > i
' it |
astfel incit % <az<i el 94 se deducd inegalitatea | x p = ;
19. Pentru orice z, ¥ & R se noteazd d(z, ¥) = |z —y |, distanta euclidiand intre

x si y. Sd se arate ci ¥V z, y, 2 & R avem dz, y) > 0sid{z, y) = 0>z =1Y; d(z,y) =
— dly, =); d(, y) < (e, 2) + dly, 2)-

20, Sa se figureze pe dreapta reald urmiitoarele mulfimi de puncte :. Ay i {:If
e R |d(z, 1) <1}, notatd pe scurt {d(z, 1) <1}; 4, = {d(z, 1) > 2} Ay=1{1 =
< d(z, 2) < 5); 44 = {d(z, 0) > —1} As = {d(x, 0) 2 4); Ag = {d(z, 0) < &}.

21. Tie I = [a,b] un interval inchis, respectiv J = {a, ), unde a < b. SH se arate cil

pentru orice @, y-€ I (respectiv & J), avem d(z, ¥) < U{I), (respectiv d(=z, y) <UJ)). ~
99, S4 se determine valorile numdrului natural » astfel incit:
a) d(éf%—i, 3)<1i0;b)d :@%_L, 3]<T16:‘;0) d{a—nfi, 1)<1i0.
28. Pentru cite valori ale numéarului natural n au loc relatiile:
: n—+1 18 1

2) :i; :%; (2r§2:-“1)!>116; ‘) 2n:3_5!>1_0,
d) % —1 ‘> 516
24. S se arate cii existd Ny, N, naturale astfel incit:

£ = 3 pentru orice n > Ny; b) 2% > n pentru orice n = Ny,

) nft+n4+1 10
25. S5 se arate cd:
nt4+1

nt*+ 1

a) existd M > 0 astfel incit < M pentru orice n € N;

| q
b) nu existi M > 0 asifel incit na i ; < M pentru orice n & N.
‘ n

i < b, pentru

26. Sa se indipe douii numere reale « < b asifel incit a < S

orice n nafural.

99. Cite zecimale exacte trebuie considerate pentru = gi pentru |/ 2 astfel incit suma

= -+ |/ 2 sk fie calculatd cu'o aproximare de cel mult 1077 Aceeasi intrebare pentru =}/2.
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28, Fie £ (p >0, ¢ >0 intregi) o aproximare a lui |/ 2. Si se arate ci numirul
q

| 2+ 2
pta

29. Fie a, b numere reale fixate. Ce se poate spune despre a si b in ipoteza c¢i |a —
— b | < ¢ pentru orice € > 0 intreg? Dar dacd |a — b | < ¢ pentru orice numir rational
e>0?

rationa este o aproximare ,,mai buni“ pentru |/'2.

80. Fie a, b numere reale fixate. 54 se arate cd dacd a << b 4 ¢ pentru orice % = 0,

atunci ¢ < b.

81. S84 se arate cA YVEhk>1, ﬁ > 21/ &k + 1 — 2/ k; deduceti ci pentru orice
n
A existd NV natural astfel fneit 3 — > A pentru orice n 3> .
=k

32, 84 se verifice prin inductie c¢d 2™ =1 - n{x — 1) pentru orice » natural si
pentru orice z > 0 (inegalitatea lur I. Bernoulli, 1654 —1705).

§ 2. Functii reale. Operatii cu functii reale

Se poate afirma cd analiza matematicd elémentara revine la studiul func-
tiilor de o variabila reald cu valorireale. Acest studiu este cerut atit de nevoia
de a descrie evolutia unor procese fizice, tehnologice, economice, dar §i de
insdsi dezvoltarea matematicii. In cea mai mare parte, cuprinsul acestui
paragraf v este cunoscut si am ciutat aici doar o prezentare sintetici. Vom
urmdri totodatd sistematie modul cum se reflectd structurile (algebrice si de
ordine) dreptei reale asupra functiilor reale.

2.1, Functii reale; grafice, exemple

Reamintim cd doud functii f: E— F, g: E; — F, sint egale dacd au loc
egalitatile de multimi E = E,, F=F, si dacd f(2) = g(x) pentru orice
x € E. In pofida simplitatii acestei definitii, demonstrarea egalititii a doui
functii poate sd nu fie ugoard. De exemplu, daci ¢ & R, atunci demonstrarea
egalitatii funetiilor f, g: R — R definite prin f(z) = (z + a)*, g(z) =

n .

— hEO Crz™ gk revine la stabilirea formulei binomuluvi lui Newton.

Reamintim c& functiile cu valori in'R se numesc functii reale. Sa presu-
punem c& f: D — R este o functie reald de o variabili reala, definitd pe o
submultime Dc R; atunci graficul ei Gy este submultimea lui R2 formati
din toate perechile (z, y) € R? astfel incit z € D si y = f(z), adici

Gr = {(=, f(2)) |z € D}.

15




Se mai spune c# relatia

©) ‘ y = f(2)
este ecuafia graficulut lui f. Facind conventia de a fixa in plan un sistem
ortogonal de axe 20y, de a considera D ca multime de puncte pe axa absciselor,
iar valorile lui f ca puncte pe axa ordonatelor, graficul Gy este o submultime
de puncte din acel plan, anume submultimea formata din punctele ale caror
coordonate verific relatia (3). Graficul unei functiireale date nu poate fiintot-
deauna reprezentat cu precizie si se indicé
doar o schitd aproximativi cuprinzind puncte
remarcabile ale graficului. Prin grafice se redau
vizual caracteristici ale functiilor gi o imagine
globald asupra valorilor functiei prin limbajul
special oferit de desen. In unele cazuri, semna-
lele fizice, asimilate cu functii reale, au graficele
indicate pe ecranul osciloscoapelor (in fig. 1.4
apar doud semnale).

Ezemple )

1) Functia f : B — R, definitd prin f(z) = sinz esle diferiti de functia
g:[-— 125,, -721]-—;-[—1, 1], definiti prin g(x) = sin z. De exemplu, g esle bijectiva, in

timp ce { nu este nici injectivi nici surjectivd. Se spune, in acest caz, ci feste o prelungire
a lui g. g

2) Multe legi fizice exprimd dependente ale unor mirimi de alte mirimi. Modelul
matematic al lor il constituie uneori functiile reale. De exemplu, formula s = v+ ¢ {legea
misciriirectilinii uniforme cu viteza constanta v) este strins legati de functiareali s : R—R,
definita prin s{t) = v - t. ,,Graficul migcirii uniforme* este de fapt graficul functiei s. De
obicei studiul miscirii este limitat la un interval de timp { si atunci trebuie considerati
functia s : I -+ R, s(t) = v * ¢ (am folosit aceeasi notafie pentru functii care Lrebuie consi-
derate distincte).

Multe teoreme din analiza matematicd se referd la funclii definite pe intervale. in
anumite contexte fizice, barele rectilinii pot fi asimilate prin inlervale; de asemenea, se
vorbeste curent de intervale de timp (delinitia noliunii de interval a fost datd la pagina 9).
S# consideram o bard metalicd asimilati cu un interval 7 R. Pentru orice punct = = /
notam cu t(z) temperatura barei in punctul z. fn acest mod este definild o functie real

¢ oI — R (fig. 1.5). Proprieliitile matemalice posibile ale
1 acestei functii: mirginire, monolonie, continuitale ele.
‘ sint strins legate de proprietdfi fizice ale barei considerate.
;- i) - in cadrul rigorii-matematiue, ori de cile ori este stu-
J diat# o functie, trebuie indicate explicit, domeniul (mulli-
mea) ei de definitie si multimea de valori.

3) In unele consideratii fizice este ulild functia
Fig. 1.5 ~ urmitoare:

0, dacd = < 0
1, dacd = =0

numitd treapta unitate (a lui O. Heaviside, 1850—1925), avind graticul indical in ligura 1.6
(siigeata corespunde capitului unui interval deschis).

Acesta este un exemplu de functie reald definitd ,cu acolada®. Astiel de functii apar
in mod necesar in unele descrieri. S4 presupunem cid tensiunea U intr-o refea electricd

\

\

o : R— R, definitd prin ofz) = {
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Fig. 1.6 Fig. 1.7 -

este egald cu zero pind la un moment 7, 5i are o valoare constanta &/, incepind din acel
moment. Functia care modeleazi variatia in timp a tensinnii din acea refen esle funcfia
U:R— R definity prin
0, daci 7 < 1,
Uy, dacd 12> 1,
avind graficul indicat in figura 1.7. De remarcal cd funclia T este constantd pe fiecare
din intervalele (—oo, t,), [ty, o), dar nu esle constanld pe R. Are loc egalitalea
U(t) = U, * ot — ;) pentru orice t € R. Pentru ¢, = 0, Uy =1, avem U = a.

4) Se pot considera funcfii reale mai neobisnuite avind insi imporlan{d leorelici:
de exemplu, functia f : R » R a lui P.L. Dirichlet (1805—1859). definild prin

fiz) = { 1, daci r = Q
0, daci » & R\Q.

Ull) = {

2.2, Operatii algebrice cu functii reale

Fie f: D—R, g: D—R doud functii reale definite pe aceeasi multime D,
Se pot considera atunci funcjia-sumd s =f+ g, s:D— R definita prin
s(z) =f(z) +g(z), Yz & D si funcfia-produs p = fg, p: D> R definitd
prin p(z) = f(x) “ g(x), V& € D. Se pot, de asemenea, defini funefia-diferenid
f—g:D—Rprin(f —g) () =[(x) —gx), Va & D s funcfia-cit h = i,

=]

definitd pe multimea D, = {x & D |g(z) # 0} prin A(x) :% Yze D,
gl

Se observi cé aceste functii au fost definite folosind structura algebricd a
dreptei reale, care este domeniul de valori (codomeniul) al funetiilor [ 81 g.

Egemple

1) Pentru functiile f, g : B — R definile "prin f{z) = (2 + 2)% gla) = (x — 2)?
VxR, suma s = f + g este funclia s: R—= R, s(v) = (a + 2)® 4 (v — 2)* = 22* + 8,

iar functia-cit h = £l este definiti pe mulfimea D; = RN\ {2}, prin f(s) = f-ﬂ,
8 =2 .
YaxeD,.
2) Pentru functiile f:[0, o) = R, f(2] = Vst gif{—o, 0)= R, gla 1

V—x

nu se pot defini f+g, f—g, fg si 1 , pentru cd f sl g nu au aceeagi mulime de defirijie,
g
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3) Orice funclie monom [ : R — R, delinitd prin f(z) = aa? (a real si p > 0 intreg)
este ohfinuté prin operatii de produs intre functii constante gi functia identici 1r : R — R,
Z 1= z. Orice funciie polinomiald P : R — R se obtine prin sume finite de functii-monom.
Aceasta revine la faptul ci existd numere reale ag, ay, ..., an, @, 7 0 astfel incit Plz) =
= gz 4 @@t - L 4 ap, Ve e R (dack P oare gradul n). Incazurile n =1 si n =2
regisim funetiile de pradul I (liniard) si de gradul ITsludiate in clasele anterioare. Functiile
rationale sint ciluri de funcfii polinomiale; dacd P gi Q sinl funciii polinomiale, atunci

functia rationalid —(I; este delinitd pe multimea {x = R | Q(z) 7 0}.

Observajie. Structura de ordine pe multimea R permite introducerea unei relatii de
ordine gi pe mulfimea funciiilor reale definite pe o aceeasi multime D. Fief,g: D— R
dou# funchii; scriem f < g (si citim f este mai micd sau egali cu g pe mulfimea D)
daci f(z) < g(x) pentru orice z = D. In mod similar, faptul ci f > 0 inseamni ci f(z) > 0
pentru orice x = D. Relatia ,f < g* este reflexivd (f < f), tranzitivd (f<g, g<h=
= f < h) si antisimetricd (f < g, g < f = = g), deci este o relatie de ordine. Spre deose-
bire de relatia de ordine pe multimea numerelor reale, in cazul functiilor relatia de ordine
nu este totald; anume tiind date dou# functii f, g :. D — R nu rezulti in mod necesar
f<gsaug </, cise poale ca ele sa nu 11e comparabile,

Reamintim ci dacd @, b sint numere reale, atunci notdm cu max (a, b) si
min (@, b) cel mai mare gi respectiv cel mai mic dintre numerele ¢, b. Agadar

a, dacd a > b
b, dacd a <b,

a, dacd a <b

max (@, b) = :
iy b, dacd a >b

, min (a, b) :{

Evident, max (4, b) = max (b, @), min (a, b) = min (b, a). Aceste notiuni se

pot extinde pentru un numdr finit de numere reale.

Daca f, gt D — R sint doud functii reale, atunci se pot defini functiile
h=max (f, g) : D —R, h(z) = max (f(2), g(«)), &k =min (f, g) : DR,
k(x) = min (f(z), g(z)). De asemenea, se definegte functia-modul | f | : D — R,
x| f(#) |. Asadar, pentru orice € D avem: -

f(z) , dacd f(z) >0
| fl(z)=1 O , daci f(z)=0
—f(#), daca f(z) <O.

2.3, Compunerea si inversarea functiilos

Daci f:A— B, g: B~ C sint doud functii astfel incit domeniul de
valori al lui f sd coincidd cu domeniul de definitie al lui g, atunci se poate
considera funcjia-compusd h =gof, h : A — C definitd prin A(z) = g(f()),
Yz e A
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Daci f; : A —+ B, f: B—>C, fy : C — D sinb trei functii, atunci se veri-
fics imediat relatia fyo (fzofi) = (fs ©f2)  f1; se mai spune cd operajia de

compunere este asociativa.

Exemple

1) Fie f :R—[0, o), flz) = «* si g :[0, w)— R, glz) =/ z. Are sens h=gof
gi se obtine funct;ia h:R— R, hlz) = glf(z)) = Vi) =Vz2=|zl| Y= ER
De asemenea, are sens si k=fog, k:[0, o)~ [U‘, o), kiz) = flglz)) = glw)* =
=(/ 2z} =2 Va0

2) Functia h : R — R definitd prin k(z) = sinz esle tocmai gof pentru f:R— R,
flz) =sinz gi g:R—=>R, glu) = u* in mod similar, [unciia & :(0, o) = R, hiz) =

|~

= sin L_ﬁeste egald cu gof unde f:(0, o) = R, flz) = si g:R— R, glu) =sinu.

Ve v

~

= |

Fie f : A — B o functie bijectiv. in acest caz se poate defini inversa lllll
f, anume functia f™ : B — A, care asociazd oricirui element y € B acel unic
% € A astfel incit f(z) = y. Evident, flof = 1x, fof =1z '

Dacit f: A — Besteo functie oarecare si A’ C A este o submulfime, at.t.mm
se poate'defini submultimea {f(z) |z € A’} a lui B, numitd imaginea lui A’
prin f $i notatd f(4').

Exemple '

1) Functia f:R— R, f(z)= 2" este bijectivii §i inversa ei este f™:R =R, .

fz) =V = ‘ ot
2) Functia f: R—=§{—1, 1], f(z) = sin « nu poate fi inversatd (nefiind injectivi).

™ i : e —
Dar prin restrictie la intervalul A = l——%, —2{' se obtine o funcfie bijectivi,

sin : [ L —E] [—1, 1]; inversa aceslei funciii este arcsin = sin™?,
2 2

. 'n: T
arcsin : [—1, 1]—)-[—;. E]'

2 E—] astfel incit
2

definity asociind oricirui numir x e [—1, 1] acel unic y € [—-
sin y = .
™ -T
fn mod similar, functiile cos : [0, =]=+[—1, 1],"1g :(— 5 ﬁ]-+ R,
ctg : (0, =) = R, sint bijective gi admit respectiv urmitoarele inverse:
arccos: [—1, 1] = [0, ], = >y (unde y este definit prin cos ¥ = )}

(1

aretg:R-—»(—g, —2—), z|—>y unde tgy = x;

arcetg: B— (0, =), #1—>y unde ctgy = z.
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