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Primitive

§ 1. PRIMITIVE

Fiind datd o functie f: / — R (J un interval C R), se pun urmétoarele
probleme:

(A) Existd (si in ce conditii) o functie F : J — R a ciirei derivatd si fie
functia datd f?

(B) Cum se poate determina o asemenea functie F, pornind de la f?

In acest capitol vom studia citeva metode de obtinere a functiilor ¥ care
verificd relatia F' = f.

Raspunsul la problema (A) este afirmativ pentru o clasd destul de larga
de funectii, in particular pentru functiile continue. Acest lucru va fi ardtat in
capitolul II.

1.1. Definifie. Fie J un infervalc R gi /:J — R. &
admite primitivi pe J dacii existi o funectie F : J — B astlel ineit:

1) F este derivabili pe J,

2) Fl(z) = flx), (Vz & J.

Functia F se numeste primitivi a functiei f.

Daci intervalul J este inchis la stinga si @ este extremitatea sa stinga,
atunci prin derivata lui F in punctul e se subintelege derivata la dreapta a
lui F in a. O conventie analoagi se face cind J este inchis la dreapta.

1.2. Exemple
1) Fie n € N si f: R - R functia definitd prin relatia
fla) = 2", (V)2 € R.

Atunci pentru orice numdr real fixat ¢, functia

R{z)— " 4 e, (Vix e R

n +1
este o primitivd a lui f.
2) Functia

Flz) = (sinz)?, . (M zeR
este o primitivd a functiel -

f(z) = 2sin z cos z, (V) z & R.
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3) Dacd a >0, a # 1, atunci functia

Plg) — % (Vzek
Ina
este o primitivd a functiel
flz) =a*  (V)z ER.

1391 0pozifie. FieJ unintervalc Rgif : J »R.Dack Fy, Fy: J N
sint doud primitive ale funciiei f, atunci existi o constanti ¢ € R astfel
ineft :

Fy(z) = Fo(x) +¢, (V2 EJ

~ Demonstrafie. F, si F, fiind primitive ale lui f, ele sint derivabile pe J i
verificd relatiile
(V)z el,

Fi(z) = f(z) = Fu(),
deci )
(Fy — Fy)'(z) = Fi(z) — F(2) =0, (V)zeJ.
Functia I, — F,,avind derivata nula pe intervalul J, este constantd pe
acest interval, adicii existd ¢ € R astfel incit

Fi(x) — Folz) = ¢, (V)zc J.

1.4, Observatii:
a) Datd fiind o primitivi Fy a unei functii f: J — R, atunci orice altd
primitiva / a lui feste de forma
F=F,+e¢,
unde ¢ este o funcfie constantd pe J. Aceasta inseamnd cd dacd o functie f
admite primitivd, atunci f admite o infinitate de primitive. Datoritd aces-
tui fapt vom spune adeseori:
»f admite primitive“
in loc de
»f admite primitivd®
b) Definitia primitivei, datd la punctul 1.1, s-ar putea extinde si la functii
definite pe reuniuni finite de intervale disjuncte, deoarece conditiile din defi-

nitia 1.1 au sens gi in acest caz mai general. Insd nu mai este adevirat ci
doud astfel de primitive diferd printr-o constanta.

De exemplu, fie f: R \ {0} » R functia definitd prin
flz) = &
Atunci functiile F, G : R \_{0} - R definite prin

respectiv
3
13 11 dacd z <@,

G(x) =
'g—t—Zdacﬁ x>0

sint derivabile pe R ™ {0} si verificd relatiile
F'(z) = fla) = Gl@),, (V) z € BN\ A0k
Totusi, diferenta G — F nu este o constantd. g
1 dacd z < 0,
Gl@) = F(2) =} 3 dact z > 0.

¢) O functie care admile primitive are proprietaiea lut Darbouz. Intr-adevir, -
daci f:J — R admite primitive, atunci existd o functie derivabili F : J - R
cu proprietatea _
1 =i
Se stie insi (vezi, Elemente de analizi matematicd, cl. a X1I-a), cd derivata
oricirei functii derivabile are proprietatea lui Darboux. Asadar, f are proprie-
tatea lui Darboux.

d) Daci J interval c R si f:J — R este o funcie astfel incit mulimea

d EL

f(J)= {f(z) | x € J} (imaginea lui J prin f)
nu este interval, atunct funciie f nu admite primitive.

Intr-adevir, dacd f ar admite primitive, atunci (in baza punctului pre-
cedent) f ar avea proprietatea lui Darboux, adici odatd cu doud valori ar
lua orice valoare intermediard, deci imaginea lui J prin [ ar [i un interval.
Coutradictie cu ipoteza fdcutd asupra lui f. '

e) Orice functie continud f :[a, b] = R admite primitive.
Demonstratia acestui rezultat va fi datd in capitolul II, teorema 4.8.
1.5, Définitie. Fie f: J - R (J interval din R) o functie care

admite primitive. Mulfimea tuturor primitivelor lui f se numegte integrala
nedefinitd a funetfiei fgise noteazi prin simbolul

[f(x)da.
Operatia de caleulare a primitivelor unei funefii (care admite primitive)

se numeste integrare,
Mentiondm ci simbolul ff(z)dz trebuie privit ca o notatie indivizibila,

“deci partilor | sau da, luate separat, nu li se atribuie aici nici o semnificatie.

In cele ce urmeazi vom defini operatiile de ,adunare* gi ,inmultire cu
scalari intre pirti (submultimi) ale mulfimii functiilor ¢ : J -+ R. Vom
face acest lucru in scopul de a da un sens precis notatiilor [recvent utilizate
in calculul de primitive:
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[f(z)dz + [g(x)dz,
Mf(z)da,

unde [f(z)dz (respectiv [g(x)dx) inseamnd multimea tuturor primitivelor lui f
(respectiv g).

1.6. Notatii. Fie J un interval din R si
del.
& )—_{f s R’}
multimea functiilor delinite pe J cu valori reale. Reamintim cii pe mul{imea
&(J) se introduc operatiile
wadunarea functitlor*:

(f + &)@ =fla) + gz),  (Maeld

i inmulfirea functitlor cu scalari“

(M)(x) == Mf(=)

Deci f + geste functia & — f(x) -} g(x) care asociazd fiecdrui x € J numirul
real f(z) -} g(z), iar functia Af este func’;la x — M(z) care asociazd fiecdrui
z & J numirul real Af(x). ;

Dacéd § si @ sint parti nevide ale lui §(J) §i A €R, atunei punem prin
definitie

(V)z €J, » ER.

def.

(Dy) g4+ +glfeFsge gl
: 7 del.
(D,) M= N IfE §).
Dacid & este formatd dintr-un singur element f, atunci in loc de
§+ ¢
sau
{fo } = q
vom scrie simplu
fo+ G
Deci
def,
(Dy) - o+ §=1{f+glg € g}

1.7. Observalic. Notind cu @ multimea functiilor constante definite
pe J cu valori reale

oL v 5
={f:J - R |f constantd],
se observa ca aceasld mullime are, fatd de operatiile de adunare® si ,,inmul-

lirea cu numere reale diferite de zero®, definite pe péartile lui (Z(J), urmitoa-
rele proprietali:

a) \@ =@  (V)AE
b) € +@ =€

¢) dacd f:J — R este o functie care admite primitive §i dacd F, este '

R, %+ 0;

o primitivd a lui f, atunci

Sf('r)dl =F,+ €

S Folo)de = F, + €.

Intr-adevidr, produsul Af, dintre o [unclie constantd f:J — R si un
numir real A fiind tot o functie constantd, rezultd incluziunea

AN C @
Reciproc, dacd [ este o functie constantd si A € R, A # 0, atunci functia

lef.
g%

esle constanta, deci

Agadar, are loc si incluziunea
€ c r@

si deci egalitatea @ = AE.
Suma a doud functii constante fiind tot o functie constantd, rezultd inclu-
ziunea

¢ 4 € cCé.

. . . o | . .
Reciproe, dacd [ este constanti, al-unm—)f este constantd, deci

. 1
-~ f+-fee+e.
Asadar, are loc si incluziunea @ C @ 4 €@ si deci egalitatea
€+ e =¢.

- Am vizut (observatia 1.4 a)) ¢il dacd F este o primitivd a lui f, atunci
orice alld primitivd F a lui [ esle de forma

= ‘FU + ¢y

unde ¢ este o funclie constantd pe J. Deci

Vqu:{FE(ﬂh}szmmmﬁale}:

= {Fy+eclce€l}=F+¢€




1.8. Teoremi. Dacdf, ¢g:J — R sint funetii care admit primitive
si A& R, A # 0, atunci functiile f + g si Af admit de asemenea primitive gi au
loe relatiile:

(a) 3 fIf(2) + g(@)de = [f(z)dz + [g(z)dz,
(b) - jkf ydo = Aff(z)dz,
(c) 2 - [f(z)dz = [f(z)dz + €.

Demonstrajie. Daci F este o primitivd a lui f iar G o primitivid a lul g
atunci F gi G sint derivabile pe J si
F=f G =g
De aici deducem ci F 4 G g1 AF sint derivabile pe J si
(F+G)Y =F 4G =f+g
(xF) = AF' =2f,
adicd F + G este o primitivd a lui f + g si AF este o primitivd a lui Af.

Functille #, G, F + G, \F fiind primitive ale lui f, g, f 4 g, Af respectiv,
rezultd (observatia 1.7¢))

(1) jfde=F+e,

(2) Sg{u—c+@

(3) S 2) + g(a)dz = F 4+ G + €,
(4) SAfﬂdx—lF—k@

Din egalititile (1), (2), (3) si observatia 1.7. b) obtinem
me4ﬁgmsz+@+G+@=F+G+@+@=
' =F4+G+e= :
! S(f(.-zz) I g(a)) da.
Analog, folosind egalitdtile (1), (4) si observalia 1.8a), se nbtin'e

ﬂﬂMM:MF+@:Lﬂ+m:wﬁ+@:8ﬁmm.

1.9. Observafie. In demonstrarea faptului cd Af admite primitive (tco-
rema 1.8) nu s-a folosit ipoteza % # (. Totusi, ipoteza A 5 0 esle eseniiald in
demonstrarea egalitdfii: .

(A f(z)dz = Af(x)da

Intr-adevir, daci » = 0, atunci
M(z) =0, (V) z < J,

deci orice funcfie constanta este primitivd a lui Af, in particular functia constantd 0 este
o primitivd a lui Af = 0. Asadar (observatia 1.7)

f)\f(x)dx —04fe=e
Pe de altd parte, daca A = 0, atunci
lﬁ'(m)dm = AMF | F — primitivd a lui f} = {AF | F = primitivi a lui f} = {0}.
Deci, in general, are loc incluziunea
J\ff\x)da: c j Af(z)dz,
incluziune care este strictd cind A = 0.
1.10. Exemple de funciii care nu admit primitive
a) Functia f: R — R definitd prin
; —1, dacd x <0
flx) = : )
1, daca x = 0
nu admite primitive.

Intr-adevir, imaginea f(R), a lui R prin f, este egald cu mul{imea {—1,;1}
formata din punctele —1 si 1. Cum aceastd multime nu este un interval,
rezultd (observatia 1.4 d)) ci functia f nu admite primitive.

b) Functia f: R — R definita prin

del.
f(x) :[m]% max {n © Z|n < zf
([x] = partea intreagd a lui x) nu admite primitive.
Intr-adevir, imaginea f(R) a lui R prin £, fiind egald cu multimea 7 a
numerelor intregi, nu poate fi un interval. Deci observatia 1.4 d)) f nu admite
primitive.

¢) Functia f: R - R definitd prin

0, dacd x £ 0
Jl@=2" .1 4 1 J
§In — — — ¢os —» dacd x >0
a €T T
nu admite primitive,
Se observd cd functiile
fit (—oo, 0] = R, f,:(0 ) - R

definite prin

Tl =0 fa() = sin LR o
£ T i

admit, respectiv, ca primitive functiile:

Fi(x) =¢, Fyla) = xsin k.1
2




Dacdi functia [ ar admite o primitivd: # : R — R, atunci ar rezulta (ob-
servatia 1.4, a)) ca

.Fi(_w_._@].:' F1+ C'l =k §1 F((g,m) =F2+Cz.

Orice primitivi este functie derivabild, deci conlinud, prin wmare, primitiva
F oeste conlinud in origine,

deci )
F(0) = lim F(x) = k,
LU
a0
F(0) = lim F(z) = ¢

x>0

x>0

de unde
k= CZ

Asadar, functia F va [i de forma

k, dacd z < 0

F(z) —
(=) k- z sin Lo dact z >o0.
B

Observind ci
) —~ROF o L (V)20
xr — | X

\

o e . @ ; & i A :
si tinind seamd de faptul cd funcfia & — sin— nu are limitd in 0, deducem
; T

ed functia # nu este derivabild in 0.
Contradiclie cu derivabilitatea lui /7 pe toatd mulfimea R.

1.11 Tabel de integrale nedefinite

Peste tot in acest tabel J este un interval c R

1. f:R—R gkt
. S anda = - €,
flx) =2"; n e N > n -+ 1
2. f:J—=R; J C(0,00) S S _atH .
flz) = 2%, a = R\ _{—1} a |- 1

|
3. ‘R—R o
f S avdz g 4+ &

flz) = a®; a = RI N {1}

10

&. f:J—>R; Jc B*
f(a:}:i Sida::ln | = | e,
5 x
5. £1J > R; JCRN {—a, a}
1 1 1 r—a
x) = = 0 —_—  dz=—1 C
fa) z2 — q? Aoy Sa:z—a2 N 2arfsr:+a, ik
6. f:R—=R : )
1 1 1 x
fleg) = ————; 0 dz = —arctg —+4-¢.
flz) 21 & a=t S PR z aarc ga+
& ;{:)R_)F Ssin zdzx= —cos =+ €
z) = sin x
2 ;(:;1_)1{ Scosmdx:sinz+@.
z) = cos z :
9, . 7 .
f:J—»R;JcR\{(Qk-}—ﬂE kez}
flz) = 12 S 1 dz=1tg z+¢@
cos®z cos’x
_10. f:J=R!JCR\ {kn|k = Z}
flz) = .12 S 1 4 = —ctg = + €,
sin“z sin?z
e fiJoR Jer~Jer+ 1) & '
o : 9 hez} Stgxdm_—ln]cosm|+@
flz) = tg = ;
S s Sctgmdkamwe
r) = cCig x
13. f:RoR
1 1 e
f(x}:m; a0 Sl/—;cszda:=ln(a:+]/a:2+a2)+e.
a
14. . J Cc{—o0, —a)
: f'iT;R sau )
% J C (a, )
1 1
f{x):m SV.’.CE’—LE dxi]n|m+|/zﬂ—a2i-|—b
15. f:J—=>R; J c{—a,a)a>0,
it 1 .
f(m)=l/(l:£—ﬁ1 SmdﬂT:&FGSlH;—f—@..

Exemplele 13 si 14 nu sint evidente i sint mai putin utilizate decit celelalte
exemple. Ddm in continuare justificarea exemplului 13 (exemplul 14 se justifici fn
mod analog).
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Derivind  funeti

gle) " o 4 VT T o

(glz) > 0, (V) z e R)

obtinem
; CRREET
PLE L SRR LT o
| 2% + a? V% + a*
deci |
fla) = £ — (in g(aj),
g (2)

‘ddica functia z — In g(z) = In (2 + l/‘:a:2 + a?) este o primitivd a functiei

1 ‘ 4
fia— I/—m

1.12. Ea:erci,tii

I. S& se calculeze primitivele urmétoarelor functii:

1. f(z) = 2* + 22 + 3,

2 fla) =a+ L,
T L

8. fla) — = + ~,
&

4. f(x) = a sin = + b cos x,

1
5- e e e I
el = s
: 1
i S R B
flx) Vi
2 1
7. flz) = Ty
flz) sin®z i cos’x
8. f(z) = —“1—;—’ ’
Sin~x cos™x
9. fla) — 1.
+
1
P (e
ha* —I— 1
1. flz) = 2% + e,
1
18 et
fz) i
18. fla) — l_T

12

cxe R;

z & (0,00);

2z e (—oc, 0);

z < R;
( 1 =1
zel ——, —|I:
v 1)
z < (=2,2);

e R

az = R;

re (=1,1);

2 e (—o, —1);

. ="
‘ fle) { 2%, daci z= R\ Q.
G.f(a:):{lxl’ daci z = Q, !
2%, daci xR\ Q.
cos i ; dacd z € RN\ {0}, ' .
&
% flz) =
L = dacd =z =0,
2
e daci z e RN\ {0},
S fle) ={ |
iy ; dacd z= = 0. ‘
2
. ' o |
sinz g x = RN{0}, |
% flw) =2 2 |
0, =i, l
tgz [___71, TN {0
e > ze 3 2J\{}-

u4m=7L+

L r e (01 ”\_\)‘

1

15. flz) = z)/z + 22 ot a.e (0, o).

II. 84 se arate ci urmiltoarele functii nw poseda primitive pe R:

1. f(z) = [z] — =, : \ re R,
unde [z] inseamnd partea intreagd din .

Indicatie: Se va folosi acelasi procedeu ca la exemplul 1.10.

. 1, dacd x > 0,
2. flz) = 0, dacd = = 0,

—1, dacii & < 0.

Xy dacd z 0,
&ﬂw:{

il ¥, I
S — = peE ==, dath @ > 0;
i

2& sin — — co'ai daci z = R\ {0},

xr

4, flz) =

 dacid z = 0.

dacid =z = Q,

—1 A =ik

III. Tinind seama de faptul cd orice funciie continud pe un interval I are o primi-
tiva, sd se arate cid urmitoarele functii au primitive pe R:
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Al daci = e R\ {0},
1. flz) = x
15 dacd x = 0.
xsini, daci z e RN {0},
2. flz) = z
0 , daci z=0.
sin L, daci z e R\ {0},
3. flz) = z :
0 , dacd x=0.
cos s , dacd z € RN\{0},
& flap=1" =
| 0, daci 2 =0,
i :
b. f(z) = é e ¥ daci x e RN\{0},
0 , dacd =z = 0.
=l
6. flz)= -:;e ¥ dack @ = RN{0),
0 , dacd = = 0.
—
7. flo) =4e *gin —, dacid = e RN\ {0},
H
0 , dacd = = 0.
Iv.

1. Fie f:[a,b] > R si e = (g, b). Se presupune ci f admite primitive pe [a,c] si pe
[c, b]. B4 se arate cd f admite primitive pe [a, b].

2. Fie f, :[e,b] - R, f, :[a, b] > R doui functii care admit primitive. Presupunem ca
existd o multime finitd A de puncte din [a, b] astfel incit

(V) = € [a, b]\A = fy(z) = fy(a).

B4 se arate ci fi(x) = fo(x) pentru orice x < [q, b].

*

8. 434 se arate cd dacii f : R — R este astfel incit f2(.r) = 1 pentru orice @, atunci f are
o primitivl dacd si numai daci f= 1 sau f = — 1.

4. Se considera o funcfie f:[—1, 11— B care coincide cu funcgia sin £ daci x =£ 0.
3 €
54 se arate ci pentru ca f sd posede o primitiva este necesar si suficient ca f(0) = 0.

14

B Se consideri funcfia f:[—1,1] — R definitd prin

*l+sini , dacd =z < (0,1],
x

flz) = 0 , dacd z =0,
—1 + sin = , dacd z€[—1, 0).
x

84 se arate ci f nu admite primitive.
6. Sa se arate cd functia f:[—1, 1] —» R definitd prin
cos® 4 y a0,
flz) = L
0 . @a=10

nu admite primitive. S4 se deduci de aici cd dacd o functie f:[a, b] = R admite
primitive nu rezults, in general, ci funcfia f> admite primitive.

7. Fie [a, b] un interval din R. Si se construiasci o functie
f:[a,b] - R care s& posede urmitoarele proprietiti:
i} sd fie mdarginits,
ii) sa fie continud in orice punct din intervalul deschis (a, b) si s fie discontinui
in punctele a si b.

iii) si posede o primitiva,
iv) s& fie egald cu zero in punetele a si b.
8. Fie' [a, b] un interval si A o mulfime finita continutd in [a, 6]. Sa se arate cil existd
o functie f:[a, b]— R cu proprietitile;
i) si fie marginits,
ii) s& fie continud pe [a, b]\ A4 si discontinud in orice punct din A,
iii) s admitd primitive,
iv) sa se anuleze pe A.
9. Fie f :[a, b] = R o functie strict crescitoare care admite primitive si fie F o pri-
mitivd a lui f, 4 se arate ci pentru orice £ = (g, b) existd xz,, 2, = [a, b] astfel incit
F(z,) — F(x
Ty — Xy

: § 2. INTEGRAREA PRIN PARTI

In acest paragraf si in urmitorul admitem urmitorul rezultat (a cirui
demonstratie se va da in capitclul II, teorema 4.8; demonstratie care nu se
hazeazd pe rezultatele din aceste paragrafe):

LOrice fancie continud f: J — R admite primitive“
Folosind acest rezultat gi formula de derivare a produsului a doua functii,

ohﬁinem urmétoarea:

21. Teoremd., Formula de integrare prin pir{i. Daca [, ¢: /R
sint fum’m derivabile eu derivate continue, atunci fun(‘tule fe, g si ,fg admit
primitive §i mulfimile lor de primitive smt legate prin relatia:

(| ftale (@)de = fi — Sg{x}f’(x)dx.
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Demonstraie. Se stie cil orice functie derivabild este continud, deci din
ipoteza rezultd cd functiile f'g si fg’ sint continue, prin urmare si functia

(1) Uer—1e-tiy
este continud. Atunci, pe baza rezultatului mentionat mai sus, functiile fg,
fg' 81 (fg)" admit primitive. Aplicind teorema 1.8 (a) egalitatii (1), obfinem:

(2) YCICLEE [ @) de +{ )y (@)
Insd (observatia 1.7)

(3) o) (2)de = fi + e.
Din (2), (3) s. teorema 1.8 (c) rezulti

R, fla)e'(x)dz = fo + € — ﬂg(m)f’(r)dx — %;{(ﬂ-‘)f’(i‘)rlm-

} o
4.2, Lxemple
1) §mms a do= S x(sin )’ dae = « sin 2 — S (sinz)a’ de = x sinax — S sin x dx =

\
= g 5ln & - cos & + €.

2) S cos’z da = S cos x cos xdx = S cos « (sin a)'dz =
= ¢os x sin £ — Ssin x (cos ) da =
= sin xcos a + S sinz dx =
= sin .171".;)5 a + S (1 — cos® x)da =
= sin x cos x +S

1dr — S cos’r da =

= sina cos x4 o — Scos"’:r da,
deci

1
2. .
51-05 x de = = (z 4+ sin # cos x) + &

Analog se arata ci
2') Ssingm dz = % (x — sin a cos z) | €.
3) S a? sin x'de = — S 2* (cos z)'dx =

= — 2% cos =+ S (cos z) (2®)'dz =

= — 2° cos x—f—QSa: cos xdr =

16

— — 2% cos x + 2(z sin = 4 cos = + @) =

—= — 2% cos x4 2a sin &} 2 cos x + €

in exemplele (4) si (5) functiile sint considerate pe intervale I < (0, wo).

gl

4) Pentru n € N, avem Sx”lnacda: = S (In z) (-——} da =
- n-41

an+l 1
= Inx— S "+ (In 2)'de =
n-+4+1 n-+41
+1 +1 {
= = In 2 — ! an"‘lldx: s Inxéé-l-—s.ﬂcﬂdxz
n-+1 + x n -1 n-
+1 4 +1 1 1
= B e (ln:c— L )+e
n—+1 (n 4+ 1)% n+41 n-41
5) S-.CDS (In @)dz = SCOS (In &)+ (z)'dz =
# = zcos (In z) — 3 :‘r,(-::.;:s.: (in z})ide =

= z ¢os (In =) -} ‘§ a sin (In x) : da =
= gcos (ln z) + Ssin (In z)da,
Calculind
Ssin (In m}dlzr: = z sin (In z) — Sa: (sin)ln z))’dz =
== sin (In ) — S cos (In z)d=
si inlocuind in egalitatea de mai sus se obtine
Scos(lnm)dx = % [cos (Inz) + sin.(lna:)] 4 e

6) Se considerd un interval I din R astfel incit
sin z # 0, (Mx e I
gl se cere si se calculeze primiti#ele functiei

1
i r—> —, n 22 nel
Scriind sinnz

1 = sin®a + cos® z
avem

1 1 cos®a

sinfx sinn-2x sinfzx

si deci

S S S 1 5 Scosza: i
sinng sinn-2x @ik sinnx

In a doua integrald din membrul drept aplicim metoda integrdrii prin pérti, obser-
vind cd

17
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cos x¢ 1 ‘ 1
sin"z n — 1 \sin" 1z
Deci
2 1 ’
COSxda::ﬁ £ [— cos & dz =
sin? x n—1 sin 1y
1 cos x 1 il :
S . — - +8in z da =
n—1 sin®tlg n — 1) sin? g
1 cos 1 1
= . — i, : dz.
n—1 sinnlg n—1 ) sin" 2z
De aici deducem
1 dm=n-2 .1 dx——i—. cos & |
sin” 2 n—1 })sinn g n—1 sinnly
Notind, pentru n > 1,
Iﬂ_ = 7 | dx
} stz
relatia de mai sus devine, pentru n > 2,
n—2 1 cosz
In = ; Jir‘n-z oy L S
n—1 n—1 sinnly

ceea ce permite sd calculdm I, pentru n par si sd reducem calculul lui J, pentru n
impar la calculul lui

dz
e gl
sin &
I, va fi calculatd in paragraful urmitor (exemplul 3.3 (2)).
Vom avea
12:5 .12 dx:_ct')sm e,
sin“x sin a
7 iﬁdm_gh_iclosz_ﬁic.os.r_icosx e,
sin*z 3 3 sin’z 3 sin z 3 sin’z
1 1
Lk b __cosaac,
2 ) sin 2 2 sin“x
Ir‘:_:ilaAlcos a:=35 1 dz_icos ;c___icus z
4 4 sintz 8 ) sinz 8 sin’z 4 sinz

7) Si se calculeze Sl/ #* } «dz, unde funcfia

z—> /22 + «
se considerd definit¥ pe un interval I pe care 22 1+ o > 0; a # 0.
Avem
o Ry & «
2 d =\ ——dz = _——-d -——',d .
S'/H“ : Sl/$2+°¢ * Si/x2+'a x+Swﬂ+m &

Pentru a calcula integrala
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T

2
Va4«
vom aplica metoda integrarii prin- parti. Avem

Su—m-il . S we ([ FTa) A o) s Sl/mdm

Prin urmare s-a obfinut relatia

S;/x—e L ade=sla s _Sl/wxz+ 2 +8de

Ve

si deci

—_—— 1 — o 1

2 dz = —a|/ 2%+ -{——S————dx.

S[/m + adz - l/m [ 3 VT a

intrucit

S-—Lﬁ de=1In(z + /2% + «) L €,

Vat+ a

deducem

S [/x2+adx=%m|/xﬂ+a+—;iln(x+ V2 ) L e

8) 54 se calculeze S [/ a* = z*dz, a > 0, unde functia 2 —> |/ a® — 2°

este definitd pe un interval I ¢ (—a, a).

Avem

Lo 2 __ 2 2
Syazﬁ-xsz:S‘a——de:ﬂzS—l——_—.dﬂf —S—x,:da:

a? — gt V aE — b

Pentru a calcula integrala

2
€
——ds
A=
vom aplica metoda integrérii prin pirfi. Avem

2
’T‘Z;dx:‘— x(]/azﬂxﬂ)’d:rz——xyaz—xz-k I/d”—mzd.’l!.
l/az_ at

Prin urmare s-a ob{inut relatia

SV———aa —Hdr =z — A — S[/a——'z =Fda azs L

Vot — zt

sau ‘

o R 1 e — a? .z

Va*— a?dz=—z |/a* — a? + —arcsin — 4 €.
2 2 a
2.3. Exerci{ii. 84 se calculeze primitivele urmitoarelor functii:

1. flz) = In =z, z >0, 1
2. fla) = z In =z, z >0, Bl = i L B0
3. flz) = 11}’230, z >0, 6. flx) = «* In.», x > 0 unde o este un
4. flz) = z° In a, z>0 numir real oarceare,

7. fl2) = In"z, & > p n numdr natural, n > 2.
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8. f(z) = 2? Inz, z > 0. 9. flz) = a* (In )7, z >0,

unde « € R iar n este un numéir natural.
10. f(x) = = e¥, z e R. 12, f(z) = (a® — = + 1) e*, ze R,
11. flz) = (a® — 22 — 1) &%, z = R, 13. flz) = ame*, z < R,

unde n este un numdr natural si « = R.
14, {(z) = 22 sin 2, z < R. 16. f(z) = 2" sin axz, zeR
15, f(z) = (2* — 2+ 1) sin z, = = R. unde n este un numér naturdl iar « = R.
17. f(z) = e* sin z, z e R, 28, flx) = a®)/2* +1, zeR.

18. f(x) = e* sin 2z, z < R,

19. f(z) = e** sin B2, z=R; o, p = R.
20. f(z) = e** cos Bz, z=R; o, B =R
21. flz) = z e® sin z. z = R.

22, f(z) = e* (sin @ — cos z), z<=R.
28. f(z) = sina, reR.
24. f(z) = sin®z + 2 cos’z, z < R.
26. flz) = 2 sin‘z + 3 cos’z. =z R.
B0, Fo) =k, - e Lol
27. fla) = /22 1

29, flz) = 2/ 2 +1, z<=R.

80, f(z) = 2% 22 — &, gz (2, +00).
81. flz) = a®/2® — 4, z e (2, +).
32 flz) =1V9 — 22, =ze(—3,3).
33. fz) = 2%/9 — 22, z < (—3,3).

- z e R.

§ 3. PRIMA METODA DE SCHIMBARE DE VARIABILA

In multe exemple, functia & : 7 — R, pentru care ciutim o primitivi
(functia care vrem sd o ,integram®), poate {i pusi sub forma

1) (1) = f(e(1) - 9'(t) (V)t € I,
unde ¢ : I - J este o funciie derivabild, iar f:J — R.
Dacd functia f admite o primitivd F, adici F' = f, atunci,tinind seami
de regula de derivare a functiilor compuse, putem scrie
h(e) = F'(a(2) - 9'(t) = (Fog)'(1)
deci Foo este o primitivd a lui h.

Asadar, gisirea unei primitive a lui & s-a redus, in conditiile de mai sus,"

la gdsirea unei primitive a lui f, problemé care (adeseori) este mai simpld
decit gdsirea unei primitive a lui A. ‘

Se observd deci cd o primitivd a lui & se obtine compunind o primi-
tivd /7 a lui f cu functia ¢.

S& considerdm urmétorul exemplu:

(2) Wil) = (at + b (WiE R

unde @, b € R, a # 0, n numér natural > 1.

20

Tinind seamd cd derivata functiet

ety =at+b (Vte R

este egald cu constanta g,
Pt)=a (VIER
i luind =7
f [lz) = 2" (¥)z € R,
se' observdl din (2) cd h ar avea forma (1), dacd ar mai fi inmultitd cu
constanta a. Deci
ah(t) = (at + b)" - @ = f(e(t)) - ¢'(t)

adica

ht) = = f(o(1)) - ¢'(0)-

31. Teoremd (prima metodd de schimbare de variabild).

Fie 7, J intervale din R gi
e

funefii en proprietitile:
(o) ¢ derivabili pe I,
(B) f admite primitive (fie F' o primitivii a sa).

Atunci functia (fo¢) ¢’ admite primitive, iar
functia F o ¢ este o primitivi a lui (fo o) - ¢',
adicd

Sf(tp(l)) g fP,(’)dt = Fo [ -+ e

r Demonstrapie. Functia F fiind o primitiv a lui f, este derivabils pe J si
F' = f. Insi ¢ este derivabili pe I (ipoteza (), deci

gi Foq este derivabild pe 7
(Fog) (1) = F(p(t) - ¢'(t) = flo() : 9(t) (Wt E L

Asadar,
functia Fo ¢ este o primitivd a lui (fo o) - o'.

3.2. Observatie. Tinind seama de faptul ¢d orice functie continud admite
primitive (observatia 1.4. e)), putem aplica teorema precedentd, pentru lunc-
tiile f* continue. | '

3.3. Observatie. In prima metodd de schimbare de variabild distingem
urmittoarele date si etape: ;

a) Se di o functie 2 : I — R care are primitive (de exemplu o functie
conlinui); ' :
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i ;
b) Se cautd doud functii I —> J—> R astfel incit si putem scrie
h(t) = fle(t)) - ¢'(t) (W)t € {;
se spune ci p esle functia care schimbd variabila (¢ in variabila x).

¢) Se cauti 0 primitivd F a lui f, adica
Sf(a:)dx —Fie.

d) In aceste conditii o primitivi H a lui (fo )+ ¢’ se obtine din F prin
relatia

H="Fog,

adici

Sh(t)dt = Sf(cp(t)) ')t =Fog 4+ @
Uneori se substituie formal
@(t) prin z §i ¢'(t)d¢ prin dz
in
YCORAOT
§1 se gerie Legalitatea®
{1t - ¢t = {fizpa.

Aceastd egalilate® nu are sens, deoarece:
membrul sting reprezinti mulfimea primitivelor functiei (fo <p *@" (care sint

functii definite pe intervalul [),
iar

membrul drept reprezintd mulfimea primitivelor functiei f (care sint functii
definite pe intervalul J).
Cele doud multimi pot fi diferite

chiar in cazul cind [ = J si ¢ nu este functia identicd.

»Egalitatea“ mentionatd mai inainte este o preluare formald, fird sens, a
formulei de schimbare de variabili in integrala definitd:

S f(o(t) - '(t)dt —j f(z)

formuld care va fi demonstratf in capitolul II (teorema 4.1.2).

2(b)

3.4. Tabel de integrale nedefinite

@ : I — R derivabild cu derivata continui.
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| ortweteas = T e neN,
@™+(z)
2, S e z)e (z)de = ——— 4 @, ae RN\ {—1}, o) c (0, o).
a1
a®(*)
3 S a®?®)o’ (z) da = + e, acs RN\ {1},
Ina
& S PUE ot [ ala) o€ o(x) £ 0, (Ve 1.
¢(z)
3. S A n‘qﬂ.ﬂ;rx 4 €, ¢{m)%ia,(V}zEI,a¢0.
o*(z) — a2 : %2a olz) +a
6. S _F) 4 arc tg —— a) + e, a=0.
?(z) + a2 ‘a a
7 S sing(z) ¢’(z) dz = —cosp(z) + €,
8. S cosq(z) o'(x)da = sing(z) 4 €.
9. S 4= togln) pie (2] es{ k e_z} V) 2 e L.
co qv(a:) v
10. S - )dz——ctgcp(a:)—l-@ ole) & tkn |k Z), (V) z < L.
sinp(z
11. stg(q; z))g'(z)dz = —In | cos () | + €, cp(x)@{ ; keZ}(V)er.
12. S ctg(e(x))e’(x) dz =In [sing(z) |+ €, o¢(z)& {kn|keZ} (V)2 e 1.
13. S —tite . [q:(x) + VeH) + az] +e a0,
z‘w) + a?
14. S — D) gy o oo+ VR =B + ¢
‘ ‘(.c) — a?
@(f) C(—o0, —a)
a > 0{ sau
¢l4) < ia, »
15, S —de=ar‘c sinM+@, a0, el C(—a, ).
V a* — ¢*x) a
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3.5. Exemple care utilizeazd prima metodd
de schimbare de variabild-

1) S4 se calculeze S (at - b)* dt, unde

e, be R a#0,ne N, n3 1.
Am vizut la inceputul acestui paragraf ci functin aceasta poate fi pusi sub forma
L tee) - o) = L ar + o) - a,
[ i
unde
eft) = at + b, t = R, (¢ este derivabili)

fla) = an, x e R, ([ admite primitive)
O primitivi a lui £ este funciia
ani :
Flo) = ——— |, re R,
n—+1 .

devi, in baza teoremei 4.1 functia

A h)n+l
Fle(t)) —-% [ € R,
n

-este o primitiva a functiei

flolt)  9’'(t) = (at - b)t - q.
Asadar

ﬂ (at + bjndy — 0+ B

afn+ 1)

Pentra un caleul rapid se procedeazi astfel

S (at + b)rdr = Si (al + bt adl = 15 (at + b)+adt =
a a
! S _Mi} dy o Upt =R b
ﬁa‘[ n—+1 aln + 1)
2) Fie uw : I - R o functie cu proprietitile:
(o) u(t) # 0, (V) t € 1,
(B) u derivabild.
Se cere sd se calculeze
S UL
w(t)

bunciia u’ avind proprietatea lui Darboux (vezi Elemente de analizi matematica
cl.aiXI-a) si tinind seama cd nu se anuleaza mcdieri (ipoteza (o)), deducem cd u’ pastrea-
za semn constant pe /, deci

{ Sl w'(t) > 0 V) tel
san w'(t) << 0 A=
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Dacd w’ => 0, atunci w este strict crescitoare. insd w nu se anuleaza nicdieri (ipoteza
(e)), deci

sau wu(t) > 0 (V) te1
ssan w(t) < 0 (¥) te 1.
Printr-un rationament similar se ajunge la aceeasi concluzie si in cazul cind o’ < 0.
Luind fanctia

: 1
[z} = _:r_ ‘
definita pe (0, oo) daci u > 0, i j
sau |
definitd pe (—oo, 0) dacd w =< 0, rezulld ci |
’ N o i
LA R R T |

ult)

O primitivd a funcgiei f fiind Iunctia
Flz) = 1In | 2 |
rezultd, aplicind teorema 3.1,c¢d funclia

(Fou)(t) =1In |ufy | te

& ’
R sos W
este o primitivd a functiei —.  Agadar, :
: u . |

i) dt=1Inu-l €,
u(t) |

Pe scurt, se poate proceda astfel

S-%([:—)}dt :S(ln [w()!)dt=Inou 4 €.

sin 2z de

3) Sa se calculeze 5‘1_1_. sin?

Luim
I=R, J=[1,2]
§i f , !

ety Koy Za | |

definite prin I

def.
?(t) ==1 4 sin?%,

respectiv ‘ .

flay et L
b T

Atunci f este continud pe J, ¢ este derivabild, iar derivata sa

@’(t) =2 sin t cost = sin 2t 2

este continud pe 7. Deci sint indeplinite conditiile teoremei 3.1,
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SM 2 S L or(de = Sf(qo(znqa'(e)ds-
1 4 sin” ¢(t) '

Functia
Fio) 2, te1,2]

fiind o primitivd a lui f, rezultd (in baza teoremei 3.1) cd

S sin 2¢ d¢
= —ln
1 + sin%
4) Si se calculeze
(4¥

S sint

unde functia '
I
h(t) = —

sint
este consideratd pe un interval / C R astfel incit
' sin ¢ == 0 (it =1
(de exemplu I = (0, =)).

Funetiac considerata in acest exemplu nu pare, la prima vedere, a fi de forma

(foplp'
Pentru a o aduce In aceastit formd (sau la combinatie liniard de functii de aceasts
formdl, vom face unecle tpansformiri. De exemplu, seriind

1 {
o I A
ey ( + g ]

LUk 2qg 2 bt
2 )

R

2

sioohservind ¢a

obtinem

adiea funetia de sub integrali este de Lipul eonsideral in exemplul precedent, unde

i
ult) = tg —.
gQ
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Deci, in’ ba_za' exémplu!ui precedent,- avem

S 1 dt = In '-tgé}d,‘@.

sint

Se mai poate face si transformarea

1. BBE L Leme - -sin t 1 sin ¢ |
©sine  sinm .1 — costt (1 — cos t) (1 4 cos 1) =-E 1 — cost |
1 _‘.s‘int‘
Deci 13 1tcost’

S,_i_dtx-%s_degwl,

1 s
_S_.E'_I.L Al =

|
sin ¢ 1 — cost 2 )14 cost i
10 (1 — ¢ 4 g
=__S ( cos t) dr,-.i (1 + cos i) e
2 ‘41— cost . 2) 1+ cost
1 1 ; i
=—In|1 —cost| ——1In ('1—{—0051];:111_1 1—@1 +e= U
2. 2 2 1+ costl
‘l |
i 1 — cost|? St
] o e=In|tgt]| +e. |
1.1+ cost =+ ‘ g2‘|—|— ' ‘

5) Sa se calculeze integrala

' S V1T tgde,

unde functia de sub integrald este definiti pe intervalul l-— E, ?]l

™

Avem
. 14 tg%
14 tg2t dt = \———d¢
) S i Sl/ 1+ tg%
Punind
[_1, EJ i SR S
2 2
unde .
‘P(t) = tgt,
= irs

deducem ci

¢'(t) =1+ tg%

si deci
e ‘(¢) /
1 4 tg2r dt = S—-—-?-;_— dt = Sf(?(t)) ¢ (t)dt‘
| ) SV g Vi+e
fntrucit

S fla)de = Sw—ig dz = In

27

(z +VT+a) +e,













































































































































































































