Tema 1. Grafice de functii

Fie x : I — R o functie reala de un singur argument, definita pe un interval
I C R, si fie tg un punct fixat in /. Prin definitie, derivata in ty a functiei x este
limita raportului incrementar

2'(tp) = lim ar lim M,
At—0 At t—to t — tO

daca aceasta exista, gi reprezinta viteza instantanee de variatie a variabilei x in
raport cu variabila ¢, calculata la momentul .

Spunem ca functia x este derivabila pe I daca ea admite derivata finita in
orice punct ty € I, caz in care corespondenta ty — z’(to) defineste o noua functie,
2’ I — R, numita derivata functiei x.

!
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Az = x)y— w0
!
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Figura 1: Tangenta la grafic

81. Interpretarea geometrica a derivatei

In Figura 1 sunt considerate doud puncte, Mo (to, zo) si M(tu,xar), pe graficul
I' al unei functii © = z(t), t € I. Observam ca raportul incrementar Axz/At este
egal cu panta secantei M M,
; Ax  xp — 20
m = = —= —
M My gy At tM IR tO
Cand M tinde la M,, dreapta secanta MyM tinde, prin definitie, la tangenta
la grafic in M), aceasta inseamna ca panta mg a tangentei este data de limita
pantelor mpy,a cand t — £, adica
ry —xo . x(t) — z(ty)

A Az . /
mo = lim — = lim — = lim ————= = 2'(ty).
M—Mo, MeT At tu—to tyy —tg  t—=te L —1g
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In concluzie, graficul " al unei functii + = z(¢) admite tangenta intr-un
punct My(to,z9) € I' daca si numai daca functia x are derivata in ¢,. Panta
tangentei este egala valoarea derivatei in ty; daca aceasta este infinita tangenta
este verticala, altfel tagenta este dreapta de ecuatie

xr — I(to) = $/(t0)<t — to)

Figura 2: Tangenta la grafic

Exercitiul 1.1. In Figura 2 este desenat graficul unei functii derivabile
x =xz(t), t € R, si sunt trasate tangentele la grafic in punctele corespunzatoare
lui t; = 3 st to = 6. Folosind interpretarea geometrica a derivatei, estimati
valorile derivatei in aceste doua puncte. Verificati estimarile facute, stind ca
x = z(t) este o functie polinomiald de grad trei.

Rezolvare. Estimam pantele celor doua tangente si obtinem '(¢;) ~ —% si
2 (tg) ~ g Pentru verificare, observam ca in t = 1 si t = 5 tangentele la grafic
sunt orizontale, deci in aceste puncte derivata se anuleaza. Rezulta ca 2’ are
forma

2'(t) = a(t —1)(t — 5) = a(t® — 6t + 5)

si, prin urmare, functia z = x(t) are forma
t3
ﬂw:a<§—3ﬁ+w)+b
Din z(0) = 1 rezultd b = 1, iar din z(3) = 0 rezultd a = 5. Am obtinut

t—l ﬁ—3752 5t + 3
:z:()—3 3 +5t+3 .

1

iar derivata z'(t) = 5(t* — 6t + 5) are in punctele ¢, 5 exact valorile estimate.



Exercitiul 1.2. Sa se determine punctele A(a,z(a)) si B(b,z(b)), cu a < b,
de pe graficul functiei
v(t)=(t—-1)* teR

in care tangentele la grafic sunt perpendiculare intre ele iar punctul lor de intersectie
este situat pe axa Ox.

A(a, z(a)

Figura 3: z = (t — 1)?

Rezolvare. Pantele tangentelor prin A gi B sunt my = 2'(a) si mp = 2/(b),
iar aceste doua drepte sunt perpendiculare daca si numai daca mamp = —1.
Obtinem relatia

#'(a)z'(b)=—-1 & 4(a—1)(b—1)=—-1 & 4ab—4(a+b)+5=0.

Fie M (7, x(7)) un punct oarecare de pe grafic. Ecuatia tangentei la grafic in
M este
v — () = (7)(t — 1),

iar aceasta dreapta intersecteaza axa Oz in punctul punctul C'(0,+(7)), cu
y(r)=a(r) -1 (1) =(r—1)*-27(r— 1) =172
Tangentele prin A si B se intersecteaza pe Ox daca gi numai daca
v(a) =v(b) & a*=b & a=—b,

deoarece a # b. In sfarsit, relatia 4ab — 4(a + b) + 5 = 0 conduce la b* = 2 si

avem 1n final a = —\/75 sib= ‘/75

Exercitiul 1.3. Se da functia

1. 1++vV1—1¢2
x(t):§hlli_—m— \/1—t2, tE(O,l)



Aratati ca distanta dintre punctul curent pe grafic si punctul in care tangenta in
punctul curent intersecteaza axa verticala este constanta.

Rezolvare. Cu notatiile din exercitiul precedent, se arata, prin derivare,
ca lungimea segmentului determinat de punctele M (7, z(7)) si C(0,7v(7)) este
constanta. Graficul acestei functii este o tractrice.

§2.  Grafice de functii elementare

Prin functie elementara se intelege o functie definita pe un interval sau pe
o reuniune de intervale pentru care legea de corespondenta t — x(t) este data
de o expresie de calcul (una singura) in care intra un numar finit de operatii cu
functiile putere, exponentiale, trigonometrice si inversele acestora.

Domeniul maxim de definitie al unei functii elementare este multimea acelor
t € R pentru care poate fi calculata valoarea functiei.

Functiile elementare sunt continue pe intreg domeniul maxim de definitie, dar
nu si neaparat derivabile.

Derivabilitatea unei functii elementare se studiaza calculand mai intai derivata
formala, obtinuta prin aplicarea regulilor de derivare. In punctele in care derivata
formala este bine definita functia este derivabila, in celelalte derivabilitatea tre-
buie studita cu definitia derivatei, adica prin trecere la limita in raportul incre-
mentar.

Pentru reprezenarea grafica a unei functii elementare, atat timp cat nu se
cere In mod expres stabilirea convexitatii functiei, studiul primei derivate este
suficient.

Observatie. Monotonia functiei rezulta din semnul derivatei intai si se sta-
bileste pe fiecare interval din domeniul sau de definitie. De exemplu, functia

o) =+

are derivata,

1

$l<t) = —ﬁ,

strict negativa pe intregul domeniu D, = R\ {0}, fara sa fie descrescatoare
pe Dpax, deorece, de exemplu, z(—1) < z(+1). In schimb, functia este strict
descrescatoare pe fiecare din cele doua intervale care compun domeniul maxim
de definitie, (—00,0) si (0, +00).

Exercitiul 2.1. Sa se reprezinte grafic functia
x(t) = V13 — 3t2, t € Dy,

unde Dp.x C R este domeniul sau maxim de definitie.
Rezolvare. Avem D,.. = R, z(0) = 0, functia se mai anuleaza in t = 3.
Limtele functiei in capetele intervalului de definitie sunt

lim v/ — 3t2 = +o0, tlim Vi3 — 3t2 = —o0.
——0c0

t—-+o0
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Dreapta x = mt + n este asimptota oblica pentru ¢ — 400, cu

. V= 3t2
m= lim —— =

t—+o00 t

1

3 — 3t* — ¢
n= lim (V3 —3t2 —t) = - _
t—>+°°( ) (83 — 3t2)2 + t/t3 — 3t2 + 12
Se observa ca x =t — 1 este asimptota si pentru ¢t — —o0.
Derivam:

oBr—-6t t(t—2) t—2
3B =322 Yt -3  {/t{t—3)?

Derivata formala z’ nu este definita in ¢y = 0 i t; = 3, aici vom aplica definitia
derivatei calculand limita raportului incrementar cu regula lui ’'Hopital. Int; = 3
avem

z(t)—x(3) .. () 1

/ . — e
v =ln—— T = o

deci functia nu este derivabila in acest punct dar are derivata infinita, graficul
are un punct cu tangenta verticala crescatoare.
In tg = 0 calculam derivatele laterale

z'(t)

ey +OO’

, L x(t)—a:’(O)_, x’(t)_—_2_
7(0) = i ——=—— = lm—= = 5= =+,
si
B x(t) —z(0) '(t) -2
7(0) =lm——— =lm == = g7 =~

deci nici in acest punct functia nu este derivabila, nu are nici derivata, are derivate
laterale infinite gi de semn contrar, graficul are un punct de intoarcere.

Derivata se anuleaza in t = 2, semnul derivatei este dat de semnul raportului
%, deci minus intre 0 gi 2, in rest plus.

Observam ca limitele din derivata,

lim 2'(t) = lim -2 1
00 " totoo 3/t(t — 3)? B
si
t—2

li ") = lim ——— =1
Jm )= = = b
sunt egale cu panta m = 1 a asimptotei, asa cu era de asteptat.
Nu se cere in mod explicit studiul convexitatii functiei, deci nu calculam
derivata a doua.
Avem urmatorul tabel de variatie

t || —o0 010
x| +1 40 | —00 —

2
+ 0 +
x || —oo Ve 00 N, —vV4 S 010 a +00




Figura 4: x = v/t3 — 3t2

Graficul este reprezentat in Figura 4 si a fost trasat (punct cu punct) cu softul
matematic Scilab, varianta gratuitd a Matlab-uluil.

Observatie. Limitele derivatei calculate in capetele intervalelor care com-
pun domeniul sau de definitie sunt foarte utile in stabilirea semnului derivatei,
deoarece aceasta are proprietatea lui Darboux si, prin urmare, pe intervalele in
care nu se anuleaza are semn constant.

Exercitiul 2.2. Studiati si reprezentati grafic urmatoarele functii elementare,
considerate pe domeniile lor maxime de definitie:

t3
@) #(t) =
t3
b) x(t) = arctg o
t3

lvezi https://www.scilab.org/



Exercitiul 2.3. In Figura 5 a fost trasat (cu Geogebra®) graficul functiei

2t
x(t) = arcsin ——, t € D0 C R.
Q 2+1
Studiati functia 1 determinati marimea unghiului dintre tangentele laterale in

cele doua puncte unghiulare, A(—1,—7%) si B(1,73).

2t
241

Figura 5: x = arcsin

2vezi https://www.geogebra.org/graphing



