Tema 2. Exercitii de derivare

§1. Functii elementare

Functiile definite prin expresii finite de calcul, adica functiile elementare, se de-
riveaza prin reguli de calcul binecunoscute. Pentru exersarea acestora, se pot
utiliza diverse programe de calcul simbolic, unele chiar online.

Dintre regulile de derivare amintim una mai putin cunoscuta:

!/ —
(u”) = u’v Inu + vu’
care se justifica astfel: avem, prin definitie,

v
uv _ elnu — e'ulnu’

prin urmare

/
(u’) = (e”ln“)/ =™ (vInu) = u (v’ Inu+ vl) :
u

Exercitiul 1.1. Reprezentati grafic functia x(t) = ti, te (0, +00).
Rezolvare. Domeniul de definitie este D = (0, +00). Scriem functia sub
forma

si calculam limitele

lim z(t) =e’ =1, lim 2(t) =e > = 0.
t—+o00 t—0+

lvezi, de exemplu, https://www.symbolab.com/solver/derivative-calculator



Derivata
Int

Int)’ mtl Int
- n — 1 —1n
Z(t)=et (_t ) —e t =

se anuleaza in t = e gi are limitele

lim 2/(¢t) =1-0=0, lim 2'(t) =0 (verificati!)

t—+o00 t—0+

Obtinem urmatorul tabel de variatie:

t W\ [0 ¢ +oo
2\ | 0 + 0 - 0
z [ W\ | 0 / e N\ 1

Exercitiul 1.2. Reprezentati grafic functia x(t) = tlt, t € (0,400).
Rezolvare.

Q| = oo

§2. Serii de puteri
Functiile definite prin serii de puteri se deriveaza termen cu termen pe interiorul
intervalului de convergenta. Mai precis: daca seria de puteri

x(t) = ag + ait + agt® + aszt® + - -

are raza de convergenta nenula

1
= > 0,

a lim sup,, {/|ax|

atunci pe intervalul (—p, p) functia x este indefinit derivabila gi prima sa derivata
este

7' (t) = ay + 2a9t + 3ast® + 4agt® + - -



Exercitiul 2.1. Sa se determine domeniul mazim pe care este definita functia

=1- o P CD 1)
€T — _ _ e - e
3.1 5.2 7.3 2n+1)-nl

§t sa se arate ca aceasta este o solulie a ecuatier diferentiale

tr” + (1 + %)z’ +tx = 0. (2)

Rezolvare. Notand t? = s, seria de puteri (1) devine

LA s2 8 ey (—1)"s™ N
3.1 5.21 7.3 2n+1)-nl

iar aceasta are raza de convergenta

. an . 2n+3)(n+1)!
p = lim = lim = +o00,
W apnl o @nt Dnl
deci multimea de convergenta a seriei initiale este R.
Calculam derivatele
) 2t N 4¢3 6t° - (—1)"2nt*"! N
3.1 5.2 7.3l (2n+1)-n!
1-2  3-42 5.6t —1)"(2n — 1) - 2nt?"2
gy L2 B 5eet L (1)en 1)
3.1 5.2! 73! (2n+1)-n!

Efectuam amplificarile necesare pentru a obtine membrul stang al ecuatiei
(2) i aliniem dupa >+

2t = + 2t — 2t3 + 2t5 — 2t7 +...+M_

-0l 3.1 5.20 7.3 (2n +1) - n!
) 4t st3 1265 1617 (—=1)" - 4(n + 1) !

27’ = — + - + — =
3.1 5.20 7.3 9.4 (2n+3) - (n+1)!

o2 ,:+0~ G N 8 121" +m+(—1)".4nt2”+1_
-0l 3.1 5.20 7.3 (2n +1) - n!

= 102t 348 5600 (1) (24 1) (204 2)
3.1 5.20 7.3 (2n+3) - (n+1)!

Adunam cele patru egalitati de mai sus si obtinem
otr +2(1+tH2’ +ta" =0-t+0-t+---+0- 2" ...
intr—adevér, pentru orice n, termenul care il contine pe t**! in suma este

(—1)mg?ntl 2 A+l dn (2n+1)(2n+2)
n! 2n+1 (2n+3)(n+1) 2n+1 (2n+3)(n+1)

=0.

Exercitiul 2.2. Sa se precizeze domeniile de definitie ale urmatoarelor
functii si sa se arate ca ele sunt solutii pentru ecuatiile diferentiale indicate.
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te" — (t —3)z" — 22 =0;
;n+2n'7 x ( )x ‘/L‘ )
0

3

n2n

n=

— V2" "
b) x(t):z ' COS%T, " — 22" + 22 =0.
n=0

n.

§3. Integrale cu parametri

Functiile definite prin integrale cu parametri se deriveaza cu formula

b(t) b(t)
%/a(t) f(t,s)ds = /W) %f(t, s)ds + f(t,b(t))%b(t) — f(t,a(t))%a(t), (3)

valabila numai daca functiile a, b si f satisfac conditiile de regularitate necesare.
In cazul in care integrantul f nu depinde de parametrul ¢, formula de mai sus
devine

d [t d d

— ds = f(b(t))—=b(t) — t))—alt 4

i L, s = F00) G0 — flate) gatt) 0
iar aceasta se stabileste foarte ugor: pentru orice primitiva F' a lui f avem

d b(t) d
dt f( Jds = = (F(b(t)) = F(a(t))) =

d d d d

S0(E) = F'(a(t) a(t) = F(1) b(0) — fla(t)) Zalb)

In cazul in care limitele de integrare sunt constante, formula (3) capata forma

%/a f(t75)d52/a % (t,s)ds, (5)

adica, In acest caz (si numai in acest caz), derivarea comuta cu integrarea.
Exercitiul 3.1. Sa se studieze comportarea functiei

=[S (©

e+ s

pe intervalul [0, +00).

Rezolvare. Deoarece in (6) integrantul f(s) = - + este functie continua iar
limitele integralei sunt functii de clasa C1, rezulta ca si  este de clasa C! pe
[0, +00), cu z(0) = 0.

Integrand de la t la 2t inegalitatile evidente

1 1

S_
eSS+ s e’

0<
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pentru orice s > 0, obtinem

*ds 11
0<z(t) < — = — — —; — 0 pentru { — 400
;. e° e e
si deci z(+00) = 0.
Calculam derivata 2’ cu formula (4). Avem

1 (21) — 1 1y = 2 1 e'(2 —et)
e?t 4+ 2t et +1 et +2t e+t (e 4 2t)(et + 1)

2 (t) =

de unde rezulta ca 2/(t) > 0 pentru t € [0,In2), 2/(In2) = 0 si 2/(t) < 0
pentru ¢t € (In2,400). In concluzie, pe intervalul [0,In2) functia f este strict
crescatoare de la f(0) = 0 la o valoare maxima vy = f(In2) dupa care, pe
intervalul (In2,+00), descreste strict catre 0 pentru ¢ — +oo. Panta tangentei
in origine este 2'(0) = 1.

In2 1 t

Exercitiul 3.2. Fie f: I — R o functie continua pe intervalul I C R si fie

t
x(t) = / sin(t — s) f(s)ds, Vt € I. (7)
0
Sa se wverifice ca x = xz(t) este o solutie definita pe intervalul I a ecuatiei
diferentiale
" +x = f(t).

Rezolvare. Derivam inegrala (7) cu formula (3):

() = /0 %(Sin(t—s) f(s)) ds + sin(t — t) f()t — sin(t — 0)f(0)0 =

= /0 cos(t — s)f(s)ds +sin0f(t) - 1 —sintf(0)-0 = /0 cos(t — s) f(s)ds.
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Calculam derivata secunda:

2" (t) = /o % (cos(t — s)f(s)) ds + cos(t — t) f(t)t' — cos(t — 0) f(0)0 =

= —/0 sin(t — s) f(s)ds + cosOf(t) - 1 — costf(0) -0 = —z(t) + f(t).

Exercitiul 3.3. Sd se verifice ca functia x = x(t) data de integrala
x(t) :/ cos(tsin s)ds, Vt € R, (8)
0

este o solutie definita pe intreaga axa reala a ecuatiei diferentiale

ta”" + 2" +tx = 0.

Rezolvare. Aplicam formula de derivare (5). Avem

2 (t) :/ 2cos(tsins)ds: —/ sin(¢sin s) sin s ds
o Ot 0

2(t) = — / cos(t sin s) sin” s ds.
0
Obtinem, pentru orice t,

ta" (t) + 2/ (t) + tz(t) = /07r [t cos(tsins)(1 — sin® s) — sin(¢ sin s) sin s| ds =

= / [t cos(t sin s) cos® s — sin(tsin s) sin s| ds =
0

-

s=0

Js
Exercitiul 3.4. Sa se demonstreze ca urmatoarele functii

a) z(t) =t [ cos(tcoss)sin® s ds,

= / ——[sin(¢sin s) cos s] ds = sin(t sin s) cos s
0

b) x(t) = [, cos(ns — tsins)ds,
cun € N*, sunt solutii pentru ecuatia lui Bessel:

t* 2"+t + (t* — n®)z = 0.

Rezolvare. Se procedeaza ca in exercitiul precedent, in final se obtine ca
membrul stang al ecuatiei este egal, in cazul a, cu

S=T

™0
¢t / — [sin(tcos s) sin®*! s] ds = ¢"*" sin(t cos s) sin®* ' s 0
0 S s=0
si, in cazul b, cu
™ a S=T
- / 55 [sin(ns —tsins)(n+tcoss)] ds = —sin(ns —tsin s)(n+tcoss) = 0.
0 S s=0



§4. Clase de functii

Fie I C R un interval deschis. Spunem ca functia x : I C R — R este de clasa
C° pe I daci este continud pe I, caz in care scriem x € C°(I,R).

Spunem ca functia z este de clasa C™ pe I, cu n € N*, i scriem z € C"(I,R),
daca z este (cel putin) de n ori derivabila si derivata de ordin n, (™, este continus
pe I. O functie derivabila de oricate ori se numeste functie indefinit derivabila
si clasa lor se noteaza cu C*°(I,R).

In sfarsit, o functie reald z : I € R — R se numeste analiticd in ty € I dacg
exista o serie de puteri cu raza de convergenta p, > 0 astfel incat

2(t) =Y an(t —to)", VteT cult—to| < po.
n=0

In acest caz z = x(t) este indefinit derivabild pe I N (ty — po, to + po) i

Ap = I
n:

pentru orice n. O functie se numeste analitica pe I daca este analitica in orice
punct ¢y € I. Clasa functiilor analitice pe I va fi notata cu C*(I,R).

Exercitiul 4.1. Dati un exemplu de functie x : R — R care are un punct de
discontinuitate de speta a doua.
Rezolvare. Un punct ¢ty € I in care functia = este discontinua se numegte

punct de discontinuitate de seta intar daca exista ambele limite laterale li/m x(t)
t to

si th\r‘? x(t), finite sau nu, altfel se numeste punct de discontinuitate de speta a
0
doua.

De exemplu, functia

int ¢t>0
() = sin 5,
0, t<0

are in to = 0 o discontinuitate de speta a doua, deoarece A li\m x(t) (justificati).
t\/to

Exercitiul 4.2. Notam cu D(I,R) multimea functiilor derivabile pe I. Aratati
ca incluziunile

C°(I,R) c D(I,R) c C*(I,R)
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sunt stricte.
Rezolvare. Fie z € D(I,R) si tg € I fixat arbitrar. Trecand la limita in
egalitatea

z(t) = x(ty) +
obtinem

lim z(t) = z(ty) + o' (to) (to — to) = x(to) + finit - 0 = x(tp),

—to

deci x este continua in ty3. Rezulta ca este continua pe I, si astfel am aratat ca
prima incluziune are loc. Aceasta este stricta, functia modul z(t) = |t — t] fiind
un exemplu imediat de functie continua pe I si nederivabila in t.

Functia x(t) = |t — o] are totusi derivate laterale in ¢y, sa dam si un exemplu
cand macar una din derivatele laterale nu exista. Functia

£(t) = tsing, te (04 o00),
0, t € (—00,0]

este evident continua pe I = R iar derivata sa formala, calculata pe cele doua
intervale deschise, este

() = sint —1cosy, te(0+00)
0, t € (—o0,0).

Observam ca nu exista limita din derivata cand ¢ \, 0

1 1 1
t{%x() 1tl\r%(smt tCOSt) A,
(justificare: sirul a/(-=) = sinnm — nwcosnm = —(—1)"m nu are limita), dar

aceasta nu Insemna ca functia nu este derivabila in ¢y = 0, dupa cum vom vedea
in exemplul urmator. In ¢y = 0 calculam derivatele laterale cu definitia. Avem

, L x(t)—x(())_. 0—-0
xS(O)_P/I‘% e
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si
oy e @) —a(0) o tsing =0 1
a0) =l == Slm T S lmsing =4,

deci x = x(t) nu este derivabila in t, = 0.
In sfarsit, incluziunea

D(I,R) c CY(I,R)

fiind evidenta, vom arata ca ea este stricta cu urmatorul exemplu de functie
derivabila pe intreaga axa reala dar cu derivata discontinua:

o(t) = t?sint, te€(0+o0),
0, t € (—00,0]

Analog exemplului precedent, functia este derivabila pe (—oo,0) U (0, +00)
avand derivata formala bine definita pe aceste doua intervale

() = 2tsint —cost, te€ (04 00)
O, te (—O0,0),

x(t) — x(0) . 0-0

SO T T Mo
s
t) — (0 tsing —0 1
x(0) = hmM —lim "t " —limtsin. =0 marginit = 0,
N0t =0 t™NO t—0 N0 t

prin urmare functia x = z(t) este derivabila i in t, = 0, avand 2/(0) = 0.
Derivata x’ este definita pe R dar este discontinua in ¢y = 0, unde are o discon-
tinuitate de speta a doua, deoarece nu exista limita laterala

1 1
. Vi T . - o) o _
K%x (t) = 11\1;% (2¢sin , — cos t) 0— A=A
z(t) =0 t




Exercitiul 4.3. Aratati ca derivata unei functii x € D(I,R) nu poate avea
discontinuitali de speta intas.

Rezolvare. Se arata ca daca intr-un punct ty € [ derivata are limite la-
terale, atunci la calculul limitelor raportului incrementar se poate aplica regula
lui 'Hopital si astfel se obtine ca derivatele laterale in t5 sunt egale cu limitele
laterale ale derivatei. Functia z = x(¢) fiind presupusa derivabila in ¢y, rezulta ca
limitele laterale ale derivatei sunt egale cu valoarea ei in ¢y, prin urmare derivata
este continua in tg.

Exercitiul 4.4. Fie x = z(t) o functie continua pe I gi derivabila pe I'\{to}.

Aratati ca, daca derivata are limita finita cand t — to, adica

lim 2/(t) = ¢, € R,

t—to

atunci functia este derivabila si in toy, cu x'(ty) = €.
Rezolvare. Se aplica regula lui I'Hopital in definitia lui /().

Exercitiul 4.5. Ardtati ca incluziunea
CY(I,R) Cc C*(1,R)

este stricta.
Rezolvare. Se poate folosi urmatorul exemplu de functie indefinit derivabila
pe R dar care nu este analitica in ¢y = 0:

2
0, t=0.

Trebuie aratat ca (™ (0) = 0, pentru orice n € N*.
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