Tema 6. E. Riccati si E.D.E.

§1. Ecuatii Riccati

Ecuatia
2’ = a(t)xr + b(t)z® + c(t) (Ec. Riccati)

cub # 0sic # 0, poate fi rezolvata prin cuadraturi daca se cunoagte o solutie
particulara z = (t), caz in care substitutia

1
= o(t) + =
T 90()+Z

o transforma intr-o ecuatie liniara in functia necunoscuta z = z(¢). Intr-adevar,

avem
/ / Z/
iar ecuatia devine
, 2 1 9 1 1
#(0)~ 5 =alt) (w0)+ 2 ) +50) (0 + 2007 + 5 ) + el

de unde, tinand cont ca ¢'(t) = a(t)p(t) + b(t)p*(t) + c(t), deoarece x = p(t)
este solutie, obtinem mai departe ecuatia

Z,

2=t} 2000} 400 %

z

echivalenta cu ecuatia liniara
o= (a(t) + 2b(t)gp(t)) 2 b(1).

Exercitiul 1.1. Integra{i urmatoarele ecuatic Riccati, tinand cont ca acestea
admit o solutie particulara x = ¢(t) de forma indicata.

a) ' :x2+%x—9t2, o(t) =3t Solutie : x = 3t + #;
b) o’ = a® + wetgt —sin®t, p(t) = sint r = sint + goatis;
c) t*x' +t?2% +tx — 4 =0, gp(t):% T = %+Ct§_t§
d) to' =22 — 2t + e +t>+2t, p(t) =at +b x:t—i—#?;
e) ' == +1*+1, p(t) =at+b x:t+Wis2ds;

1 .. _ 24C .
+ 2 T = 5oy

[) @' +a2?) = 20x—1) =0, ¢(t) =4 r =

=+



§2. Ecuatii cu diferentiala exacta

O ecuatie diferentiala scrisa sub forma simetrica
g(t,x)dt + h(t,x)dz =0 (*)

este cu diferentiala exacta daca exista F astfel incat dF = g(¢, z)dt + h(t, x)dz,
ceea ce Insemna ca

oF

ot (*%)
oF

Fr h(t,x),

caz 1n care solutia generala a ecuatiei este data de relatia
F(t,z) = c,

cu ¢ o constanta oarecare.
Daca functiile implicate sunt elementare, indefinit derivabile pe domenii sim-
ple conexe, are loc echivalenta

. _ dg  0Oh o
IF a. 1. dF =g(t,z)dt + h(t,z)dz < 5" Bt ()

si avem astfel un criteriu de a decide daca ecuatia (*) este sau nu cu diferentiala
exacta.

Exercitiul 2.1. Integrali ecuatia
(t* + 2% + 2t)dt + 2tzdr = 0.

Rezolvare. Verificam daca este indeplinita conditia (***). Derivatele partiale

%(t + a2 +2t) =2z si a(th)-Qa:

sunt egale, deci ecuatia este cu diferentiala exacta.
Cautam o functie I’ astfel incat

OF

— =424 2
5 + a2+
oF

— = otx.

or *

Din prima relatie obtinem forma functiei F'
3

t
F(t,x) = /(t2 + 2% + 2t)dt = 3+ to? +t* + c(x),

pe care o verificam in a doua relatie

d [t
7 (g +tz® + 2 + c(z)) = 2tx & 2tx + d(z) =2tz & () = 0 & c(z) = c.
T



Alegem ¢y = 0 si obtinem F(t,x) = % +tx? + 12, deci solutia generald a ecuatiei
diferentiale considerate este

t3
g—l—th—I—tQ:c.

Verificare. Solutia generala poate fi explicitata sub forma z = z(t), cu

c 12
t)y=H4/-—t— =
z(t) t 3’

deci vom scrie ecuatia data tot pentru x ca functie de t

dx 2+ a2+ 2t

dat 2tx

Alegem, de exemplu, varianta cu semnul +, calculam membrul stang

o= ((-8)) 35 (6 3)

si membrul drept

12+ 2%+ 2t 1 1
—%:—5 (t+¥x2+2> l =

1

1 c t c 2\ 2

= (t+=-—1—-42)(-—-t—=) =
(115 ><t ;)
S +1+2t (L B
2 3 t 3 ’

si obtinem acelasi rezultat.

Exercitiul 2.2. Integrati urmatoarele ecuatii.

a) (2 +ta?)dt + (t*z + 2*)dz = 0, Solutie : t* + 2?2 + 2* = C;;
b) Ldt + 5t dw = 0, Ltz =C,
¢) 3t3(1 + Inz)dt + (L — 22)dx = 0, B+thnr —2*=C,
d) (3t* + 6tz?)dt + (6t*x + 42*)dz = 0, 3+ 3222 4+ 2t = C
e) (t* — 3ta® + 2)dt — (3t*x — 2*)dx =0, ﬁ S22+ 2t + L = C
f) e — 245y = L+t-2=0;

+ 4 At (s + 3 — w)de =0, VI 422 + In(tr) + g C;

9) (e

Exercitiul 2.3. Rezolvati urmatoarele probleme Cauchy.

a) (txﬁm dt + pede =0, z(1) =0, Solupie: Inz +¢) = 355;



b) (t+ex)dt+ (1 — L)erdr =0, 2(0) =2, £ 4 per =2

Observatie. In exercitiul precedent, daca amplificam ecuatia de la punctul
a) cu factorul (z + t)? obtinem ecuatia

(t +2z)dt + xdx =0,

care nu mai este cu diferentiala exacta. Reciproc, daca o amplificam pe aceasta

cu p(t,z) = @ +t ——=, obtinem o ecuatie cu diferentiala exacta.

Se poate arata c&, in cazul coeficientilor de clasd C*, pentru orice ecuatie
g(t,x)dt + h(t,z)dx =0

exista un factorul integrant p = p(t,x) care sa o transforme, prin amplificare,
intr-o ecuatie cu diferentiala exacta, numai ca acest factor inegrant poate fi aflat
prin cuadraturi doar in cazuri speciale.

Pentru ecuatia amplificata pgdt + phdx = 0, conditia (***)

aa (pg) = aat(ph)

conduce la ecuatia cu derivate partiale de ordinul intai

dp dg dp oh
Yoe T Por = "or T Par

numita ecuafia factorului integrant, cu functia necunoscuta p = p(t¢, ).
S& vedem in ce conditil ecuatia factorului integrant admite, de exemplu,
solutii particulare de forma p = p(t). In acest caz ecuatia devine

dg dp oh
2 =nF
Por ~"ar TPt

Ldp _1 (05 oh
pdt h oxr Ot

conduce la urmatorul criteriu: ecuatia gdt + hdr = 0 admite un factor integrant
de forma p = p(t) daca gi numai daca expresia

dg Oh
ox Ot
depinde numai de variabila ¢, caz in care factorul integrant satisface o ecuatie

diferentiala cu variabile separabile.
Analog, ecuatia gdt + hdx = 0 admite un factor integrant de forma p = p(x)

daca gi numai daca expresia
dg Oh
Jxr Ot

Exercitiul 2.4. Rezolvati ecuatia

care pusa sub forma

depinde numai de variabila x.

2txdt + (z° — 3t*)dz = 0

4



prin metoda factorului integrant.
Rezolvare. Avem g = 2tx, h = 2% — 3t?

dg Oh 1 dg Oh —4t 2
Jxr Ot

99 T _9p 6t =4t ===
ox Ot " g 2tx x

cautam agadar un factor integrant de forma p = p(z).
Pentru ecuatia amplificata

2tz p(x)dt + (z° — 3t*)p(x)dw = 0
conditia (***) devine
2tp(x) 4 2tzp'(x) = —6tp(x) < xp'(z) = —4p(z).
Am gasit ecuatia cu variabile separabile

do_ Ao fdp__, [dr

dr  «x p x

de unde deducem c& p(z) = 2 este un factor integrant. Amplificim si rezolvdm
ecuatia cu diferentiala exacta

ot 1 2
X

4

obtinem primitiva
F(t.2) 21
y ) = —F3 — —
3 x
si solutia ecuatiei initiale, sub forma implicita, t? — 22 — cz® = 0.

Exercitiul 2.5. Rezolvati ecuatiile urmatoare stiind ca admit un factor in-
tegrant de forma indicata.

a) (£ + x)dt —tde =0, p=p(t), Solutie: t —% = C;,
b) x(1+tx)dt —tde =0, p = p(x), 42 =C;
c) tz?dt + (t*z — t)dz = 0, p = p(tx), vt —Inx = C;



