Tema 7. Metoda parametrului

§1. Ecuatii Lagrange
O ecuatie de forma
x = tp(a') + ¢ (@) (1)
cu ¢ si ¢ de clasa O gi (') # 2/, se rezolva astfel: derivam
x/ — (p(.’L‘/) _|_ t(pl(m/) x// _'_ w/(x/> .,L_//

< dp
notam x’ = p, avem z” =

0 S obtinem ecuatia

p—e0) = (1¢'(0) + ¥/ (p))

pe care o trecem la ecuatia functiei inverse

at — ¢'(p) V' (p)
dp _p—so(p)Hp—sO(p)’

t

care este o ecuatie liniara in necunoscuta ¢t = t(p). Dupa ce aflam solutia ei
generala sub forma

t=46(p,c),

obtinem solutiile (1) sub forma parametrica:

{ t=46(p,c)
z =6(p,c)e(p) +¢¥(p), peR.

Exercitiul 1.1. Integrati ecuatia Lagrange

L
r=t—+ —.
2 o
. v . o . _d
Rezolvare. Derivam i notam 2’ = p, cu 2" = %,
2" 22" p dp 2 a1 4
R I S IO
T + 2 12 2 dt 2 dp p 3

Avem de integrat o ecuatie liniara cu

:——>/ p)dp = / —Inp — e WP — r —
b(p :——%/ ap)dp gy — 4 /—dp—

4
:p(C+ 5—]95),

Obtinem

si, in final, solutia ecuatiei initiale data de parametrizarea

tzp(C’—i—%)
x:(C'—i—E)%)p;—i-%,p#O.



Exercitiul 1.1. Integrati urmatoarele ecuatii Lagrange.

a) r = 2z — 42" Solutie : t = 1%—#3})2, T = —%—1—2})3
b) = (1+a)t+2a" t=Ce™®—-2p+2, v ="---
¢) =2t +V1+ 27 t:g}z(C—p\/ﬁpQ%—ln(p—l—\/?p?),w:---
d) = —ta' + 2" t:%ﬁ<c+§p\/ﬁ>x:...

2

e) x =2t — 2 t:}%+§p7x:%+l’§

f) t'(z’ +2)—2=0 r=E2VCt+C; 2= —t
g) 22’ — 2 =Ina’ tz#(C%—p),x:--.
h) za' =2tz +1 t=%5(C+1Inp), ="

p

§2. Ecuatii Clairaut
Ecuatia
x = ta' +(2)) (2)

se rezolva tot prin derivare:
=2+t + ()" — 2 (t+ Y (2]) = 0.

Daca produsul a doua functii continue este identic egal cu zero pe un interval,
atunci pe subintervale cel putin una dintre ele este nula, obtinem pentru ecuatia
noastra doua cazuri:

Cazul I, 2" = 0. Rezulta 2’ = C, constant, si din (2) obtinem solutia generala
sub forma familiei de drepte

z=Ct+(C), CeR. (3)

Cazul II, t + ¢'(2') = 0. Notam 2’ = p si obtinem solutia singulara data de
ecuatiile parametrice

v =—p'(p) +¢¥(p), peR

Exercitiul 2.1. Ardtafi ca orice tangenta la curba data de solutia singulara
a unet ecualit Clairaut face parte din familia de drepte data de solutia generala.

Rezolvare. Tangenta in punctul M (t(p), z(p)) de pe o curba neteda I' data
de parametrizarea

t=1t(p)
x=uxz(p), pel CR.

este dreapta de ecuatie




unde cu ’ este notata derivata in raport cu parametrul p. In cazul curbei (4)

avem z'(p) _ —'(p) — p¥"(p) +¢'(p) =
v(p) —@)

iar ecuatia tangentei devine

x4+ pY'(p) — ¥(p) = p(t +¢'(p)),

adica
x = pt +¥(p),
asa cum trebuia aratat.

Observatie. Mai sus am demonstrat ca infasuratoarea familiei de drepte (3)
este curba (4).

Exercitiul 2.2. Integrafi urmatoarele ecuatii Clairaut.

a) r=1tr' —Inx', Solutie: x=tC —InC, x =1+ Int;
b)x:tx’—I—x%, x:tC’—i—%, 423 = 27t%;
¢) 22 (z —tz) = 1, 2C%(x — tC) = 1, 83 = 27t
d)ifztl‘”r\/i?, x:t0+ﬁ, 75 415 = 1;
e) te'? —za' —1=0, tC? —2C —1=0, 22 +4t = 0;
f) 2 =3(ta’ — z), C3 = 3(tC — z), 92? = 4t3;



§3. Metoda parametrului pentru = = f(¢,2)

Ecuatiile Lagrage si Clairout sunt ecuatii deiferentiale de ordinul intai explicitate
in raport cu functia necunoscuta, adica au forma

r = f(t,a).

Metoda paramerizarii utilizata mai sus poate fi aplicata si acestui caz general,
dar ecuatia obtinuta nu mai este, de regula, rezolvabila prin cuadraturi. Mai
precis, derivand si notand x’ = p, obtinem ecuatia

I ) P _of of . \dp
r = 825(lf,fc)+ ap(t,:v)x - p= 825(15,10)+ ap(t,p)dt-

Daca rezolvam ultima ecuatie sub forma p = (¢, C') atunci solutia ecuatiei
initiale este x = f(t,¢(t,C)), iar daca o rezolvam sub forma t = 6(p, C') atunci
pentru ecuatia initiala avem solutia data parametric

t=20(p,C)

Exercitiul 3.1. Integrati ecuatia

Rezolvare. Derivam si notam 2’ = p

2 / ! 2 ! d
r=2a"e" =2 =22'1"e" + 27" 2" — 1= (2e —I—pep)—p

dt

Am ajuns la o ecuatie cu variabile separabile pe care o integram
/dt: /(26p+pep)dp—>t:ep+pep+c

si, in final, obtinem solutia sub forma

t=eP +pef +c
x = p*eP, peR.

§4. Metoda parametrului pentru ¢t = f(z, ')

O ecuatie explicitata in raport cu argumentul ¢, adica o ecuatie de forma

t=f(z,2)
poate fi abordata tot prin derivare in raport cu ¢:
of of
t — , / _> 1 — 4 ’ / / —J ’ / //‘
f(z,x") 8x(x x):p—l—ap(x ')z



Acum notam x’ = p §i consideram ca p este o functie de variabila z, deci

calculam z” astfel
o= W _dpdr _ dp
dt dx dt dx

_of of dp
1= —~(z,p)p+ o (:L‘,p)pdx-

si obtinem ecuatia

ox

Daca rezolvam ultima ecuatie sub forma p = ¢(¢,C) atunci solutia ecuatiei
initiale este, sub forma implicita, t = f(x, (¢, C)), iar daca o rezolvam sub forma
x = &(p, C) atunci pentru ecuatia initiala avem solutia data parametric

t=f(&p,C),p)
x=£&(p,C).

Exercitiul 4.1. Integrali ecuatia

t=sinz’ —Ina’

Rezolvare. Derivam in raport cu ¢, notam z’ = p si derivam % prin variabila
x. Avem

" 1\ d
t=sing —lnz' —1=cosa's" — — = 1= (COSp— —) p—p
/
x p)  dx

Am ajuns iarasi la o ecuatie cu variabile separabile pe care o integram
/dx :/(pcosp— 1)dp — x =psinp + cosp —p+ C,
si, in final, obtinem solutia sub forma

t=sinp—lInp
x=psinp+cosp—p+C, peR.

§5. Probleme care conduc la ecuatii Clairaut

Problema 5.1. Sa se determine curba plana pentru care aria triunghiului
format de tangentd cu azele este constantd si egald cu 2a?.
Rezolvare. Ecuatia tangentei in (7,2(7)) este

r—x(r)=2(7)(t — 7).

Intersectiile cu axele:

Alta=7- 1) - 0), B(tg = 0,25 = a(r) — 72'(1))

Aria AAOB = 24> & tarp = 4a* & (v — 2't)? = —4a®2’ (E. Clairaut)
Obtinem tz = a? si tangentele.



Problema 5.2. Sa se determine curba plana pentru care segmentul de tan-
genta determinat de axe are lungime constanta si egala cu a.

Rezolvare.

|AB|=a & t4+a%=a®> & (v —2't)* =

a2x/2
1+1./2

(E. Clairaut)
Obtinem 3 + ¢3 = a3 si tangentele.

Problema 5.3. Sa se determine curba plana pentru care suma lungimilor
segmentelor determinate de tangenta pe cele doua aze este constanta si egala cu
a.

Rezolvare.

|OA[| + ||OB|| = a < ta+ a5 = a & z — 't = 22 (E. Clairaut)

Obtinem /7 + v/t = \/a si tangentele.

Problema 5.4. Sa se determine curba pland pentru care distanta de la
origine la tangenta este constanta $i egala cu r.
Rezolvare. Distanta de la (to, ) la dreapta f(t,z) = at + bz + ¢ = 0 este

— _ld — ta’—a] :
In cazul nostru r = == < r = — (E. Clairaut).

Obtinem cercul 2% + t? = r? gi tangentele.




