Tema 9. Existenta globala

Exercitiul 1. Sa se discute, in functie de valorile parametrului & € R, dome-
niul de definitie st comportarea solutiilor saturate pentru urmatoarele probleme
Cauchy:
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b) = x2:1, (t,x) € (0,400) x R,
z(1) =&,

0 ' =3t22?, (t,x) € R x R,
z(0) = ¢,

) r = —2%3, (t,x) € R x (0, 4+00),
z(0) = ¢ >0,

Rezolvare. Deoarece ecuatiile sunt rezolvabile prin cuadraturi, integram
ecuatia in fiecare caz in parte, apoi rezolvam problema Cauchy si studiem solutiile
gasite. Rezolvam, de exemplu, punctul a.
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Observam ca solutia
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c+ et

are, in functie de ¢, urmatorul intervalul maxim de definitie I,., C R, cu ty =

0e ]max
I R, ¢> -1
e (—\/ln(—c), —i—\/ln(—c)), c<—1,

si are urmatorul comportament in capetele intervalului de definitie: daca ¢ > —1
atunci

lim z(t) = lim z(t) =1

t——o00 t—+o00

iar pentru ¢ < —1

lim  z(t)= lim  z(t) = —o0.
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Din conditia initiala avem

z(0)=¢ & = & c=-—1,

prin urmare

In concluzie, pentru ¢ # 0, solutia problemei Cauchy are forma
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si avem urmatoarea discutie:
Cazul § € (—00,0). Solutia saturata este definitd pe Iax = (—T¢, T¢), cu

Te = /In(1 — %), si are limitele egale cu —oo in capete intervalului de definitie.

Cazul & = 0. Problema Cauchy are solutia nula, z(¢) = 0, pentru orice t € R.

Cazul € € (0,+00). Solutia saturata este definita pe I, = R si are limitele
egale cu +1 cand ¢ — £oo. Observam ca pentru & = 1 problema Cauchy are
solutia stationara z(t) = 1.

Exercitiul 2. Sa se arate ca solutiile saturate la dreapta ale problemelor
Cauchy

—x(x —t)?, (t,z) eERXR,
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0 {x’ = —tx(x? —1)(z* —4), (t,r) e R xR,
z(0) = ¢,

sunt definite, pentru orice £ € R, pe intreaga semiaxad [0,400) si au limita finita
cand t — +00.

Rezolvare. a). Deoarece functia f(t,z) = —xz(x — t)? este de clasd C! pe
R x 2, cu Q2 = R, rezulta ca ipotezele rezultatelor de existenta si unicitate globala
sunt indeplinite.

Observam ca pentru £ = 0 problema Cauchy admite solutia nula x(t) = 0.
Deoarece graficele a doua solutii nu se pot intersecta, rezulta ca solutiile care
pleaca dintr-un £ # 0 nu se pot anula si, prin urmare, pastreaza semnul lui £ pe
tot intervalul de existenta.

Daca & > 0, solutia saturata la dreapta x = x(t), cu t € [0,T), ramane strict
pozitiva, rezulta ca

2'(t) = —x(t)(z(t) —t)* < 0

pentru orice t € [0,7T), deci x = x(t) este descrescatoare i pozitiva. Urmeaza
ca exista gi este finita limita
limz(t) = 2" € Q =R,
t T
de unde obtinem ca T' = 400, altfel solutia ar fi continuabila.
Daca £ < 0 solutia ramane strict negativa, de unde rezulta ca este strict
crescatoare, avand prin urmare iarasi limita finita cant t — T = 4-o00.
Vom arata ca, mai mult, pentru orice &,
lim z(t) = 2" = 0.
t—+o0
intr—adevér, daca presupunem prin reducere la absurd ca x* # 0, atunci, pentru
x* > 0 de exemplu, avem
lim 2/(t) = — lim z(t)(x(t) —t)? = —2* (2" — 00)? = —o0. (1)
t——+o00 t——+o0

Aplicand teorema lui Lagrange functiei x = x(t) pe intervalele [n,n + 1],
obtinem existenta unui sir ¢, € (n,n + 1) astfel incat

z(n+1) —xz(n) =2'(t,)[(n + 1) — n],
pentru orice n € N, prin urmare am gasit un sir ¢,, — 400 cu

li "(t) = i 1) — =z -2 =

t_}eroox( ) t_}inoo(x(n—l— )—xz(n)=a"—z" =0,

in contradictie cu valoarea lim;_, | o, #'(t) = —oo data de (1). Aceasta contradictie
este eliminata numai daca z* = 0.

b). Concluzia se obtine prin acelasi rationament ca la punctul precedent.
Totusi, In acest caz nu se mai poate trage si concluzia ca toate solutiile tind
la zero cand t — +o00, deoarece in locul relatiei (1) acum avem

x(t) x*

li t)=— 1l = - = 0.
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De fapt, observand ca ecuatia este rezolvabila prin cuadraturi, avem

dv @ d_x__/ dt

= —
dt 241 x 241

— Inlz| = —arctg t +¢g — x=cre” &L

Obtinem solutia problemei Cauchy
T = ge—arctg t,t c R,

sl avem
lim x(t) = &e 2,
t——+o00
pentru orice £.
¢). Se observa ca ecuatia are acum cinci solutii stationare care impart semi-
planul drept in sase regiuni invariante o pentru solutii.



