Tema 12. Teoria stabiltatii

Exercitiul 1. Studiati stabilitatea solutiei nule a urmdatoarelor ecuatii diferentiale:

(1) 2/ = a. (2) 2’ =0 (3) 2’ = —x
(4) 2/ = -2z +sinz. (5) 2’/ = 22 (6) 2/ = —a?
(7) 2/ = —tgx (8) 2/ = —sinz (9) 2’ = —x + 2*

Exercitiul 2. Studiati stabilitatea urmatoarelor sisteme diferentiale liniare:

xh = 2x] — T9 Th = —x1 xh = —x1 — 3T9

(1){x,1:_“31+1”2 (2){1”1:1’2 (3){x’1:$1+5x2

(@) T = —x1 + 29 5) ] = —3x1 + 29 6) ] = —2x1 + 4o
xh = 11 + 2259, xh = 4xy — 39 xh = 1x1 — 219

T = g Ty = Tg + T3 Ty =29 — 3
/] /I /I

(7)< zf = x5 (8) zh=x3+ 14 (9)< 2 =x5 — 1
r o o
T3 = X1 Ty =21+ To T3 = T1 — Ta

Exercitiul 3. Studiafi stabilitatea solutiei nule a urmatoarelor sisteme diferentiale:

(1){ T = —x + 13 2){ rh = x + 325 3){ T\ = —sinz; + 5wy

— 3 ! 4 ! 3
Ty = —] — 2T Ty = —x] — 429 Ty = —XT] — Ty
r_ 2 o 2 r_
(@) ) = 2x) — 25 (5) x] = —sinx; + 75 (6) x} = 2shx,
/o /o /o 2
Ty = T1T2 — T Ty = —4x1 — D9 Ty = —x] — 3T

Problema 1. Discutati stabilitatea solutier nule a sistemulus:

v = —y+ a(x® + xy?)
y =z +a(y’ +2%)

Rezolvare. Incercam sa aplicam metoda primei aproximatii. Matricea jaco-
biana asociata sistemului este

[ aBat+y?) —142axy
J(,y) = < 1+ 2azy  a(3y* +2?)

Observam ca matricea

A:J(0,0):((l) _é)

nu depinde de parametrul « si are polinomul caracteristic

Al

Pa(A) = det(M — A) = ‘ O

‘:/\2+1,



cu radacinile A » = £¢. Suntem in cazul de dubiu al metodei primei aproximatii.
Observam ca 1n cazul o« = 0 sistemul se reduce la sistemul liniar

¥ =—y
y =

care, cu substitutia x = 1 se reduce la ecuatia
y'+y=0,
cu solutia generala
Yy =cysint + cycost = asin(t + 0)

r =19y =acos(t+0).

Traiectoriile sistemului sunt cercuri centrate in origine, parcurse in sens trigono-
metric, prin urmare in acest caz originea este un punct stationar simplu stabil.

Pentru a decide si in celelalte cazuri, amplificam prima ecuatie cu 2z, a doua
cu 2y si le adunam. Obtinem

222’ + 2yy = 2a(z* + 22%% + o).

Am gasit astfel, pentru functia

problema Cauchy

care se rezolva ugor si are solutia

Po

="
P =Tt

In final, avem urmatoarea discutie.

Figura 1: Problema 1. Cazul o = —0, 5.



Cazul o < 0. Pentru orice data initiala py > 0 solutia p = p(t) este definita
pe Intreaga semiaxa [0, +00) si este strict descrescatoare cu

li =0.
t—g—noo P
Traiectoriile sunt spirale infasurate in jurul originii, parcurse inspre origine. Prin
urmare, in acest caz, originea este punct stationar asimptotic stabil.
Cazul a > 0. Pentru fiecare py > 0 solutia p = p(t) este definita pe un interval
de lungime finita [0, 7)), unde

1
TO = 3
2p,00
si este strict crescatoare cu
lim p = +o00.
t 1o

Toate solutiile sistemului se indeparteaza oricat de mult de punctul O(0,0),
acesta fiind acum un punct stationar instabil.

Problema 2. Determinati valorile parametrului real o pentru care ecuatia
' —auu +u—1=0

are cel putin o solutie stationara stabila.

Rezolvare. Notam x = u, y = ' si transformam ecuatia de ordinul doi data in
urmatorul sistem diferential de ordinul intai

=y
Y =ary+1— 2%

Figura 2: Problema 2. Cazul o = 1.

Observam ca sistemul obtinut este autonom si are numai doua puncte stationare:
(x=—-1,y=0) si (z =1,y = 0). Matricea jacobiana asociata sistemului este

0 1
J(z,y) = ( ay — 2 ax)'



Pentru (z = —1,y = 0) avem matricea

A:J(—I,O):(g _;)

cu polinomul caracteristic
Pis(\) = det(A] — A) = \* + o) — 2.

Deoarece A\; A2 = —2 < 0 rezulta ca radacinile caracteristice sunt reale si de semn
contrar, prin urmare aceasta solutie stationara este instabila, pentru orice o € R.
Pentru (z = 1,y = 0) avem

AzJ(l,O)z( 0 1>

-2 «
cu polinomul caracteristic
Py(\) = det(A] — A) = A2 — a\ + 2.
In acest caz avem

)\1+)\2=Oé
)\1)\2:2

Daca A = a? — 8 > 0, radacinile sunt reale, nenule si de acelasi semn cu
a. Punctul stationar este asimptotic stabil pentru o € (—o0, —2V2 | i instabil
pentru a € [2v/2, +00).

Dacd A = a? — 8 < 0, riadécinile sunt complexe cu Re(\;) = Re(\y) = <,
deci pentru a € (—2v/2,0) solutia studiata este stabild, iar pentru o € (0,2v/2)
este instabila.

Figura 3: Problema 2. Cazul a = 0.

Pentru a = 0 avem A\, = ++/2, metoda primei aproximatii este in cazul
de dubiu. Continuam investigatia numai pentru a = 0, translatand punctul de
echilibru (x = 1,y = 0) in origine, prin schimbarea de variabile

{

=
Il

rz—1
y — 0.

<
Il



Obtinem sistemul

=17
j = 2% — 3,

pe care il scriem in continuare renuntand la simbolul tilda.
Avem de studiat, prin urmare, stabilitatea solutiei nule a sistemului

dr
B
Y 2
— = —2x — x°.
dt
impér@im, prin calcul formal, ecuatiile sistemului i obtinem ecuatia cu variabile
separabile
dr Y
dy 2z + 2%

care, rezolvata, conduce la urmatoarea familie de curbe integrale

1 1
2 3 2
4+ st 4+ -yt =C.
37 T oY
Observam ca functia ¢(z) = 2? + 32% = 2%(1 + 32) este pozitivd pentru
x € (—3,+00) si are un punct de minim local strict in ¢(0) = 0, analog functia
Y(y) = %yQ este pozitiva pentru orice y si are un punct de minim global strict in
¥(0) = 0. Deducem de aici ca, in vecinatatea originii, pentru C' suficient de mic,
curbele

p(z) +¥(y) =C
formeaza o familie de curbe inchise in jurul originii, aceasta fiind, prin urmare,
o solutie stabila, fara sa fie asimptotic stabila.
In concluzie, ecuatia

W —our +uP—1=0

are o solutie stationara stabila numai pentru o € (—o0,0].



