Tema 13. Integrale prime

Exercitiul 1. Sa se determine integralele prime ale urmatoarelor sisteme diferentiale

autonome scrise sub forma simetrica:
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Exercitiul 2. Sa se determine integralele prime ale urmatoarelor sisteme

diferentiale
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Problema 1. Aflati solutia sistemului
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care respecta conditia initiala

Rezolvare. Scadem ecuatiile si obtinem 2’ — ¢y’ = 1 de unde gasim integrala

prima neautonoma
r—y=t+C.

Din conditia initiala avem
zx(1)—y(l)=14+C = C=0,

deci solutia problemei Cauchy satisface identitatea x — y = t. Prima ecuatie se

reduce la ecuatia liniara

, T+t
xr =
t

care integrata conduce la solutia generala

r =t(C+Int).

Din z(1) = 1 determinam C' = 1, in final obtinem solutia

z(t) =t+tlnt,
y(t) =tlnt, t>0.

Problema 2. Studiafi stabilitatea solutitlor stationare ale sistemulut au-
tonom
2 = 22(1—y)
y =y*(1-x)
Aratati ca, in spatiul fazelor, axele de coordonate si prima bisectoare sunt formate

din traiectorii ale sistemulus.
Rezolvare. Punctul (z,y) din spatiul fazelor este traiectoria unei solutii

stationare daca
2 (1—y)=0
y*(1—z)=0.

Gasim numai doua puncte stationare: (z =0,y =0) gi (z =1,y = 1). Matricea
jacobiana asociata sistemului este

J(z,y) = ( 23:(_1y—2 ) 2y(zx—2 ) ) '



In punctul (z = 1,y = 1) avem matricea

A=J(1,1)=<_(1) _(1)>

cu polinomul caracteristic
Pa(A) = det(A] — A) =\ — 1

Deoarece A = +1 o este radacina caracteristica strict pozitiza, solutia analizata
este instabila.

In punctul (x =0,y = 0) avem matricea A = J(0,0) = O, matricea nula, cu
radacinile caracteristice Ay = Ao = 0. Metoda primei aproximatii este in cazul de
dubiu.

Figura 1: Problema 2. Portretul fazelor

O solutie are traiectoria inclusa in axa Ox daca este de forma
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Verificam sistemul si obtinem ecuatiile
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Daca ¢ < 0 solutia este definita pentru orice t > 0, cu lim;_, o, ¢(t) = 0, iar
traiectoria ei este segmentul [¢g,0) de pe axa Ox, parcurs catre origine.

Daca ¢q > 0 solutia este definita doar pentru t € [0,7Tp), cu Ty = i. Deoarece
limg 7, p(t) = +00, traiectoria ei toatd este semidreapta [pg, +00) de pe axa Oz,
parcursa catre punctul de la infinit. Rezulta de aici, in particular, ca originea este
un punct stationar instabil: sistemul admite solutii nemarginite avand punctul
initial de forma (z = g,y = 0) oricat de apropiat de origine.

O solutie are traiectoria inclusa in prima bisectoare daca este de forma

z = o(t)

y = (1)
Se observa imediat ca sistemul admite astfel de solutii, este suficient ca functia
© = p(t) sa respecte ecuatia

¢ =¢*(1- ).
Problema 3. Studiati stabilitatea solutiilor stationare ale sistemului

=ty —y-—1
y=a*+y*+z—1

Aratati ca, in spatiul fazelor, cercul unitate este o traiectorie a sistemulusi.
Rezolvare. Solutiile stationare se obtin rezolvand sistemul algebric

P4yt —y—1=0
> +yP+r—-1=0.

Scadem ecuatiile gi obtinem substitutia z = —y, sistemul se reduce la ecuatia
2y —y—1=0,
in final gésim punctele stationare (x = —1,y = 1) si (z = 3,y = —3). Studiem

stabilitatea acestora prin metoda primei aproximatii. Matricea jacobiana aso-

ciata sistemului este
_ 2z 2y — 1
J(I’y)_(Qa:—i-l 2y )
In punctul (x = —1,y = 1) avem matricea

A:J(—l,l):<_32 ;)

cu polinomul caracteristic
Pa(A) =det(A] — A) = \* -7

Deoarece A = ++/7 o este radicing caracteristica strict pozitiza, solutia analizata
este instabila.



In punctul (z = 1,y =—3) avem

1 1 1 -2

cu polinomul caracteristic
Py(\) = det(A — A) = \* 43

Deoarece A\ o = :I:z'\/g, suntem 1n cazul de dubiu al metodei.
O solutie are ca traiectorie cercul unitate numai daca este de forma

{x(t) = cos p(t)

y(t) = sinp(t),

cu ¢ = ¢(t) o functie de clasid C! pe un interval. Introducem in sistem si avem:

—¢'sinp =1—sinp — 1
Y cosp=14cosp—1

Acest sistem se reduce la ecuatia ¢’ = 1 de unde rezulta ¢ = t, deci

{az(t) = cost

y(t) = sint,

este o solutie a sistemului gi aceasta are ca traiectorie cercul unitate.

Revenim la studiul stabilitdtii punctului (z = 1,y = —1). Din faptul c& cercul
unitate este traiectoria unei solutii periodice, rezulta ca solutiile care pleaca din
puncte interioare cercului unitate au traiectoria inclusa in interiorul acestui cerc.
Vom afla ecuatia lor cautand o integrala prima a sistemului.

Figura 2: Problema 3. Portretul fazelor



Notam
u=x%+ 9>
V=2 Y,

u' = 2za' + 2yy =2z + y)(z* + ) + 2z + 2y = 2(x + y)(2® + ¥ + 1)

si avem

V=02 —y =—y—ux=—(x+vy).

Obtinem
d / 2 2
au _w _ 2@ +y@+y + 1) = —2u— 2.
dv v —(z+y)
Ecuatia liniara
du
— = 2u—2
dv “

are solutia generala
u=Ce % +1,

de unde obtinem ecuatia traiectoriilor sistemului dat
22+ —1=Ce?v ),

Interpretam o astfel de curba ca proiectia pe planul xOy a curbei de intersectie
dintre suprafetele
z=a2+ y2 —1
si
2 = Ce2v=2),
Prima suprafata este un paraboloid de rotatie in jurul axei Oz iar a doua este o

suprafata riglata, descrisa de o dreapta paralela cu prima bisectoare a planului
xQy, translatata de-a lungul curbei exponentiale

=1
—1
2z = Ce .
Traiectoria redusa la un singur punct, punctul (z = %,y = —%) se obtine
pentru C' = —% cand cele doua suprafete sunt tangente, pentru valori mai mici

ale lui C suprafata riglata trece pe sub paraboloid, iar pentru C' € (—%, 0) cele
doua suprafete se intersecteaza dupa o curba inchisa avand proiectia orogonala
pe planul Oy in interiorul cercului unitate. Pentru C' = 0 intersectia este chiar
cercul unitate.

Deducem de aici ca, in interiorul cercului unitate, familia traiectoriilor este
formaté din curbe inchise in jurul punctului stationar (z = 3,y = —3). Rezulta
ca aceasta solutie stationara este simplu stabila.



