Tutorial 1. Curbe netede in plan

Consideram in plan un sistem de coordonate carteziene xOy, notam cu ;s1 j
versorii axelor, notam cu M (x,y) punctul de coordonate (z,y) € R X R i cu 7y
vectorul sau de pozitie 7y, = i+ yj = 5]\—>4

In acest tutorial vom prezenta notiunea de curbd netedd in plan' si vom
justifica forma ecuatiei tangentei la curba in urmatoarele patru cazuri:

a) Curba este definitd explicit sub forma y = y(z), x € I, cu y € C'(I,R).
Tangenta in punctul My(zo,y(zo)) are ecuatia

y — y(zo) = y'(z0)(z — x0). (1)

b) Curba este explicitata ca = = z(y), y € J, cu # € C'(J,R). Tangenta in
Mo((y0), yo) are ecuatia

r—x(yo) = xl(yo)(y — o)- (2)

¢) Curba T este definitd implicit de ecuatia F'(z,y) = 0, cu F de clasa C'.
Tangenta in punctul My(zg,yo) € [' are ecuatia

OF OF

I (@0 ¥0)(% = 7o) + 52(%0, Yo) (y = 90) = 0. (3)

d) Curba are ecuatiile parametrice

@>{x=ﬂm

y=y(t), tel.

Tangenta la I' la momentul ¢y € I este dreapta de ecuatie

r—x(to)  y—ylto)
)y @

Exemplu. Notam cu U locul geometric al punctelor M(x,y) pentru care
distanta pand la origine este egald cu distanta pand la dreapta A de ecuatie
xr = —1. Sa se arate ca I' este o curba neteda $i sa se scrie ecuatia tangentei la
curba in punctul My(0,1) € .

Rezolvare. Distanta de la M la O este r = OM = \/x? + y? iar distanta
de la M la A este egala cu MN = |z — on| = |z + 1|, vezi Figura 1. Din
echivalentele

OM =MN & 2+ =|z+1l e+ =(r+1) <y* 22 —-1=0,

obtinem
I={M(z,y)| y*—2z—1=0}.

'mai precis: curba plan# care admite tangenta in orice punct al sau



A
Y
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Figura 1: Parabola 3% = 2z + 1

Prin urmare, multimea I' este definita implicit de ecuatia
F(z,y) =0,

cu F(x,y) = y?> — 2x — 1, pentru orice (z,y) € R x R. Deoarece F este de clasi
C! cu gradientul nenul,

aF—,-‘ aF—‘ > = N
?F_%Z—Fa—y ——2Z+2y]#0; V(Jf,y),

rezulta ca I' este o curba neteda (vezi §3). De fapt, I' este parabola cu focarul
0(0,0) si cu dreapta directoare A.

Observam ca F(0,1) = 0, deci My(0,1) € I'. Ecuatia tangentei la I' in
My(0,1) este, conform formulei (3),

g—i(o,l)(:ﬁ—O)—F%—g(O,l)(g/—l):O<:>—2(:c—0)+2(y—1):O<:>y:x+1.

Daca explicitam ramura de parabola care trece prin My(0, 1) sub forma

y=+v2zr+1

aver
1

y'(r) = \/TT’

sl ecuatia tangentei data de (2) devine
y—1=9y0)(z—-0)y—1=2-0y=x+1,
iar daca explicitam parabola sub forma

1

ng(yz—l)



ave
7'(y) =y,
si, prin urmare, (2) devine

r—0=21)y—-1)ezr-0=y—1y=c+1.

In sfarsit, parametrizam acum parabola I' in functie de unghiul ¢ = <M'OM.
Cu notatiile din Figura 1, din N'M’ + M'O = 1 rezulta r + r cost = 1, deci

1
r=-—-—.:
1+ cost
Cum x); = xpp = —rcost si yy = rsint, obtinem ecuatiile parametrice
) cost
x(t) = ———,
(") 14 cost
()= e (Crm)
Y 1+ cost’ T
Calculam derivatele
sint
(i) = ———,
(t) (14 cost)?
1
"(t) = ——, te (—m,m).
y(t) 1+ cost (=)

Pentru ty = § avem x(tg) = 0 5i y(to) = 1, iar ecuatia tangentei in My (0, 1) data
de formula (4) este
r=0_y=1 +1
_= =
1 1 Yy )

asa cu era de asteptat.

Cei care doresc sa afle mai multe amanunte sunt invitati sa citeasca in con-
tinuare.

§1. Dreapta in plan

Fie My(xo,yo) si Mi(xy1,y;) doud puncte distincte in plan, cu zy # x;. Prin
definitie, panta mygn, a segmentui MyM; este tangenta unghiului ¢ format de
segment cu directia orizontala

Ay _ Y1 — Yo

m =1t = — .
Mo My gy Ar 71 — o

De exemplu, in Figura 2 segmentul MyM; are panta m = %

Consideram acum un al treilea punct, M (z,y). Este clar ca punctele My, M;
si M sunt coliniare daca si numai daca segmentele MoM si MyM; au pantele
egale, obtinem de aici ecuafia dreptei prin doua puncte

Y=Y Y1 — Y

MpoM = MMM, <= = )
T — X 1 — 2o




Yo

Figura 2: Ecuatia dreptei

ecuatie pe care preferam sa o scriem sub forma

Y1 — Yo
— oy = — 5)
Y=Y vl — 7 (z — o), (5)

deoarece acum cuprinde si cazul cand M coincide cu M, sau cu M;.
De exemplu, dreapta MyM; din Figura 2 are ecuatia

1 2( 2) &
—1=c(z— =—r——.
y 3 Yy=3%73

Din (5), considerand cunoscut numai punctul My gi panta m a segmentului
MyM;, obtinem ecuatia dreptei de panta data care trece printr-un punct dat:

Y — Yo = m(x — x). (6)

Aceasta ecuatie poate fi pusa sub forma numita ecuatia normala a drepte:
Yy=mx-+n

in care coeficientul m este panta dreptei, iar n este ordonata punctului Yy(0,n)
de intersectie a dreptei cu axa Oy.
In cazul in care zg = 7 segmentul MM, are pozitia verticala, unghiul ¢ are
5 radiani iar tangenta lui este infinitd, se spune deci ca dreapta MM, are panta
infinita, iar ecuatia ei,
T = Zo,

nu mai poate fi scrisa la forma normala.
Amintim, n final, ecutia generala a dreptei

ar+by+c=0, (d)



in care coeficientii @ si b nu sunt simultani nuli, adica a® + b* > 0. S& observam
ca, daca notam
F(z,y) =ax +by+c

atunci conditia a? + b > 0 asigura ca gradientul lui F' este nenul

aF—’ aF—»‘ - — —
?F:—i%——':ai—i—b' 0, Y(z,y),
o' T3y j # (z,y)
de unde rezulta ca dreapta este o curba neteda. Mentionam si ca valoarea functiei
F(xar,yp) este proportionala cu distanta de la punctul M (xy, yar) la dreapta
d, mai precis
_azar + byas + ¢

dist(M, d) = N

§2. Curbe plane definite explicit

Fie I C R un interval si fie y = y(z) o functie definita pe I cu valori in R.
Graficul functiei este multimea de puncte

Ly ={(z,y) |y=y(z), r€I} CR xR

—

N

7

NZ,

Figura 3: Spirala logaritmica

Sa observam ca nu orice multime de puncte G C R x R poate fi graficul unei
functii y = y(x). De exemplu, spirala din Figura 3 nu poate fi un astfel de grafic,
deoarece exista drepte verticale care o intersecteaza in mai multe puncte. Totusi,
spirala poate fi descompusa intr-o reuniune de arce (rosii si albastre), care fiecare
in parte poate fi graficul unei functii y = y(x), caz in care spunem ca respectivul
arc a fost definit explicit, si are ecuatia y = y(x), cu z € I.

Evident ca schimband rolul variabilelor x si y, orice arc de spirala din semi-
planul z < 0, de exemplu, poate fi explicitat ca fiind graficul unei functii z = x(y)
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Io={(z,y) |z =2(y), ye J} CRxR.

Cerinta minima pentru ca graficul unei functii sa fie numit curba, sau arc de
curba, este ca functia sa fie continua pe intervalul de definitie. Totusi, exista
functii continue a caror grafic nu are aspectul asteptat, cel al unui segment de
dreapta deformat in mod continuu.

Un exemplu celebru este functia lui Takagi

“+oo

1
T(x)=> g 2>, wER, (7)

n=0
unde < u>> reprezinta distanta de la u la cel mai apropriat numar intreg (eroarea
de rotunjire). Functia este bine definitd si continud pe intreaga axa reald? i,
printre alte proprietati surprinzatoare, are si urmatoarea: in orice x de forma
T = 2%, cuk € Z sin € N, functia lui Takagi are un punct de minim local strict.
Cum inchiderea multimii {2%, k € Z, n € N} este intreaga axa reala, avem
un exemplu de functie continua care are o multime densa de puncte de minim

local strict.

= e LR LT
00| ~yf=m=mmmmmaneneaeanan

Y e LR LT

00| Lo =m==mmmmecmceecemeeecaeeneeaean
IS

00| U =m==memmececeecemeeecameneeaean

QO fmmmmmmmmmmm oo

Figura 4: Functia lui Takagi

Un astfel de grafic are un aspect complet neregulat, noi suntem interesati de
curbe mai netede, mai precis curbe care sa admita tangenta in orice punct.
Fie M(xo,y0), cu yo = y(zo), un punct fixat pe graficul I'y al unei functii
=y(x), x € I, i fie M(x,y) punctul curent pe grafic.

Definitie. Daca dreptele secante MoM tind la o pozitie limita atunci cand
M tinde la My, spunem ca graficul admite tangenta in My si anume dreapta care
are pozitia limita a secantelor.

Problema 1. Ardtati ca graficul I';, admite tangenta in punctul Mo(xo, yo)
daca i numai dacd functia x = y(x) are derivata, finita sau nu, in xq.

Rezolvare. Pozitia secantelor MyM este perfect determinata de pantele lor
ma, M, Tezulta ca pozitia lor limita este data de limita acestor pante, altfel spus,

Zse aratd ci este periodica de perioadd 1 si apoi, pe intervalul [0, 1], se aplicd criteriul lui
Weierstrass de convergenta uniforma a seriilor de functii.



:Ay =Ym— Yo

Az = Xy — X

Figura 5: Tangenta la grafic

tangenta la grafic in My este dreapta care trece prin M, si are panta mq data de
limita pantelor mpyy cand M — M, pe graficul functiei, adica
A — x)—y(x

Y lim MY _ oy y(@) — y(zo)

mo = lim — =
M—Mo, MeT Ax  am—zo Tpp — g o—=x0 X — T

=y (20).

In concluzie, graficul I', al unei functii y = y(z) admite tangenta intr-un
punct My(zo,yo) € I'y daca si numai daca functia y are derivata in z,. Panta
tangentei este, prin definitie, valoarea derivatei in x(; daca aceasta este infinita
tangenta este verticala, altfel tagenta este dreapta de ecuatie

y —y(zo) = y'(z0)(z — x0).

Prin urmare, dacd y = y(z) este de clasd C', adica o functie derivabila cu
derivata continua, atunci graficul sau admite tangenta in orice punct si aceasta
variaza continuu, din acest motiv vom numi un astfel de grafic arc de curba
netedd®.

Analog, schimband rolul variabilelor, daca x = z(y), cu y € I, este o functie
de clasa C* pe I, atunci si graficul siu

I'={(z,y) |z ==(y), y € I},

este un arc de curba neteda, iar ecuatia tangentei in My(xg,yo) € I' este

T — o= ﬂfl(yo)(y — ).

3In general, netezimea unei functii ¢ : I — R™ este o masura a ordinului de regularitate
k dat de clasa C* a functiei, gradul maxim de netezime fiind dat de clasa C>°. Deoarece aici
suntem interesati numai de existenta tangentelor la curbi, gradul de netezime dat de clasa C*
este suficient.




§3. Curbe plane definite implicit

Consideram acum un domeniu 2 C R x R, (o multime deschisa si conexa), si
un camp scalar F de clasa C! pe Q, adica o functie F' : Q — R continua care

OF
admite derivatele partiale — si — continue pe €2.

or ~ 0Oy
Notam cu ?F (x,y) gradientul lui F' calculat in (x,y) € Q, adica vectorul

OF - OF
VF(n,y) = 5o (a.0)i + 5o )i

Problema 2. Fie (xg,y0) € Q un punct in care F(xg,yo) = 0. Ardtati ca

daca ?F(xo,yo) £ 0, atunci, intr-o vecindgtate a lui Moy(zo,90), multimea de
nivel zero a lui F,

I'={(z,y) € Q | F(z,y) =0},

este un arc de curba neteda, iar gradientul ?F(:{;O, Yo) este un vector perpendi-
cular pe tangenta la curba in Mo(xo, yo)-

Rezolvare. Deoarece F(zg,y0) = 0, rezulta ca My(zo,y0) € I, prin urmare
mull;imea " este nevida. V F'(xg,y0) # 0 insemné c& micar una dintre derivatele

partlale £ 6 %1; nu se anuleaza in punctul My(zg, yo)-

C’azul I (xo, Yo) # 0. In acest caz, din teorema functiilor implicite, rezult
ca ecuatia F(m, y) = 0 poate fi explicitata local sub forma y = y(z), adica, pentru
orice x dintr-un inteval Iy = (g — €, ¢ + €), ecuatia admite o singura solutie,
notatd y = y(x), iar aplicatia * — y(z) este de clasd C' pe I.

Notam cu Jy intervalul Jy = y(Iy) si cu Dy dreptunghiul Dy = Iy x Jp.
Deoarece pentru orice (z,y) € Dy are loc echivalenta

F(r,y) =0y =y(z),

rezulta ca
I'NnDy={(z,y) €QNDy | F(z,y) =0} =

={(z,y) €Q |y=ylx), ze€l} =T,

deci multimea I' coincide, local, cu graficul I', al functiei y = y(x). Deoarece
aceasta functie este de clasd C!, urmeaza ca I' N Dy este un arc de curba neteda.
Mai mult, derivand in raport cu x identitatea

F(l’,y(l’)) - 07 \V/ZE € ]Oa

obtinem 5 5
F F dy , .
S @) + 5o y(a) ) = 0. v,

de unde avem ca functia y = y(x) satisface ecuatia diferentiala
oF
Y (@) = = 05 (x,y(x)), Yz € .
By
Ecuatia tangentei in My(zo,yo) la I'y,

Y —yo =y (o) (x — o),
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devine, in acest caz,

oF
Y — Yo = — 2% (20, y0)(z — ),
By
si poate fi pusa sub forma
oOF oF
%(%,yo)(ﬁ — Z0) + a_y<x07 Y0)(y — yo) = 0. (8)

e . L —

Sa observam ca, notand cu 7 = xi + yj = OM §i 75 = xot + yoj = OMy

vectorii de pozitie ai punctelor M(x,y) si Mo(xo,yo), ecuatia tangentei poate fi
scrisa cu ajutorul produsului scalar sub forma

<€F($0,yo)7f— 7?0> =0, (9)

si arata ca grandientul lui F' in punctul M; este perpendicular pe tangenta in
My la T', curba de nivel zero a lui F', prin urmare are directia normalei la curba
[ in punctul My(xg,yo) € I

Cazul 11, 25 (29, yo) # 0. Daca (z0,yo) este un punct in care F(zo, yo) = 0 cu
9E (w9, y0) # 0, atunci ecuatia F(z,y) = 0 poate fi explicitata local ca z = z(y),
si iardsi I' coincide local cu graficul unei functii de clasa C!, deci admite tangenta,
in orice punct de pe acest grafic. Se arata usor ca ecuatia tangentei poate fi pusa
tot sub forma (8), in care variabilele = si y au rol simetric.

Observatie. Un punct (zg,40) € €2 se numeste punct critic pentru campul
scalar F' daca V F(zg,y0) = 6, altfel se numeste punct requlat. Mai sus am aratat
ci, daca un camp scalar F' de clasa C'! nu are puncte critice, atunci multimea sa
de nivel zero I este o curba neteda in plan, deoarece ea coincide, in vecinatatea
oricarui punct al sau, cu un arc de curba neteda. In acest caz, spunem ca ecuatia
F(x,y) = 0 defineste in mod implicit curba I".

Mai mult, deoarece pentru orice constanta c, campurile scalare F' si F'+ ¢ au
acelagi gradient, rezulta ca orice mulfime de nivel constant

I=A{(z,y) €Q | Fz,y) = c}
este o curba neteda, iar gradientul lui /' este ortogonal pe aceasta curba in orice

punct al ei.

§4. Curbe definite parametric

Fie acum x = x(t) si y = y(t) doud functii de clasa C' definite pe un interval
I C R, cu valori reale. Ecuatiile

x = xz(t)
{y—y(t), tel (10)

formeaza o lege orara de migcare a punctului curent M (xz(t),y(t)) in plan, iar
vectorul



reprezinta vectorul viteza instantanee al punctului M (x(t),y(t)), viteza calculata
in raport cu variabila ¢.

Problema 3. Fie ty € I i fie My(xo,y0) punctul de coordonate xy = x(to)
si yo = y(to). Ardtati ca dacd U(ty) # 0, atunci, intr-o vecindtate Iy a lui to,
traiectoria miscarii,

U= {(z(t),yt) € Q | t eI},

-

este un arc de curbd netedd, iar vectorul vitezd U(t) = ' (t)i + y'(t)] este un
vector director al tangentei la curba in My(xo, yo).

Rezolvare. Fie ty € I astfel 2/(ty) # 0. Din teorema de inversare locala
rezulta ca exista un € > 0 pentru care functia x = x(t) restransa la intervalul

In=(to—e,to+¢)

inversabild, cu functia inversa, t = t(z), tot de clasd C.
Notam cu Jy intervalul Jy = x(Iy), Deoarece pentru t € Iy si € Jy are loc
echivalenta

rezulta ca

P={((),y®) [ tel}=
= {(z,y(t(2)) | =€ o} =Ty,

deci traiectoria I' coincide, local, cu graficul I'; al functiei y = g(z) = y(t(x)).
Deorece aceastd functie este de clasd C!, urmeaza ca I' este un arc de curba
neteda.

Pentru a afla ecuatia tangentei, derivam si obtinem

W 1(2))
dy _dy at . dt Y (t())

—(t
L (1(x)
Aici am folosit formula de derivare a functiei inverse

dt 1

e
dx dz
% (4(x))

Vx € J().

Ecuatia tangentei la graficul functiei y =
grafic, cu zo = z(to) si Yo = y(to) = y(t(z0))

di
Y—Y = d—i_(%)(w — o),

§(x) = y(t(z)) In Mo(wo,yo) de pe
= g(xo), este

si acum devine

— y(to) Tr—x
Y—%Y x’(t0)< 0)
adica (to) (to)
T —x(lo) Y—Yllo
J) . y) )
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Observam ca ecuatia tangentei, scrisa sub forma (11), exprima faptul ca
vectorul viteza

-

i(to) = ' (to)i + ¥/ (o)
este coliniar cu vectorul
MoM = (2 = 0)i + (y — o)
pentru orice punct M de pe tangenta, deci ¢(ty) este un vector director al acestei
drepte.

Daca in punctul initial ¢, € I avem 2'(ty) = 0, atunci, in ipotezele date,
rezulta ca y'(tp) # 0 si se repeta rationamentul anterior, cu y in loc de z. Se
obtine c& miscarea iarasi are loc, local, pe graficul unei functii de clasd C!, acum
de forma x = x(y), iar ecuatia tangentei la acest grafic poate fi pusa, din nou,
sub forma (11).

Observatie. Daca viteza punctului M (x(t),y(t)) dat de ecuatiile de miscare
(10) nu se anuleaza in nici un ¢ € I, atunci traiectoria sa este o curba neteda in
plan. In acest caz, spunem ca am definit curba prin ecuatiile parametrice (10).

Atragem atentia ca o curba I, definita aici ca o multime de puncte, poate
fi parametrizata in mai multe moduri, iar acolo unde este important de stiut
in ce sens se migca punctul curent pe curba, sau de cate ori trece prin acelasi
loc, (de exemplu la calculul integralelor curbilinii), se introduce o relatie de
echivalenta intre parametrizari, iar prin curba se intelege o clasa de parametrizari
de echivalente, care provin una din alta printr-o schimbare bijectiva, bicontinua
si strict crescatoare de variabila.

Dintre cele trei modalitati de definire a unei curbe plane prezentate aici,
primele doua sunt specifice cazului plan, bidimensional, in timp ce ultima, defi-
nirea prin ecuatii parametrice, poate fi utilizata pentru curbe in spatii multidi-
mensionale, dar aceasta este o alta discutie.

§5. Aplicatii

Exercitiul 1. Sa se reprezinte grafic locul geometric al punctelor M(z,y)
pentru care produsul dintre distanta pana la origine si distanta pana la dreapta
A de ecuatie v = —1 este egal cu 1.

Rezolvare. Cu notatiile din Figura 6 avem

LV —e—a)( 4o +a?)

MO-MN =122+ y?- jz+1l=1y=
r+1

Exercitiul 2. Curba reprezentata in Figura 3 se numeste spirala logaritmica
st are ecuatitle parametrice

x = e cos bt,
y=ecYsinbt, teR,

cu a st b parametri reali. Aratati ca unghiul dintre tangenta la curba in orice
punct M al sau $i raza vectoare OM este constant.

11
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i 0 /

Figura 6: MO -MN =1
Rezolvare. Notim cu ¢ unghiul dintre vectorii @ = /i + ¢/J si ¥ = i + yj.
Se arata prin calcul ca

<V, 7> xx' +yy B a
vl|7] Va2 +y?t Va + b2

Exercitiul 3. Se considera curba I data de ecuatiile parametrice

) {x = sin 2t,

= const.

cosp =

y =sint, teR.

a) Aratati ca I' este o curba algebrica de grad 4, adica are o ecuatie implicita
F(z,y) =0 cu F un polinom de grad 4;

b) Reprezenati grafic curba I' ca reuniune de arce explicitate x = x(y);

d

)

¢) Reprezenati grafic curba ca reuniune de arce explicitate y = y(z);
) Scriefi ecuatia tangentei in punctele in care I intersecteaza prima bisectoare;
)

e) Determinati punctele de pe curba in care tangenta are panta %;

x

Rezolvare 1. a) Din z = sin2t = 2sintcost = 2y cost rezulta cost = 3y

iar din sin®¢ + cos?t = 1 obtinem ecuatia implicitd a curbei I’
4yt —4y* + 27 = 0.

b) Rezolvam ecuatia de mai sus in necunoscuta y. Obtinem x = +2y+/1 — 32,
deci I' este formata din doua arce simetrice in rapot cu axa Oy.
Studiem functia

x(y) =2y/1 —9y%, ye[-1,+1].

12
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Figura 7: z(y) = £2y+/1 — y?

Calculam derivata
2(1 —2¢%)

z'(y) :ﬁ’

si obtinem urmatorul tabel de variatie:

ERNE —2 0
@) [\W\\ [ -« — 0 + F + — oo [\W\
o) [N\ [0 N, -1~ 0 N 0 W

In F igura 7, graficul x = 2y./1 — y? este reprezentat cu rosu, iar graficul

r = —2y\/1 — y? cu albastru.

¢) Rezolvam ecuatia bipatrata 4y* —4y? 4+ x? = 0 in necunoscuta y si obtinem

v +1 W
0
—1

1£+V1— a2

Y1234 = L 5

Cele patru grafice x = y; 234(x) sunt redate cu culori diferite in Figura 8.
d) Gradientul lui F' este

OF - O0F- - -
v 5 T xi + (16y° — 8y),

deci ecuatiea tangentei intr-un punct regulat (xg,y0) € I' este
20(x — @o) + (1635 — 8y0)(y — vo) = 0.

Punctele de intersectie cu prima bisectoare le gasim rezolvand sistemul

4yt — dy® + 22 =0,
Y=
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sl gasim trei puncte: M o (:i:\/Tg, j:“/Tg) si 0(0,0).

Pentru tangenta in M; (73, 73> obtinem ecuatia
3v3
T4 2y — 3V _ 0,
2
iar pentru Mo (—73, —73>
3V3
T+ 2y + V3 _ 0.

2

Figura 8: y(z) = 44/ V=2 VQI_”Q

In punctul O(0,0) gradientul lui F' se anuleaza, nu putem folosi rezultatele
stabilite pentru puncte regulate, observam totusi ca originea este un punct de
autointersectie a curbei I', in care se intersecteaza arcul neted

r=x1(x) = 2yy/1 — y?
r=x9(x) = —2yy/1 — 3%

Tangenta la primul arc in yy = 0 are ecuatia

cu arcul

r—0=210)(y—0) & z—2y=0,
iar la al doilea arc
r—0=250)(y—0) & z+4+2y=0

e) Vom folosi ecuatiile parametrice. Avem

{x’(t) = 2cos 2t,

y'(t) = cost, teR.
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Panta tangentei la momentul ¢ este

dy y'(t)  cost
dr — 2/(t)  2cos2t’

astfel ca avem de rezolvat ecuatia

cost 1
= — & 2cost =2(2cos’t — 1
2cos2t 2 cos (2 cos )

< 2c08’t —cost—1=0< cost =1 sau cost = 5

In primul caz, cost; = 1 implica ¢; = 2kx si, prin urmare, obtinem punctul
0(0,0), iar in al doilea caz, costy = —% implica

2(ty) = 2sintscosty = —sinty = —y(ty),

deci gasim cele doua puncte de intersectie cu a doua bisectoare, altele decat

0(0,0), si anume
V3 _V3
Maa (iTFT -

In Figura 8 sunt trasate si cele trei tangente de panta m = —

[
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