Tutorial 2. Derivarea = integrarea !

Dorim sa evidentiem aici faptul ca derivarea si integrarea functiilor reale sunt
operatii inverse, Intr-un sens care urmeaza a fi precizat.

Incepem prin a reaminti formula Leibniz-Newton pentru functii f : I — R
continue pe un interval deschis I C R: daca functia F este o primitiva a lui f,
mai precis dacd F € CY(I,R) si F' = f, atunci pentru orice a,b € I

/ F(s)ds = F(b) — F(a). 1)

In mod uzual, stabilirea formulei (1) are loc in trei pagi: primul, cel mai
dificil, consta in a demonstra

Teorema 1. Orice functie continud pe un interval [a,b] C R este integrabila
Riemann pe [a,b].

In pasul doi se arata ca integrala ca functie de limita superioara este o pri-
mitiva a integrantului:

Teorema 2. Fie tg € I fizat arbitrar. Daca [ este continua pe I, atunci

functia ® : I — R data de
t
- [ ss 2)
to

este bine definita pentru orice t € I, este derivabila st

(1) = f(t), (3)

pentru orice t € 1.
Justificare. Pentru orice ¢t € I avem

e S Y

Din teorema de medie pentru integrala Riemann a unei functii continue rezulta
ca pentru orice h # 0 exista 75, intre t si t + h astfel incat

t+h
[ stsds = e+ b 1) = fmn
t
si, prin urmare, tinand cont de continuitatea lui f,
@'(1) = lim f() = /(1)

Observatie. Functia ® este primitiva lui f care satisface conditia ®(¢y) = 0.

In sfarsit, la pasul trei stabilim formula Leibniz-Newton astfel: fie F' o primi-
tiva a functiei continue f. Fixam un to € I si folosim functia ® definita de (2).
Din (F — ®) = f — f = 0 wrmeaza ca F' = ® 4 ¢, unde ¢ este o constanta, de
unde obtinem

F@—F@z@@—mw=Lﬁ@m—ﬁﬁ@%:lﬂ@w
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Am demonstrat astfel formula Leibniz-Newton (1) pe care acum o scriem
intr-o forma in care nu mai apare functia initiala f.

Teorema 3. Dacd F : I — R este de clasa C* pe intervalul deschis I C R
atunci

| s = F ) - Fla). @

pentru orice a, b € 1.
Prin eliminarea functiei ® din relatiile (2) si (3) obtinem identitatea

g | 1es= o) 9

pentru orice t € I.

Evidentiem astfel faptul ca integrarea si derivarea sunt operatii inverse, in
urmatorul sens: derivata integraler ca functie de limita superioara este chiar
functia integrata, vezi relatia (5), iar integrala derivatei unei functii este egald
cu diferenta valorilor functiei in capetele intervalului, vezi relatia (4).

Sa observam ca metoda de calcul a integralei definite bazata pe formula
Leibniz-Newton este varianta infinitezimala a metodei sumelor telescopice: daca
avem de calculat suma '

=n
> f;
i=1

vom cauta un gir (F;) astfel incat sa avem descompunerea
fi:AE:E_E—la Z.:]_,Q,...,TL,

si atunci
d fi=(Fi—FR)+(FR-F)+-+(F,—F)=F, - F,
i=1

altfel scris '
STVAF) = F, — Fo. (6)

Exemplu. Suma

1
S":Zi(i—l—l)

=1

poate fi calculata cu descompunerea

astfel

(Lot
n n+1) n+1



Am aratat ca

3

n

Z:112%—1 n—l—l7

(7)

pentru orice n > 1.

Analogia dintre formulele (4) si (6) nu este intamplatoare, ea conduce la
urmatoarea demonstratie directa a Teoremei 3: fie

So=a<8<---<8,=b

o diviziune oarecare a intervalului [a,b]. Aplicand teorema cregterilor finite pe
fiecare subinterval [s;_1, s; | obtinem existenta punctelor o; € [s;_1,s;]| in care

dF< ) F(SZ) — F(Si—l) AF(SZ)

—I\0;) = = )

ds S; — Si—1 As;

pentru fiecare © = 1,2,...,n. Suma Riemann corespunzatoare acestor puncte

intermediare devine o suma telescopica si poate fi calculata:

1=n

i le—];(ai)(si —8i1) = Z AF(s Z AF(s;) = F(b) — F(a).

=1 =1

Funct1a este integrabila fiind continua, exista deci integrala

dF
ds=1¢€R
/ads()s €

si, deoarece pentru orice diviziune a intervalului [a, b], oricat de fina, se pot alege
punctele intermediare astfel incat suma Riemann corespunzatoare lor sa fie egala
cu F(b) — F(a), rezulta egalitatea dorita, I = F(b) — F'(a).

Demonstratia de mai sus justifica urmatorul calcul formal in care simplificam
cu ds:
/ —ds—/ dF = F(b) — F(a).

Sa observam acum ca gi formula (5) are un analog discret, si anume principiul

de sumare: suma -
Sa=> fi=fit - +fa
i=1

se calculeaza prin relatia de recurenta
Spn=5S1+fo, n=12,...,
cu Sy = 0, relatie care poate fi scrisa sub forma S,, — S,,_1 = f,, adica
A(SZLf) = fae (8)
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Exemplu. Sa verificam relatia precedenta pentru suma (7). Avem

n n—1 n?>—(n*>-1) 1
Sn_Sn_l_n+1_ n  n(n+1) —n(n—l—l)—f"

pentru orice n > 1 si Sy = 0, de unde, la nevoie, se poate trage concluzia ca
propozitia (7) este adevarata pentru orice n € N*.

Observatie. In cele doua exemple de mai sus am gasit pentru sirul f; = 2(1%1)
doua primitive discrete: sirurile F; = —i%l siS; = Hil, despre care am aratat
ca AF; = AS; = f;, pentru orice 1 > 1. Sa vedem daca diferenta lor este o
constanta. Intr-adevar, avem

pentru orice ¢ € N.



