Tutorial 3. Functia exponentiala

Deoarece functia exponentiala joaca un rol foarte important in teoria ecuati-
ilor diferentiale, vom prezenta aici o modalitate de definire riguroasa a ei. Mai
mult, aceasta definite poate fi extinsa, dupa cum vom vedea mai tarziu, la cazul
functiilor matriceale (si nu numai).

Fie a > 0 un numar real fixat arbitrar. Dupa cu gtim, puterile cu exponent
natural nenul ale lui a se definesc prin repetarea iInmultirii

@ a-a-... -adenor, (1)

si au proprietatea fundamentala

a™t" =a" - a", (2)
pentru orice m,n € N*. Puterile cu exponent intreg se definesc astfel incat
egalitatea de mai sus sa fie respectata pentru orice m,n € Z. In acest caz, din
40 — a0 rezultd a® = 1, iar din 1 = a° = """ = ¢"¢™" wrmeazi
cd a~" = . Extindem deci definitia (1) cu a® L sia™ o - pentru orice
n € {1,2,3,...}, si observam imediat ca egalitatea (2) are loc pentru orice

Mai departe, definim puterile cu exponent rational astfel incat egalitatea (2)
sa fie iarasi satisfacuta, acum pentru orice m,n € Q. Pentru inceput, sa observam
ca pentru orice exponent natural fixat n € N*, functia putere

a € (0,+00) - a=a" € (0,400)
este bijectiva, si definim functia radical ca fiind inversa functiei putere:
a=a"<a= .

Acum, cu rationamente de forma
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ajungem la definitia bine-cunoscuta
b def
atr = v/ap,

pentru orice p € Z si ¢ € N*. Am construit astfel, din aproape in aproape,
functia exponentiala de argument rational

z:Q = (0,+00), z(t)=d" =at :Wpentrutzg, (3)
q

care verifica ecuatia
z(t +s) = z(t)z(s), (4)

pentru orice t, s € Q si, in plus, satisface conditia

z(1) = a. (5)



Pentru a defini puterile lui a cu exponent real, vom arata ca functia (3) poate
fi prelungita prin continuitate, in mod unic evident, la Q = R.

O cale ar fi sa stabilim continuitatea functiei (3) pe Q si apoi sa aratam ca,
pentru orice t € R\ Q, exista si este finita limita

lima" &< x(t),

r—t
dar preferam sa pastram abordarea de la extinderele precedente: vom arata mai
intai ca exista o functie continua (chiar analitica) = : R — (0, +00), care verifica
ecuatia functionala (4) pentru orice t,s € R si satisface condifia initiala (5), si
apoi vom observa ca, prin rationamente de tipul

2(2) = 21+ 1) = a(1)a(1) = 2*(1),
s.a.m.d., se deduce pas cu pas ca

x(t) = (z(1))", (6)

pentru orice t € Q. Cum z(1) = a, rezulta ca x = z(t) este prelungirea cautata.

Avem de rezolvat deci

Problema 1. Sa se determine toate solutiile ecuatiei functionale (4) in clasa
functiilor analitice! pe R.

Rezolvare. 1. Forma solutiei. Fie x = x(t) o solutie analitica a ecuatiei
(4). Din z(t) = x(t + 0) = x(¢)x(0) pentru orice t € R, rezulta x(0) = 0 sau
x(0) = 1. In primul caz rezulta ca z este functia nula, care verifica ecuatia dar
care nu ne intereseaza, aga ca in continuare vom considera cazul z(0) = 1.

Pentru orice t € R avem

t —x(t —
lim Z(02(5) x““m:x@mnﬁﬂ—ﬂgzx@y@.
s—0 S s—0 S
Notam A = 2/(0) € R si observam ca functia x = x(t) este o solutie a ecuaties
diferentiale

2'(t) = Ax(t), t € R, (7)

care satisface conditia initiala
z(0) = 1. (8)

Vom arata ca pentru orice A € R, problema data de relatiile (7) si (8) admite
o solutie analitica © = x,(t) pe care o vom cauta sub forma seriei de puteri

rx(t) = ag + art + ast? + ast® +--- . 9)

Derivam seria (9) termen cu termen

2\ (t) = lay + 2ast + 3azt® + dagt® + - --

! Amintim c# o functie z : I — R, cu I un interval, este analiticd pe I daci este de clasi
C™ pe I si este dezvoltabila in serie Taylor in orice ¢t € 1.



si, dupa ce o introducem in ecuatia (7) si identificam coeficientii, obtinem relatiile
1CL1 = /\ao, 2@2 = )\CLl, 3@3 == )\CLQ, e

de unde urmeaza ca

n
ap = m&o, pentru orice n =0,1,2,....

In final, din ap = 2(0) = 1 urmeaza ca

A N2 N3 Wt
ST TR TR TR

Calculam raza de convergenta:

wa(t) =1+ (10)
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si obtinem p = 400. Urmeaza ca functia x = x,(¢) este bine definita de relatia
(10) pentru orice t € R si, mai mult, este de clasa C*°, ca suma a unei serii de
puteri. Pana acum am aratat ca, in clasa functiilor analitice, problema (7) si (8)
are cel mult o solutie.

I1. Verificare. Consideram acum functia x = x,(¢) ca fiind definita de relatia
(10) si observam usor, prin derivare termen cu termen, ca ea verificd ecuatia
diferentiala (7) si conditia initiala (8). Vom dovedi prin calcul direct ca ea
verifica si ecuatia functionala (4). Aplicam teorema lui Mertens pentru produsul
dupa Cauchy a doua serii si, folosind formula binomului lui Newton, obtinem:
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pentru orice t, s € R, deci = z,(t) este o solutie a ecuatiei (4).
A mai ramas de aratat ca x = x,(t) este functie analitica pe R. Pentru
aceasta vom defini mai intai functia exponentiala

def
expt = xx=1(t),
adica
2 4
def 3

t t
exptzl—f—ﬂ—f—j—l—g—l—z—l—---, (11)

pentru orice t € R, si observam ca

x)\(t) = exp At, (12)

pentru orice t € R.
Stim deja ci exp’t = expt pentru orice t € R, prin urmare exp™ t = expt
pentru orice ¢t € R gi n € N*. Rezulta ca pe orice interval compact [a,b] C R
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derivatele functiei x = expt sunt uniform marginite in raport cu n i ¢, de unde
tragem concluzia ca functia exponentiala x = expt este analitica pe R si, odata
cu ea, toate functiile x,(t) = exp At, pentru orice A € R.

Am rezolvat Problema 1, mai ramane sa aratam ca pentru orice a > 0 exista

A € R astfel incat functia @ = x,(¢) sa verifice conditia (5). Din (12) rezulta
echivalenta

z)(l) =a < exp A =q, (13)

si astfel avem acum de rezolvat

Problema 2. Sa se arate ca functia exp : R — (0, +00) definita de formula
(11) este bijectiva, cu inversa derivabila.

Rezolvare. Din (11) este evident ca lim;, ., expt = 400 si, prin urmare,
tinand cont de (4), avem lim; , . expt = lim;_,, exp(—t) = %o = 0. Analog,
expt > 0 pentrut > 0 si expt = th) > 0 pentru t < 0. Urmeaza ca exp’t =
expt > 0 pentru orice ¢t € R, deci functia este strict crescatoare gi continua, prin

urmare este bijectiva de la R la exp(R) = (exp(—00), exp(+0o0)) = (0, +00).

Definim functia logaritm natural In : (0,400) — R ca fiind inversa functiei
exponentiale z = expt, adica prin echivalenta

expt=r<t=Inz,

pentru t € R gi € (0,+00). Deoarece derivata functiei directe z = expt nu
se anuleaza nicaieri, sunt indeplinite, in vecinatatea oricarui t € R, ipotezele
teoremei de inversare locala, de unde rezulta ca functia inversa ¢t = Inx este
derivabila. Mai mult, derivand in raport cu variabila x identitatea

x = exp(Ilnz), pentru orice z € (0, +00),

obtinem
1 =exp'(lnz)In’z =exp(lnz)In’z =xInx,
si deci
In'z ==,
T
pentru orice z € (0, 4+00).

Echivalenta (13) poate fi continuata acum astfel
zy(l) =a s expd=a & A =lna, (14)

si, In consecinta, am aratat ca, pentru orice a > 0, functia z,(t) = exp At cu
A = Ina este o solutie continua pe R a ecuatiei functionale (4) care satisface
conditia initiala (5), agadar ea este unica prelungire prin continuitate a functiei
t € Q — a' € (0,400). Din acest motiv ea este notatd tot cu a' si deci, prin
definitie

at Tma(t) = exp(tlna), pentru orice t € R. (15)

In final, definim numarul lui Euler, e, prin

def def 1 1 1 1
lne:1<:>e:exp1:1+ﬁ+§+§+a+“-, (16)



si observam ca, din (15), urmeaza
_ ot
expt =e,

pentru orice t € R, altfel spus, functia x = exp t este prelungirea prin continuitate
a functiei t = 2 € Q — e = Ver € (0, +00).

In concluzie, pentru orice a > 0, functia exponentiala x(t) = a' se defineste
prin egalitatea

at — etln(z7

pentru orice ¢ € R, unde
t
t— — —_— —_— —_— . ..
=1t tgtg Tyt tER,

iar functia ¢ = Inz este inversa functiei r = €’.



