Tutorial 4. Functiile circulare sinus si cosinus

Functiile trigonometrice se mai numesc si functii circulare deoarece definitiile
lor clasice, date pentru unghiurile ascutite ale unui triunghi dreptunghic, au fost
extinse la unghiuri de orice marime cu ajutorul cercului de raza 1 centrat in
origine, € (0O, 1), numit cercul trigonometric.
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Figura 1.

Notam cu A(0, 1) intersectia cercului trigonometric cu semiaxa Ox si con-
sideram un punct M € %(O, 1) situat in primul cadran, avand proiectiile X si Y
pe axele de coordonate. Notam cu ¢ masura unghiului <AOM care, dupa cum
se stie, este prin definitie egala cu masura arcului AM.

Pozitia lui M pe cercul € (0O, 1) este unic determinata de marimea lui ¢, din
acest motiv consideram coordonatele lui M ca functii de ¢ i le notam cu x = (t)
sty =y(t), adica M = M(x(t),y(t)).

In cazul in care <AOM este un unghi ascutit, aplicand in triunghiul drept-
unghic AOX M definitiile clasice, obtinem
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Aceste relatii au fost luate ca definitii ale functiilor sinus gi cosinus pentru
orice t € R. Mai precis,
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pentru orice t € R, unde z = z(t) §i y = y(t) sunt coordonatele punctului
M = M(z(t),y(t)) corespunzator lui ¢ € R pe cercul trigonometric parcurs in
sens antiorar.

Din definitia (1) deducem imediat ca functiile sinus si cosinus sunt periodice
si au valorile in intervalul [—1,1]. Pentru a determina, prin calcul, aceste valori
avem nevoie de doua ecuatii.

Prima ecuatie este imediata: M € €(0, 1) insemna OM = 1, adica

2*(t) +y*(t) = 1, (2)

pentru orice t € R. -

Pentru a obtine o a doua ecuatie, notam cu s(t) lungimea arcului AM si
observam ca marimile ¢ §i s(t) sunt direct proportionale, ceea ce Inseamna ca
exista k > 0 astfel incat

s(t) = kt,

pentru orice t € R. Daca masuram unghiurile in gradele sexazecimale, pentru
t = 360° arcul AM corespunzator acopera tot cercul, deci s(t) = 2nr = 27 §i
obtinem

b — s(t) B 2i
¢ 360’
de unde rezulta ca
2
s(t) = —t,
360

pentru orice t € R. Se poate continua si asa, dar aceasta valoare a constantei
k complica mult calculele care urmeaza. Din acest motiv, in secolul al XIX-lea,
s-a introdus o noua unitate de masura a unghiurilor, si anume radianul, special
aleasa pentru a avea k = 1.

Dupa cu se stie, radianul este unghiul la centru care subintinde un arc de

lungime egala cu raza cercului. Asadar, pentru ¢; = 1 rad, lungimea s(t;) a

s(ta)

——
arcului AM; corespunzator este egala cu r = 1, prin urmare k = i

avem egalitatea

=1si

s(t) =t, (3)
pentru orice t € R. Altfel spus, pe cercul de raza 1, lungimea oricarui arc este
numeric egala cu masura sa in radiani.

In continuare vom mésura unghiurile numai in radiani, cum de altfel se pro-
cedeaza in toata analiza matematica.

Ca sa putem efectua calculele, vom presupune ca functiile x = z(t) siy = y(t)
sunt analitice pe R si, dupa ce le vom determina, vom arata ca ele au proprietatile
definitorii date de relatiile (2) si (3).

In aceste ipoteze, lungimea arcului AM se caleuleazi cu integrala

t
s(t) = [ V() +y(s)ds,
0
de unde, derivand si tinand cont de (2) obtinem

22(1) + (1) = 1, (4)
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pentru orice t € R.

Interpretarea cinematica a relatiilor de mai sus este simpla: daca consideram
t ca fiind timpul, atunci punctul M (z(t),y(t)) se migca uniform (adica cu viteza
constanta in modul) pe cercul €(0O,1). Relatia (2) arata ca vectorul sau de
pozitie

-

— -
7=0M =z(t)i+y(t))
are modulul constant egal cu 1, iar (4) arata ca si vectorul viteza
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are modulul 1 pentru orice t.
Derivand relatia (2) obtinem

(7, 0) = x(t)2'(t) + y(t)y' (1) = 0, ()

pentru orice t € R, adica 7 L v, aga cum era de asteptat: se stie ca vectorul viteza
are directia tangenta la traiectorie, iar tangenta la un cerc este perpendicuara pe
raza dusa in punctul de contact.

Din (2), (4) si (5) deducem ca in Figura 1 paralelogramul OMV M’ este

un patrat, urmeaza ca triunghiul AOY’M’ poate fi obtinut prin rotirea in sens

trigonometric cu § radiani a triunghiului AOXM, si cum M’ este punctul de

coordonate (z'(t),y'(t)), obtinem egalitatile

(6)

valabile pentru orice t € R.
Sa observam ca la momentul initial ¢ = 0 avem M = A, adica z(0) = 1 si

y(0) = 0.
Din (6) deducem imediat ca atat x = x(t), cat si y = y(t), verifica egalitatea

u’(t) = —u(t), (7)

pentru orice t € R, numai valorile initiale fiind diferite:

si, respectiv
y(0) =0, y'(0) =2(0) = 1.

Rezolvam ecuatia diferentiala (7) cautand functia necunoscuta sub forma unei
serii de puteri
u(t) = ag + art + agt® + ast® + ...

Derivam termen cu termen, avem

U/(t) = 1&1 + 2a2t -+ 3G3t2 -+ 4&4t3 + ...



si
u'(t) = 1-2a9 +2- 3ast + 3 - 4agt®> + 4 - 5ast® . ..

Introducem aceste serii in ecuatia (7) si indentificam coeficientii, obtinem relatiile

as —ﬁao
asz = —ﬁm
ay = —3%4@2 (8)
a5 = —ﬁag

In cazul u = 2 avem ao = 2(0) = 1 si a; = 2/(0) = 0 de unde, rezolvand
sistemul (8) din aproape in aproape, deducem in final ca functia z = z(t) are
forma

_ Lo, 14 1
Analog, pentru u = y avem ag = y(0) = 0 si a; = 3/(0) = 1 si obtinem
1 1 1 1
yt)= —t — =t + =t — =t + ... (10)

1! 3! 5! 7!

Pentru a determina raza de convergenta a seriei (9) notdm s = —t* i obtinem
seria de puteri

1 1, 1 4
1+ —=s+—5"4+—5"+...

2! 4! 6!
pentru care
1
1 Ly &2 . 1
— = lim ~—— = lim =
poonTR G n—o (2n 4+ 1)(2n + 2)
si deci p = oo atat pentru seria in s cat gi pentru cea initiala. Un calcul

asemanator ne arata ca si seria (10) este convergenta pentru orice ¢ € R.

Am aratat pana acum ca, daca z = x(t) si y = y(t) sunt analitice pe R si
verifica relatiile (2) si (3), atunci ele au forma (9) si (10).

Reciproc, consideram acum ca x = z(t) si y = y(t) sunt definite de seriile
de puteri (9) si (10), despre care stim ca au raza de puteri infinita. Rezulta ca
x = z(t) si y = y(t) sunt indefinit derivabile pe R si pot fi derivate termen cu
termen. Derivand seria (9) obtinem
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si, analog, prin calcul direct,



pentru orice . Am aratat ca functiile x = z(t) si y = y(t) verifica sistemul
de ecuatii diferentiale (6). Sa observam ca sunt verificate si conditiile initiale
x(0) =1 i y(0) = 0.

Pentru a verifica relatia (2), calculam

Zf(ﬂf?(t) +y(t) = 22()2'(t) + 2y () () = —2x(t)y(t) + 2y(t)x(t) = 0,

pentru orice t, deci
2%(t) + y*(t) = const. = 22(0) + y*(0) =1,

de unde urmeaza si

2%(8) + () = (=y(0)* + (2(1)* = 2%(8) + 47(8) = 1,
pentru orice t.

Din ultima relatie deducem ca §'(t) = 1 pentru orice t € R, de unde urmeaza
ca s(t) = t+c, cu c o constanta pe care o determinam tinand cont ca (x(0),y(0)) =
(1,0) implica s(0) = 0, si prin urmare ¢ = 0.

Am aratat astfel ca functiile z = x(t) si y = y(t) definite de seriile de puteri (9)
si (10) verifica relatiile (2) si (3), deci punctul M (z(t),y(t)) este, pentru fiecare t,
chiar punctul corespunzator lui ¢ pe cercul trigonometric si atunci coordonatele
lui sunt = cost si y = sint.

In concluzie, functiile circulare cosinus si sinus se definesc pe cercul trigono-
metric ca fiind coordonatele punctului M corespunzator unghiului <AOM. Daca
notam cu ¢t masura in radiani a unghiului <AOM , atunci
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cost = _E+I_@+'“
) t ottt
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357!

si, mai mult, au loc urmatoarele formule de derivare
cos't = —sint
sin’t = cost,

pentru orice t € R.
Celelalte proprietati ale functiilor circulare, cum ar fi formulele

sin(t + s) = sint cos s + costsin s
cos(t + 8) = costcos s — sintsin s,

de exemplu, pot fi demonstrate folosind definitiile lor clasice sau, mult mai ele-
gant, folosind formula lui Euler

e = cost + isint,

dar pentru aceasta va trebui sa definim riguros, intr-un alt tutorial, functia
exponentiala in multimea numerelor complexe.



