Tutorial 5. Principiul contractiilor

Principiul contractiilor este o abstractizare a metoder aproximatiilor succesive,
metoda utilizata in mod empiric inca din antichitate pentru rezolvarea ecuatiilor
numerice, i care a fost utilizata cu succes, de exemplu, si de catre Johannes
Kepler in 1621 la determinarea pozitiei planetelor pe orbita, rezolvand in mod
iterativ ecuatia care astdzi 1i poartd numele!:

E=M+¢esinF.

In cazul ecuatiilor diferentiale, metoda aproximatiilor succesive a fost in-
trodusa de Joseph Liouville in 1837 si dezvoltata sistematic de Emile Picard
incepand cu anul 1890.

Metoda consta in determinarea puntelor fize ale unei functii f, adica a solutiilor
ecuatiei

z = f(z),

prin trecere la limita in relatia de recurenta
Tpi1 = f(z,), n=0,1,2...,

care defineste sirul aproximatiilor succesive asociat functiei f.

Cerinta minimala pentru ca metoda sa functioneze este ca f sa fie continua,
aceasta asigura faptul ca limita girului (x,,), daca exista, este punct fix pentru f,
dar ea nu asigura si convergenta lui (x,,).

Dintre conditiile suplimentare care sa asigure convergenta metodei, una s-
a dovedit aplicabila intr-o clasa larga de situatii, si a fost formulata in cadrul
abstract al spatiilor liniare normate de catre Stefan Banach in teza sa de doctorat
publicata in 1922: daca f : X — X este lipschitziana cu constanta Lipschitz
strict subunitard, adica dacd este o contractie, iar spatiul liniar normat (X, ||-|)
este complet, atunci f are un punct fir unic x* € X, s oricare ar fi termenul
mitial xog € X, sirul aproximatitlor succesive converge la x*.

Scopul nostru aici este sa demonstram riguros acest rezultat, numit astazi
Teorema de punct fiz a lui Banach sau Principiul contractiilor, si sa prezentam
cateva aplicatii ale lui.

§1. Metoda aproximatiilor succesive

incepem prin a prezenta metoda aproximatiilor succesive, si am ales ca prim
exemplu o metoda antica de aflare a radacinii patrate, metoda care apare in
scrierile ramase de la Heron din Alexandria (circa 10 — 70 d.H.) si anume chiar in
Metrica, o culegere de formule si metode de calcul pentru lungimi, arii si volume,
multe dintre ele preluate de la babilonieni.

Exemplul 1. Fie ¢ > 0 un numar fixat. Pentru a afla radacina patrata a lui
a procedam astfel: consideram ca aproximatie initiala un numar oarecare x > 0
i calculam numarul a/z, catul impartirii lui a la x. Daca cele doua numere

'Necunoscuta E este un unghi numit anomalia excentricd, M este anomalia medie iar
e € (0,1) este excentricitatea orbitei.



sunt egale, ne oprim, deoarece in acest caz 2% = a, altfel consideram ca valoare
aproximativa media aritmetica a acestor doua numere, adica pe

s (#+3)
2 x/’
si cu aceasta noua aproximatie repetam pasul precedent. Indiferent de valoarea

initiala a lui z, aproximatiile obtinute sunt din ce in ce mai aproape de radacina
lui a.

Cu alte cuvinte, in limbajul matematic actual, avem urmatoarea metoda
iterativa: plecam cu un xg > 0 orecare si calculam, succesiv, termenii girului

1
:I;nH:g(a:n—i-mi),n:0,1,2,.... (1)

Obtinem un gir convergent la un numar x* > 0, iar acesta verifica in mod evident
ecuatia limitet
1 a
x
de unde rezulta ca x* = y/a. Vom opri calculul efectiv al aproximatiilor z,, cand
observam ca s-au “stabilizat” un numar suficient de zecimale.
De exemplu, pentru a = 16 si x¢ = 29, se obtin urmatoarele 10 valori calculate
cu 12 zecimale exacte;

x0=29
x1=14.7758620689655
x2=7.92935460507786
x3=4.97358665247226
x4=4.09529048512717
x5=4.0011086242342
x6=4.00000015358839
x7=4

x8=4

x9=4

Sa observam ca ecuatia
2 =a

a fost pusa sub forma unei probleme de punct fix

z = f(z),
pentru functia f : (0, +o00) — (0,400) data de

fy =g (e +2). )

Justificarea convergentei sirului (x,) este lasata cititorului, ea poate fi sta-
bilita, de exemplu, prin studierea marginirii si monotoniei girului, vezi Figura
1.

In final, precizam ca simpla transformare a unei ecuatii intr-o problema de
punct fix nu asigura succesul rezolvarii ei prin metoda aproximatiilor sucesive.



Figura 1: Metoda lui Heron, a = 16 si x¢ = 29.

De exemplu, tot ecuatia

x° = a,
pusa acum sub forma

a

r=—

x

conduce la urmatorul gir periodic de “aproximatii succesive”:

a a X a a
X1 =—, Tg=—=0a-— =Xy, T3=—=— =20T1,...,
i T a T9 ZTo
sir care este convergent numai daca este gir constant, adica daca aproximatia
initiala zy este chiar solutia cautata.

§2. Principiul contractiilor

Cadrul natural in care functioneaza metoda aproximatiilor succesive s-a dovedit
a fi cel al spatiilor metrice complete. Amintim ca un spatiu metric (X, d) se
numeste complet daca are proprietatea ca orice sir fundamental este convergent.

Spatiile numerice (R",d) si (C",d), dotate cu distanta uzuala, sunt spatii
metrice complete, la fel si spatiul functiilor continue C([a,b],R"), dotat cu me-
trica convergentei uniforme

d(z,y) = S lz(t) — y(®)]-
€la,

Aceste trei exemple sunt de fapt spatii liniare normate (X, | - ||), care sunt
spatii metrice complete in metrica indusa de norma, d(z,y) = ||z —y||. Un astfel
de spatiu normat este numit spatiu Banach.

Exista si exemple importante de spatii metrice care nu sunt complete, din-
tre care mentionam doar multimea numerelor rationale QQ, dotata cu metrica



obignuita, d(z,y) = , §1 multimea functiilor continue C'([a,b], R), inzestrata
cu metrica convergentei in medie,

d(z,y) / lz(t) — y(t)|dt.

Fie (X,d) un spatiu metric. Vom spune ca aplicatia f : X — X este o
contractie pe X, daca exista constanta Lipschitz q € [0,1) astfel incat

d(f(z), f(y)) < qd(z,y),

pentru orice z,y € X.

Principiul contractiilor are urmatorul enunt;:

Teorema lui Banach. Daca (X, d) este un spatiu metric complet iar aplicatia
f: X — X este o contractie, atunci f are un punct fir unic in X.

Mai mult, pentru orice punct inifial xg € X, sirul aproximatiilor succesive

{JI()GX (4)

Tn41 = f(xn)a ne N,

este convergent la punctul fix * € X al lui f, viteza de convergenta fiind data

de estimarea

d(l’o, Zlfl)

lL—gq

unde q € [0,1) este constanta Lipschitz a lui f.
Demonstratie. Consideram un punct zy € X fixat arbitrar si definim girul

() prin relatia (4). Vom arata, pentru inceput, ca (z,) este un gir Cauchy.
Deoarece f este o contractie, avem, pentru orice n € N,

d(Tny1, Tnya) = d(f(20), f(Tng1)) < qd(Tn, Tnyr),

de unde rezulta

d(z,,2*) < q", (5)

d(zp, Tpy1) < ¢"d(xo, 1),

pentru orice n € N. De aici obtinem imediat, pentru orice n,m € N cu n < m,

(T, Tm) Zd i, i) < d(x0, 1) Zq < fizl)q”- (6)

Am folosit majorarea data de suma seriei geometrice

care este convergenta deoarece constanta Lipschitz ¢ este in intervalul [0, 1).

. . . d v v R
Fie ¢ > 0 fixat arbitrar. Deoarece lim,,_,, (xlo—"’;l)q” = 0 rezulta ca exista un

ne € N astfel incat n > n. implica (fo’xl)q < e. Din (6) urmeaza ca, pentru
orice n > n. §i m > n., avem d(x,, x,,) < €, §i deci (x,,) este gir Cauchy. Spatiul
metric X fiind complet, rezulta ca (z,) este convergent, adica exista z* € X
astfel incat

lim z, = z*.
n—o0



In sfargit, deoarece f este o contractie, este continua i, trecand la limita in
relatia de recurenta (4), obtinem egalitatile
¥ = lim x,,; = lim f(z,) = f(lim z,) = f(z"),
n—oo n—oo n—o0

care arata ca x* este punct fix pentru f.
Pentru a demonstra unicitatea punctului fix, fie x** € X, cu * # 2™, un alt
punct fix al lui f. Atunci d(z*, 2**) > 0 gi obtinem imediat ca

d(a®, 2™) = d(f(x7), f(z™)) < qd(a", &™) < d(z7, 2™),

de unde rezulta o contradictie.
Estimarea (5) se obtine din (6) prin trecere la limita cu m — oo.
Observatie. In cazul cand X este un spatiu Banach, convergenta sirului
(x,) poate fi stabilita si prin convergenta seriei telescopice

+oo
Z(xn—i—l — Tn). (7)
n=0

intr—adevér, deoarece g < 1 si, pentru orice n,

Hxn+2 - $n+1H < QHxTHl - xn”?

aplicand criteriul raportului pentru seria numerica

+oo
D s — @l
n=0

obtinem ca aceasta este convergena, iar completitudinea spatiului X implica, mai
departe, convergenta seriei (7).
Exemplul 2. Definim f: C — C prin

f(z) =az+1,
unde
) (cos T tisin 7T)
a=— — —).
10 7 7
Deoarece

/() = )] = lalju = o] < 7olu o],

pentru orice u §i v din C, f este o contractie. Unicul sau punct fix este solutia
ecuatiei z = az + i, adicd z* =i/(1 — a), si acesta este limita sirului recurent

Znt1 =0azp +1, n=0,1,2 ..,

pentru orice data initiala zy € C.

Observatie. In practica, in cazul cand X este un spatiu metric foarte
mare, de exemplu un spatiu liniar normat, existenta unei contractii potrivite
pe intreg spatiul X este foarte putin probabila, si atunci se utilizeaza cel mai
adesea urmatoarea varianta:



Fie Xo C X o submultime inchisa a spafiului metric complet (X, d) si fie
f: Xo— X o aplicatie pentru care Xo este multime invarianta, adica

f(Xo) C Xo.

Daca f este o contractie pe Xq, atunci ea are un punct fix unic in Xj.
Justificarea este imediata: este suficient sa observam mai intai ca multimea
X, fiind inchisa in spatiul metric complet X, este la randul sau un spatiu metric
complet cu metrica indusa de X, si apoi sa aplicam apoi Teorema de punct fix a
lui Banach pe (Xy, d).
Exemplul 3. Reluam functia din Exemplul 1, f : (0,+00) — (0, +00) data
de

- 16+2).

i notam Xy = [/a, +00). Este usor de vazut ca f(Xy) C Xp si ca derivata

Fa=5(1-5%),

2

are valorile marginite
1

f,(.’L') S [07§>7

pentru orice x € X,. Din Teorema cresterilor finite, aplicata pe un interval
oarecare [z,y] C [v/a,+00), avem

7(@) — FW) = 1)z~ ] < 5la — 3,

si, prin urmare, f este o contractie pe Xy. Cum punctul fix al lui f in X, este
x* = y/a, rezulta ca girul lui Heron converge la radacina patrata a lui a, pentru
orice data initiala xo > /a.

Pentru zy € (0,+/a) avem z1 = f(z0) € Xy = [/a, +00) si In continuare sirul
se comporta ca in cazul precedent.

§3. Teorema lui Picard

Reluam demonstratia teoremei lui Picard data la curs, acum cu principiul con-
tractiilor, chiar daca, din punct de vedere istoric, sitautia este in ordine inversa:
metoda aproximatiilor succesive aplicata de Picard a condus, mai tarziu, la sta-
bilirea principiului contractiilor.

Consideram problema Cauchy

' = f(t,x)
{ v(a) = €. ®)

unde f: A — R" este o functie continua oarecare definita pe un cilindru inchis
A =[a,a+h]xB(r),

cu
B(&,r) = {x € R" pentru care ||z — &|| <},



si definim

M= sup |f(t,2)]| < +oo.
(t,x)eA

Mai mult, consideram ca f este lipschitziana in raport cu x pe A, mai precis:
exista L > 0 astfel incat pentru orice (¢,u), (t,v) € A, sa avem

1t u) = f(E0)]] < Lilu = of. (9)

Fie 0 € (0, h] fixat, deocamdata, arbitrar. Stim ca problema Cauchy (8) este
echivalenta cu ecuatia integrala Volterra

x(t)zf—l—/tf(T,x(T))dT, te€la,a+d]. (10)

Prin solutie a ecuatiei Volterra intelegem o functie x € C([a,a+ ], R") care
verifica egalitatea (10) pentru orice t € [a,a + J |, caz in care rezulta ca x este
de clasd C" gi verifica problema Cauchy (8).

Observam ca ecuatia (10) poate fi scrisa sub forma problemei de punct fix

r=T(2),

cux € C([a,a+ d],R"), daca prin I'(x) intelegem functia data de formula

¢
M@ =¢+ [ fra(r)dr, 1€ [aa ) (1)
Consideram spatiul X = C([a,a + §|,R™) dotat cu metrica convergentei
uniforme,
d(z,y) =z =yl = suwp |lz(t) =yl
tela,a+d]

si, pentru inceput, dorim sa gasim o submultime inchisa X, C X astfel incat sa
fie bine definita aplicatia = € Xy +— I'(z) € X.

Pentru ca I'(z)(t) sa poata fi calculat pentru orice t € [a,a+ |, este necesar
ca x(t) sa nu paraseasca bila B(§,r) din R”, adica

[e(t) =&l <7Vt [a,a+4],

relatie echivalenta cu

sup () — [l <.
te[a,a+d]

Definim asadar functia constanti & : [a,a+ 0] — R",

§(t) =& v,

si notdm cu Xo = B(E, 7) bila inchisa din C([a,a+ 6], R"), centratd in € € X si
de raza r:

B, r) = {z € C([a,a+ §],R") pentru care ||z — €l < r}.

Pentru orice z € Xy, functia I'(z) data de (11) este definita pe [a,a + 0] i,
mai mult, este continua. Am aratat astfel ca aplicatia

' Xo—X



este bine definita.
Acum ne propunem sa vedem in ce conditii submultimea inchisa X, este
invarianta, adica I'(Xy) C Xo. Pentru orice z € X, avem

IN(z) =&l = sup [T(@)(t) =€l < sup /WVT%)WW<5M

t€[a,a+4] tela,a+6]

Urmeaza ca, daca

T
< —
§< e (12)

atunci I'(z) € B(€,r) pentru orice z € B(E, 7).
In sfarsit, cerem ca I' sa fie o contractie. Pentru orice xz,y € Xj, avem
majorarile

IT@) ~ Tl = sup w/ (ry () — f(r.y(r))dr] <

te[a,a+4]

a+d
s/'|uvmv»—fvwv»MTSL6sm>nwﬂ—vas

T€[a,a+d]
< Lofz —yl,
si, prin urmare, pentru ca I' sa fie o contractie este suficient sa cerem
1
0 < —. 13
= (13)

Aplicand acum teorema de punct fix a lui Banach, obtinem urmatoarea vari-
anta a teoremei lui Picard:

Teorema. Fie f: A = [a,a+ h]x B(§,r) = R™ o functie continud pe A
care satisface conditia Lipschitz pe B(E,r), adica exista L > 0 astfel incat pentru
orice (t,u), (t,v) € A, sa avem

1 (8 u) = f(& o) < Lifu = ol

) r o1
6:m1n{h,M,ﬁ}.

unde M = SUP(t,z)eA ||f<t7 I)”
Atunci pe intervalul [a,a + &) problema Cauchy (8) are o solutie unica

" [a,a+ 6] — B(E,r)

si fie

si aceasta este limita uniforma pe [a,a + 0] a sirului de functii
x:la,a+ 8] — B r), k=0,1,2...,
definit recurent astfel

t
xk+1(t):£+/f(7',:z:k(7'))d7', pentrut € [a,a+4d],k=0,1,2...,

cuxg:[a,a+ 0] — B(&,r) o functie continud oarecare.
In plus, are loc urmatoarea formula de evaluare a erorii

lant) — o)) < 20 1

1—Lé 2k
pentru orice k € N git € [a,a+ 0].




84. Exercitii

Exercitiul 1. Fie X o multime nevida oarecare inzestrata cu metrica discreta

0, ==y,
d(ﬂf,y)={1 vty

Aratati ca (X, d) este un spatiu metric complet in care principiul contractiilor se
reduce la afirmatia banala: “orice functie constanta are un punct fix unic”.

Exercitiul 2. Fie X multimea sirurilor formate numai din 0 sau 1,
X ={z = (xp,21,79,...) cux; € {0,1}},

sified: X x X — RT data de
< |21 — Y
o) =30 ]
i=0

Aratati ca (X, d) este un spatiu metric complet in care operatorii de deplasare
la stanga si la dreapta, S si D, definiti de

r = (29,21, Ta,...) = S(x) = (r1,29,23,...)

si
r = (29,21, Ta,...) — D(x) = (0,20, 21,...),

sunt aplicatii lipschitziene, D fiind chiar o contractie. Studiati punctele fixe si
comportarea sirului aproximatiilor succesive pentru aceste doua aplicatii.
Exercitiul 3. Fie f:[a,b] > Rgi k:[a,b] X [a,b] — R doua functii continue
si A un numar real fixat.

Aratati, folosind principiul contractiilor, ca daca || este suficient de mic,
atunci exista o singura functie continua = : [a,b] — R care sa verifice ecuatia
integrala Fredholm

2(#) = F(£) + A / k(t, 5)2(s) ds, (14)

pentru orice t € [a,b].



