Tutorial 6. Convergenta uniforma

Consideram un interval inchis oarecare [a,b] C R si notam cu Fj, ;) multimea
tuturor functiilor definite pe [a,b] cu valori in R,

Flap) = {2 : [a,b] = R; z functie oarecare}.

Aceasta multime este organizata in mod natural ca spatiu liniar, definind
adunarea vectorilor gi iInmultirea vectorilor cu scalari prin

V:z:,y S F[a,b]? (LE—{—y)(t) = {E(t) +y(t)7 Vie [a7b]7 (1)
§1 Va € Flap, VA ER (Az)(t) = Ax(t), Vit € [a,b]. (2)

Acest spatiu liniar are dimensiune infinita: urmatorul sistem de vectori
2 k
1,0t 2, .tk

fiind, de exemplu, liniar independent.

Stim ca orice spatiul liniar peste R de dimensiune finita n este izomorf cu
R™ sa observam acum ca insusi R" poate fi definit ca un spatiu de functii:
daca N = {t1,ts,...,t,} C R este o multime cu n elemente oarecare, atunci
identificand orice functie  : N — R cu n-upla generata de valorile sale

x=(x(t1),x(ta), ..., (tn)) = (1,22, ...2,),

obtinem o identificare cu R", printr-un izomorfism de spatii liniare, a spatiului
de functii

Fy ={x: N = {t1,ts,...,t,} = R; z functie oarecare}.

Din acest motiv, vom spune ca vectorii x € F],3] au componentele x(t), cu
t €la,b],sicain (1) si (2) operatiile sunt definite pe componente.

Spatiul de functii Fj,;) are numeroase subspatii liniare de interes general,
dintre care mentionam:

Miap) = {x : [a,b] = R; 2 functie marginita},
Riap) = {x : [a,b] = R; z functie integrabila Riemann}
Clap) = {7 : [a,b] = R; x functie continua}.

si
Pap) =A{x:[a,b] = R; z functie polinomiala}.

Subliniem ca avem urmatoarele incluziuni de subspatii liniare
Plap) C Clap) C Riap) € Map) C Flap),

i amintim cd, de exemplu, Cp,p) este subspatiu liniar in F,;) deoarece orice
combinatie liniara a doua functii continue este o functie continua.



Dupa cum stim, convergenta unui sir de puncte din R™ este caracterizata
de convergenta pe fiecare componenta. Acest mod de a intelege convergenta
conduce in cazul spatiilor de functii la convergenta punctuala, definita de

Definitia 1. Sirul (xy), din Flap) converge punctual la x € Fy,p) daca

Vte[a,b], Ve>03k=k(te) a i k>k=|z,(t) —z(t)| <e.

Asadar,
xk—m:(:)Vte[a b, xp(t) = x(t).

[a,b

Convergenta punctuala este utila in multe situatii, ea este un prim pas in
definirea de noi functii ca limite de siruri sau, mai ales, ca sume de serii de
functii, dar are un mare neajuns: nu garanteaza transferul de la termenii sirului
la functia limita a proprietatilor de marginire, de integrabilitate Riemann sau de
continuitate.

Exemplul 1. Sirul

T (t) = {? he [(2

din Moz, are ca limita punctuald functia nemarginitd

]

1
k k=1,2,...,
2],

mﬂ&ﬂﬁR’ﬂﬂzﬁjzz2k

Sa observam ca toate functiile x; din exemplul de mai sus, fiind continue
pe portiuni, sunt integrabile Riemann pe [a,b], dar functia limitd = nu este
integrabila Riemann, fiind nemarginita. Convergenta punctuala nu pastreaza
deci nici marginirea, nici integrabilitatea Riemann.

Exemplul 2. Sirul z,(t) = t* din Cjo1) are ca limitd functia

0, t€[0,1)
1,t=1,

z:[0,1] - R, :U(t):{

care este evident discontinua int = 1.

Revenind la convergenta in R™, se poate verifica ugor ca aceasta poate fi
definita In mod echivalent cu oricare dintre urmatoarele trei norme uzuale

2]l = |z1] + - - - + [znl,
lll = \fat + -+ a3
sau
[z]] = max{|a],. .., [znl},
pentru x = (x1,Ta, ..., Ty).



Ultima dintre aceste norme poate fi extinsa usor la spatiul functiilor marginite
pe [a,b], maximul din modulele componentelor devenind in acest caz

]l = sup [z(t)], (3)

te[a,b]

pentru orice x € Mj,;). Vom numi aceastd norma norma supremum, si atragem

atentia ca, in cazul cand x € C[,p), supremumul din formula de mai sus este

chiar un maximum, fiind o valoare atinsa de functia continua t — |z(t)|.
Distanta indusa de aceasta norma pe M, ], i anume

d(z,y) = v —yll = sup |z(t) —y(t)],
t€la,b]
pentru orice z,y € M|, ), reprezinta abaterea mazima dintre punctele x(t) si y(t)
din R, cand ¢ parcurge intervalul [a,b]. Convergenta in M[,;) data de aceasta
distanta este chiar convergenta uniforma a sirurilor de functii:

% r e lim ||z, — 2] =04 lim sup |zi(t) — 2(t)| = 0. (4)
[a,b] k—o00 k—o00 te[a,b]

Sa amintim definitia convergentei uniforme in Fj,p):

Definitia 2. Sirul (zy)r din Fi.p) converge uniform la x € Fiqp) dacd

Ve>03k=Fk(e) a i k>k=|z(t)—x(t)] <e,Vt € a,b].

v V) v C.U. A . o
Este usor de vazut cd daca x;, — x In F],) atunci, mdcar de la un loc
[ab]

incolo, @, — x € M,y si are loc caracterizarea (4). Retinem: un sir de functii
(xy) converge uniform la o functie  daca si numai daca abaterea maxima

ap = sup |zx(t) — z(t)|
tela,b]

dintre termenii sai i functia limita tinde la zero.

Exemplul 3. Sirul xy(t) = tik din Cpa3) are ca limita uniforma functia nuld
deoarece abaterea mazxima

Q= sup
te[2,3]

=0

are limita zero pentru k — oo.

Convergenta uniforma implica, iIn mod evident, convergenta punctuala catre
aceeasi functie limita, dar reciproca nu are loc. Sirurile din Exemplele 1 si 2 sunt
punctual convergente fara sa fie si uniform convergente, deoarece in primul caz
ap = -+00 pentru orice k, iar in al doilea

ar = sup |xg(t) —z(t)] = sup |tk| =1,
t€[0,1] t€[0,1)

pentru orice k.



Exemplul 4. Sirul de functii

dkx(kx — 1), t 1
op(t) = I(“Tl borelogl s
0, te(4.2],

din Clopz1, are ca limita punctuald functia nula
x:[0,2] - R, =z(t)=0, Vte[0,2],

fara ca aceasta convergenta sa fie uniforma.
Intr-adevar, pentru orice ¢t € (0,2] alegem un k; > % si avem implicatiile

kE>k = te(1/k,2] = x4(t) =0,

deci limg_,o k() = 0. Int =0 avem z,(0) = 0 pentru orice k, deci sirul de
functii (zy) converge punctual la functia nula. Convergenta nu este uniforma
deoarece abaterea maxima

ar = sup |xg(t) — 0| = sup [|[dkx(kx—1)|=1, Vk>1,
t€[0,2] te[0,1/k]

nu tinde la zero.

Convergenta uniforma transfera marginirea, continuitatea gi integrabilitatea
Riemann:

Teorema 1. Fie (xy) un gir din Flap) care converge uniform la v € Fqp).
(1°) Daca x, € M,p) pentru orice k, atunci si limita x € Mj,p).

(2°) Daca xy, € Clap) pentru orice k, atunci i limita © € Clgp).

(3°) Daca xy, € Ryqp) pentru orice k, atunci x € Rqp) $i, mai mult,

lim / " ()t = / " b\t (5)

k—o0

Punctul (1°), transferul marginirii, este evident iar demonstrarea punctului
(2°) este simpla: presupunem ca sgirul (zj), din Cjep) converge uniform la un
x € Fl,p), ceea ce Inseamna ca

ar = sup |zk(t) — z(t)] — 0 pentru k — oo.
te[a,b]

Vrem sa aratam ca functia limita z este continua intr-un t* € [a,b] fixat
arbitrar. Folosind intercalarea

|(t) — x(t)] < |o(t) — 2p(O)] + |z (t) — 2e(t)] + |z (t?) — z(t7)]
obtinem ca
|2(t) — ()] < 200 + |wx(t) — 2x(t7)]; (6)

pentru orice k si orice t € [a,b].

Fie ¢ > 0. Deoarece limy_,, o = 0, exista un kg pentru care oy, < €/3, iar
pentru acest ko, deoarece functia x, este continua in t*, exista un 6 = d, () > 0
astfel incat |t — t*| < § implica |z, (t) — 2k, (t*)| < €/3. Din (6) urmeaza ca
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|t —t*| < & implica |z(t) — z(t*)| < 2¢/3+¢/3 = ¢, si astfel am aratat ca functia
x este continua in t*. Cum t* a fost fixat arbitrar, avem ca x este continua pe
[a,b].

A mai ramas de justificat punctul (3°). Demonstratia clasica utilizeaza Cri-
teriul lui Darboux de integrabilitate Riemann si se bazeaza pe compararea dife-
rentei dintre sumele Darboux superiora si inferioara pentru functia limita x cu
aceeasi diferenta pentru o functie zy,, cu ko suficient de mare.

Alici vom utiliza o alta abordare, pe baza Criteriului lui Lebesgue de integra-
bilitate Riemann, prezentat in continuare fara demonstratie. Sa precizam mai
intai notiunile necesare.

Definitia 3. O submultime E C R se numeste neglijabila daca pentru
orice € > 0 exista o familie cel mult numarabila de intervale I, C R astfel incat
E C Uil si )y, U(I1) < e, unde cu ((Iy) am notat lungimea intervalului Iy.

O afirmatie despre punctele unei submultimi A C R se spune ca este adevarata
aproape peste tot pe A daca este adevarata pentru orice punct din A\ E, cu £
o multime neglijabila.

Teorema 2. (Criteriul lui Lebesgue) O functie marginita x : [a,b] — R
este integrabila Riemann daca si numat daca este continua aproape peste tot pe
intervalul [a,b].

Pentru aplicarea acestui criteriu trebuie sa aratam mai intai ca o reuniune
numérabild de mulgimi neglijabile este neglijabild!. Fie F = UX ,E; cu Ej,
multimi neglijabile, ¥ = 1,2..., gi fie ¢ > 0 fixat arbitrar. Fiecare Fj ad-
mite o acoperire numarabila cu intervale {Iy,; h = 1,2,...} cu > ;7 (L) <
g/2k. Este evident ci pentru orice renumerotare {I;; j = 1,2,...} a familiei
dublu indexate {Iy;; k,h = 1,2,...} avem, pentru orice n > 1, Zij 1) <
S one /2% = e, de unde tragem concluzia ca FE este neglijabila.

Sa observam acum ca in demonstratia punctului (2°), pentru a obtine con-
tinuitatea functiei limita = intr-un punct t* oarecare, avem nevoie continuitatea
functiilor zx numai in ¢*, nu pe tot intervalul [a,b].

Acum (3°) se arata ugor: presupunem ca functiile z;, € Rjap), b = 1,2,...,
rezulta ca sunt marginite si, din Criteriul lui Lebesgue, urmeaza ca sunt continuie
aproape peste tot pe [a,b], adica sunt continue pe multimi de forma [a,b]\ Ej,
cu Ej submultimi neglijabile. De aici urmeaza ca in orice t* € [a,b] \ U2, Ej
toate functiile x; sunt continue si, prin urmare, x este continua in t*. Deoarece
Up2 | ) este neglijabild, ca reuniune numarabila de multimi neglijabile, rezulta
ca functia limita x este continua aproape peste tot pe [a,b], gi cum ea este
marginita (din (1°)), rezulta ca este integrabila Riemann.

In sfarsit, am aritat ci existd fabx(t)dt si astfel, din majorarea

/abxk(t)dt_/abgj(t)dt‘ < /ab|xk(t)—x(t)|dt§ak(b_a)’

obtinem relatia (5).

Atragem atentia ca convergenta uniforma conserva marginirea, continuitatea
si integrabilitatea, dar nu si derivabilitatea. In exemplul urmator avem un sir de

L Justificarea ar fi imediati daci am sti ca mulgimile neglijabile sunt de fapt multimile care
au masura Lebesgue nula si ca masura Lebesgue este o functie de multime numarabil subaditiva.



functii derivabile pe [ —1, 1] convergent uniform la functia z(t) = |t|, nederivabila
int=0.

Exemplul 5. Sirul z,(t) = ,/t2+% din Ci_11) are ca limita uniforma

functia x(t) = |t| deoarece abaterea maxima

1
\/t2+z—\/t_2 =

are limita zero pentru k — oo.

sup <

z 1
ko _ _—
te[—1,1] t2+%+\/t_2 - \/% \/E

Qo = sup
te[—1,1]

K

Conditiile suplimentare care trebuie adaugate convergentei uniforme pentru a
garanta transferul derivabilitatii se pot afla din tratatele de analiza matematica,
noi acum incheiem expunerea prin enuntarea urmatorului rezultat remarcabil,
care afirma in esenta ca spatiul C, 5] este inchiderea lui P, 5) in topologia indusa
de norma supremum:

Teorema de aproximare a lui Weierstrass. Orice functie continua
x:[a,b] = R este limita uniforma a unui ir de functii polinomiale.



