Tutorial 7. Functia exponentiala in C

Am vazut intr-un tutorial anterior ca, in cazul functiilor reale, functia ex-
ponentiald z(t) = e* poate fi definitd, pentru orice a € R fixat, ca fiind unica
solutie a problemei Cauchy

' = ax

z(0) = 1.

Vom arata in continuare ca acesta cale poate fi urmata si pentru a defini functia
exponentiala in multimea C a numerelor complexe.
Dotam C cu distanta uzuala

d(z1,22) = |21 — 2| = \/(5’31 — 22)* + (11 — ¥2)°,

pentru orice z; = x1 + 1Yy Si 22 = X9 + 1Yo, si observam ca din punctul de vedere
al convergentei, C coincide cu R?.
In consecinta, continuitatea si derivabilitatea functiilor de argument real cu

valori complexe
z: I CR—->C

se caracterizeazi pe componente, ca si cum ar fi functii de la R la R?, adica:
functia z(t) = z(t) + iy(t) este de clasa C' daca si numai daca z(t) si y(t) sunt
clasa C' ca functii de la R la R si, mai mult, avem formula de derivare

(w(t) + iy(8)) = /(1) + iy (1)
Prin urmare, ecuatia diferentiala
2= f(t,2),
cu functia necunoscuta z(t) = z(t) +iy(t) sicu f: I x Q2 C Rx C — C de forma
F(t,2) = ult, =) + iv(t, 2),

este echivalenta cu urmatorul sistem de doua ecuatii diferentiale cu functii de la
R la R

{x’ =u(t,z,y)

y =v(t,z,y).

Pentru un A = a + b € C fixat arbitrar, consideram problema Cauchy

2=z
{Z(O) =1 M)

si precizam ca prin solutie a acestei probleme intelegem o functie z : R — C de
clasi C' care satisface ecuatia 2/(t) = Az(t) pentru orice t € R si respectd data
initiala z(0) = 1.

Sa observam ca, pentru z(t) = x(t) + iy(t), avem echivalentele

Y= e +iy = (a+ib)(z+iy) & ' + iy = (ax — by) + i(bx + by),



si, prin urmare, problema (1) este echivalenta cu urmatoarea problema Cauchy
pentru un sistem liniar omogen in R?:

¥ =ar—> 0)=1
AR S )
y =bx+ay y(0) =0
Deoarece sistemul are coeficienti constanti, problema Cauchy (2) are o solutie
unica definita pe intreaga axa reala. Am justificat astfel urmatoarea afirmatie:

Propozitia 1. Pentru orice A\ = a + ib € C fixat arbitrar, problema Cauchy (1)
are o solutie globala unica z : R — C.

Definitia 1. Notam cu exp,(t) = z(¢) unica solutie a problemei (1).

Propozitia 2. Functia z = exp, (t) are proprietatile
(i) (exp,(t)) = Nexp,(t) pentru orice t,s € R;
(i) exp,(t + s) = exp,(t) exp,(s) pentru orice ¢, s € R;
(iil) expy,(t) = exp,(t) exp,(t) pentru orice t € R;
(v) exp,(t) = €™ pentru orice a,t € R.

Demonstratie. Formula de derivare (i) rezulta din Definitia 1. Pentru (ii),
fixam un s arbitrar i notam u(t) = exp,(t + s) si v(t) = exp, (t) exp,(s). Avem

u'(t) = (exp,(t+ ) = Xexp,(t+s) - (t+s) = Xexp,(t + s) = Au(t)
cu u(0) = exp,(s), si
V(1) = (expy (1) expy(s) = Aexpy () expy(s) = Av(t)

cu v(0) = exp,(0) exp,(s) = exp,(s). Deoarece u(t) si v(t) sunt solutii pentru
aceeasi problema Cauchy, din Propozitia 1 urmeaza ca ele coincid.
Pentru (iii), notam w(t) = exp,(t) exp,,(t) si avem

w'(t) = expy(t) exp,(t) + exp, () exp,(t) =

— Xexp (t) exp,(t) + jrexpy () exp, () = (A + puo(t)

pentru orice t € R. Cum w(0) = 1-1 = 1 urmeaza ca exp,,(t) = w(t), din
Definitia 1.
Punctul (v) este o consecinta a faptului ca pentru b = 0 problema Cauchy

(2) devine
¥ =ax o Jz(0)=1
/ 8
y =ay y(0) =0

cu solutia r = ™, y = 0.
Propozitia 3. Pentru orice A € C
oo /\” .
expy(t) = Y =t (3)

n=0



pentru orice t € R.
Demonstratie. Notam
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Fie A = a + ib = p(cosf + isin ). Pentru orice N € N avem
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rezulta ca cele doua serii de puteri in ¢ care compun seria (3) sunt convergente

pentru orice t € R, adica au raza de convergenta infinita. In acest caz ele pot fi
derivate termen cu termen, si obtinem
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pentru orice t € R.

Am aratat ca z/(t) = Az(t) pentru orice t € R gi cum 2(0) = 1, rezulta, din
Definitia 1, ca z(t) = exp,(t).

Prin analogie cu cazul real, dam urmatoarea definitie
Definitia 2. Functia exponentiald de argument complex, A € C — ¢* € C este
data de relatia

et =exp, (1) = Z )\—

n!
n=0

Propozitia 3. Functia A € C — ¢* € C are proprietatile

(i) eM = exp,(t) pentru orice t € R;

(i) £(eM) = Ae* pentru orice ¢ € R;



(iii) e*M* = eret pentru orice A,y € C si e = 1;
(iv) e* = e = ¢(cos b + isin b) pentru orice A = a + ib € C.

Demonstratie. Relatia (i) rezulta din:

N O N2 L
R UNUED DE S K S )
n=0 ’ n=0

Formula de derivare (ii) rezulta din (i) iar (iii) este chiar proprietatea (iii)
din Propozitia 2 scrisa pentru ¢ = 1. Deoarece din (iii) rezulta ci e®*%® = e,
pentru relatia (iv) este suficient sa aratam ca

n b? b3 b4

N | )
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Concluzie. Fie A = a + ib un numar complex. Solutia generala a ecuatiei

este
2(t) = ceM

unde '
M = el et — et (cos bt + i sin bt),

pentru orice t € R.

Exercitiu. Aratati, prin derivare, ca functia z(t) = e*(cos bt + i sin bt) verifica
ecuatia 2/ = (a + 1b)z.

Observatie.  Stim ca ecuatia 2/(t) = Az(t) cu z(t) € C este echivalenta cu
sistemul liniar omogen
' =ax —by
{ (4)

Yy = br + ay
din R2, si cum pentru ¢ = ¢; + icy avem
2(t) = ce™ = (¢y + icy)e™(cos bt + isinbt) =

= (c1e™ cos bt — coe™ sin bt) + i(ce™ sin bt + coe™ cos bt)

rezulta ca solutia generala a sistemului de mai sus este

y(t) = cre® sin bt + coe™ cos bt,

x\ [ e™cosbt —esinbt 1
y )\ esinbt e cosbt cy )’

{x(t) = ¢1e™ cos bt — cye™ sin bt

adica



de unde tragem concluzia ca

at _pat &
X(t) = ( e cos bt e sin bt )

esinbt e cosbt

este o matrice fundamentala pentru acest sistem. Mai mult, observam ca functia
matriceala X = X (t) verifica problema Cauchy

X'(t) = AX ()
X(0)=1 ’

unde am notat cu A matricea asociata sistemului liniar omogen (4),
a —b
A=
si, prin urmare, X = X (t) este functia exponentiala matriceala

X(t) =" teR.



