Tutorial 9. Solutii analitice

Consideram sistemul diferential liniar
' = A(t)x + b(t) (1)

cu A:ITCR = Mun(R)sib: I CR — R” functii analitice intr-un ¢ = ¢, din
intervalul deschis I, adica dezvoltabile in serie de puteri cu raza de convergenta
nenula in ¢ = t3. Mai precis, vom considera fara a restrange generalitatea ca
to = 0 si ca exista p > 0 astfel incat seriile de puteri

oo

Aty =) th A, (2)

si

b(t) = i t*by, (3)

cu Ag € Myxn(R) si by € R™ pentru orice k, sunt convergente macar pe intervalul

(=p.p)-
Amintim ca in R utilizdm norma ||z|| = max;{|z;|}, iar pe M, «,, (R) utilizam
norma matriceala

1Al = max{} || }
j=1

pentru orice A = (a;;) € M,x,(R). O serie de puteri ale lui ¢ cu coeficienti
matriceali sau vectoriali este de fapt o matrice sau, respectiv, un vector de serii
de puteri cu coeficienti numerici.

Teorema 1 (Fuchs) In ipotezele precizate, pentru orice & € R™, unica solutie
a problemei Cauchy

' = A(t)x + b(t)

2(0) = ¢ @

este data de seria de puteri
z(t) = Z th (5)
k=0
cu coeficientii vectoriali x, € R™ determinati din relatiile de recurenta

$0:€7

T = T

k
1 6
( E Ap_jz; + bk> pentru k =0,1,2,... (©6)

§=0
si care este convergentd pentru orice t € (—p, p).

Demonstratie. Forma solutiei. Stim ca problema Cauchy (4) admite o solutie
globala unica, presupunem acum ca aceasta este analitica in ¢y = 0 si, prin



urmare, o cautam sub forma seriei vectoriale de puteri (5). Pe intervalul de
convergenta avem

2(t) =kt = (k4 Dtfag.
k=1 k=0

Amintim ca, in cazul scalar, produsul a doua serii numerice de puteri, numit
si produsul dupa Cauchy, este seria de puteri avand coeficientii calculati ca la
produsul de polinoame:

00 00 00 k
() () Sl )
k=0 k=0 k=0 \j=0

Mai mult, raza de convergenta a seriei produs este cel putin cat raza minima de
convergenta a seriilor inmultite.

In cazul nostru, al seriilor matriceale, analizand pe componente, obtinem
imediat ca

At)z(t) + b(t) = (it’%k> (i thk) + itkbk =
= itk (Zk: Akfjl’j + bk> .

Comparand aceasta ultima serie de puteri cu dezvoltarea lui z/(t), obtinem
relatiile de recurenta(6).

Verificarea formei gasite. Fie acum functia x = z(t) data de seria (5) cu
coeficientii dati de relatiile (6). Este evident ca pe intervalul ei de convergenta
suma sa x = z(t) este derivabila si verifica problema (4). Mai raméane sa aratam
doar ca seria este convergenta pentru orice t € (—p, p).

Fie r € (0,p) fixat arbitrar si fie R astfel incat » < R < p. Deoarece

t = R este In intervalul de convergenta al seriilor de puteri (2) si (3), seriile

AR) = ZRkAk si b(R) = ZRkbk sunt convergente, gi cum termenul de

k=0 k=0
sumare al unei serii convergente tinde la zero, rezulta ca este marginit, asadar

exista constantele o > 0 si § > 0 astfel incat

R¥||Ay]l < a st RF||bi|| < 8,

pentru orice k.
Vom demonstra, prin inductie, ca exista n > 0 astfel incat

|l <, (7)

pentru orice j € N.
Pentru un k£ € N fixat arbitrar, presupunem ca (7) are loc pentru j =
0,1,...,k. Din (6) urmeaza ca

k
(k4 Dllzisall < D 1Akl |+ 6]

J=0
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$i, prin urmare,

anR anR
%+1NMHH§R?Wf%+BR*ST*(—i—+B>.

R—r

Presupunand n > (, avem in continuare

R
ol <m0 (4 6) < 0 o )

unde am notat

r aR
Mk(T,R>:k+1 (R—T+1)

Deoarece
lim My (r, R) =0,

k—o0

exista un K = K(r, R) € N astfel incat
Mk(ra R) S 17
pentru orice k > K. In acest caz, alegem un n > 0 suficient de mare astfel incat

max{, |zol, rllz1 [, 7|zl ... 7" [l I} <

si atunci relatia (7) este verificata pentru orice j € {0,1,2,..., K}, iar daca
pentru un k£ > K presupunem ca (7) are loc pentru orice j < k atunci, din cele
de mai sus, rezulta ca ea este verificata si pentru j = k + 1.

Am aratat astfel, prin inductie, ca (7) are loc pentru orice j € N. De aici
deducem ca, pentru orice t € (—7,7), avem

k k
[Fz ]| = [t]* [l < Y e i Iy < 0
- T Pt T

si, din criteriul de comparatie, urmeaza ca seria (5) este convergenta. Cum r < p
a fost fixat arbitrar, demonstratia este inchiata.



