Tutorial 10. Stabilitatea ecuatiei 2’ = a(t)z+ (1)

Vom studia aici stabilitatea solutiilor ecuatiei
= a(t)r + [(t)

cu a,f : [0,+00) — R functii continue. Ecuatia fiind liniara, stim ca orice
solutie a ei are tipul de stabilitate al solutiei nule a ecuatiei omogene

¥ =a(t)z (E.L.O)
astfel ca, in continuare, ne vom referi numai la aceasta solutie.
Problema 1 (criteriu de stabilitate). Sa se demonstreze ca:

(1) solutia nula este simplu stabila dacd si numai daca pentru orice a > 0
exista M(a) € R astfel incat:

t
/ a(s)ds < M(a)
pentru orice t > a;

(2) solutia nula este uniform stabila daca i numai daca exista M € R astfel
incat:

t
/ a(s)ds < M
a
pentru orice a > 0 §1 orice t > a;

(3) solutia nuld este asimptotic stabila daca i numai daca
t

lim a(s)ds = —o0;
t—4o00 0

(4) solutia nula este uniform asimptotic stabila daca si numai dacd exista L > 0
st K >0 astfel incat

t
/ a(s)ds < K — L(t — a),
pentru orice a > 0 st orice t > a.

Rezolvare. Ecuatia fiind liniara si omogena, stim forma solutiei: pentru orice
a>0si¢eRR, avem
t
‘/'E(t7 a/’ g) = gefa a(S)d87

pentru orice ¢ > a. Pentru orice a > 0 solutia z(-, a, ) este definita pe intreg
intervalul [a + 00), deci in definitiile tipurilor de stabilitate ne vom preocupa
numai de punctul (ii).

Demonstratie pentru (1). Fie M : [0, +00) — R astfel incat

[ ats)ds < wrta

1



pentru orice a > 0 si orice ¢t > a. Atunci
[2(t,0,€)] < [glel " < Jg]eM@ < e

pentru orice t > a, daca & este ales astfel incat

3
eM(a) ’

§l < d(e,a) =

deci solutia nula este simplu stabila.
Reciproc, presupunem ca solutia nula este simplu stabila. Rezulta ca, pentru

e =14 orice a > 0, exista d(1,a) > 0 astfel incat pentru & = @ avem
t 5 1 t
o(t,0,8)| = et o = L efiornie <,
pentru orice t > a, si prin urmare
! 2
ds <1 =M
/a a(s)ds < n5(17a) (a),

pentru orice t > a.

Demonstratie pentru (2). Se repeta cuvant cu cuvant demonstratia de mai
sus, singura diferenta fiind ca acum ¢ si M nu mai depind de a. Mai precis, in
prima parte, () = -5, iar in a doua parte M = In T21)'

Demonstratie pentru (3). Notam A(t) = f(f a(s)ds si din

lim A(t) = —o0
t—+o00
rezulta ca exista M astfel incat A(t) < M pentru orice ¢t € [0,+00). Urmeaza
ca, pentru orice a > 0 avem

/ a(s)ds = A(t) — A(a) < M — A(a) = M(a),

pentru orice t > a, si conform punctului (1), solutia nula este simplu stabila.
Este evident ca egalitatea

lim z(t,a,§) = lim gefato‘(s)ds =0,

t—-+o00 t—-+o00
. . v +oo o . .
pentru orice & cu [¢] < p(a), este echivalentd cu [ a(s)ds = —oo, iar mai
departe, deoarece aceasta integrala trebuie sa fie —oo pentru orice a > 0, aceasta
. . v +o0
relatie este echivalenta cu [, a(s)ds = —oo.

Demonstratie pentru (4). Daca exista K > 0 si L > 0 astfel incat

/ta(s)dSSK—L(t—a)

pentru orice a > 0 si orice ¢ > a, atunci are loc (2) cu M = K si, in consecinta,
solutia nula este uniform stabila. Mai mult, din
K
e
o(t,0,)] = [elel: e < K

oL(t—a)’



rezultd imediat ca lim |x(¢,a,£)| = 0 uniform in raport cu a, deci solutia nula
t——+oo

este uniform asimptotic stabila.

Reciproc, sa presupunem acum ca solutia nula este uniform asimptotic stabila.
Deoarece 1n acest caz este si uniform stabila, conform punctului (2) exista My > 0
asfel incat

t
/ a(s)ds < My,

pentru orice a > 0 si orice t > a.
Mai mult, exista p > 0 astfel incat, pentru orice £ cu || < p,

lim |z(t,a,&)] =0,

t—+00

uniform in raport cu a, adica: pentru orice € > 0 exista un 7'(¢) > 0 astfel incat
|z(t,a,&)| < e dacét—a > T(e).
Fixam { = §, e = &£, notam Ty = T'(42) > 0 si avem

t
a(s)d
|x<t,a,§>|=§e/a <o [awaso

pentru orice t si orice @ > 0 cu t —a > Ty. Altfel spus, pe orice interval [#, 5]
de lungime mai mare sau egala cu Ty, avem

to
/ a(s)ds < —1.
t1

Pentru orice a > 0 si t > a fixati arbitrar, exista numarul natural N astfel
incat t € [a+ NTy,a+ (N + 1)T}). Atunci

t N-1 +(k+1)To t
/ / a(s)ds + / a(s)ds <
a k=0 +kTy a+NTpy

~1
< (_1)+M0:—N—|—MO,
—0

Cum (N +1)Ty >t —arezulta N > —1+ = (t — a) si, In consecinta,

=

o

t
1
/a(s)ds§M0 N<M0+1—T(t—a)<K L(t —a),
a 0

cu L=z >0s K=M+1>0.

Problema 2. Sa se arate ca stabilitatea simpla nu implica stabilitatea uniforma.

Rezolvare. Vom construi un exemplu de ecuatie diferentiala liniara care satis-

face conditia (1) dar nu si conditia (2) din criteriul de stabilitate de mai sus.
Definim A : [0, +00) — R prin

A(t) = —tsin’t, t >0,



si consideram « : [0, +00) — R ca fiind derivata lui A,

d
aft) = EA@ = —sin®t — 2tsintcost, t > 0.

Atunci
t
/ a(s)ds = A(t) — A(a) = asin®a — tsin®t < asin®a = M(a),

pentru orice a > 0 gi t > a, deci conditia (1) este indeplinita.
Pentru fiecare k € N definim ay, = § + 2k7 §i t), = ap + § = 7 + 2k7, si avem

tg
lim a(s)ds = lim a = 00
k—o0

k—o0 ak

si, prin urmare, conditia (2) nu poate avea loc.

Problema 3. Sa se arate ca stabilitatea asimptotica nu implica stabilitatea
uniforma.
Rezolvare. Analog ca mai sus, vom defini o functie o : [0,400) — R care
satisface conditia (3) dar nu gi conditia (2). Definim acum A : [0,+00) — R
prin
A(t) = —(t +2sint)?, t >0,

si

d

at) = %A(t) = —2(1+42cost)(t+ 2sint), t > 0.

Atunci
t
/ a(s)ds = A(t) — A(a) = (a + 2sina)® — (t + 2sint)?,

pentru orice a > 0 §i t > a, astfel ca
t

lim a(s)ds = — lim (t+ 2sint)® = —o0,

t——+o00 0 t——+oo
si, prin urmare, conditia (3) este indeplinita.

Pentru fiecare k € N definim aj, = § + 2k7 i ty = ap + § = 7 + 2km, 5i avem

i [ a(s)ds = 1 2)° =)’ =
p [ 61 = i s 27— (o ) = 420

k—o0 2

deci conditia (2) nu poate avea loc.



