Tutorial 11. Pendulul matematic

Vom studia aici stabilitatea punctelor de echilibru ale unui pendul care se
misgca intr-un plan fix numai sub actiunea fortei de greutate. incepem prin a
stabili modelul matematic al sistemului fizic studiat, adica ecuatiile diferentiale
care descriu migcarea.

§1. Pendulul matematic amortizat.

Intr-un plan fix pozitionat vertical, consideram un pendul (sau un leagan)
format dintr-o tija OM, subtire, rigida, de lungime ¢ > 0 si de masa neglijabila,
care poate pivota total in jurul unui lagar situat in punctul fix O si care are
in capatul M o bila de masa m. Pendulul se misca numai sub actiunea fortei
de greutate J\TCS , de marime \m | = mg, unde g este acceleratia gravitationala.
Modelul prezentat aici se numeste pendulul matematic, spre deosebire de pendulul
fizic cand in locul tijei subtiri se considera un corp rigid oarecare.

Notam cu A pozitia de echilibru situata sub punctul de sprijin si precizam
pozitia pendulului la momentul ¢ prin marimea unghiului ¢(t) = <AOM masurat
in radiani, astfel ca spatiul As(t) parcurs de punctul M intre doud pozitii ¢ si
t + h, suficient de apropiate incat miscarea sa aibe loc intr-un singur sens de
rotatie, este

As(t) = LAp(t) = L(p(t + h) — ¢(1)),

de unde urmeaza ca viteza lui M are valoarea
Ul =v =L

Aici folosim notatiile: vectorul de pozitie 7 = ()—J\>4 , vectorul vitezi ¥ = 7 si
vectorul acceleratie @ = 7.

Punctul material M este constrans sa parcurga cercul € (O, ¢), pentru a con-
sidera ca el se migca liber numai sub actiunea unui camp de forte, vom introduce
o forta de legatura ML care sa compenseze forta centrifuga M N, componenta
normala la traiectorie a fortei de greutate MG, prin urmare ML = —MN.

In sfarsit, pentru a modela disiparea de energie datorita vascozitatii mediului
in care se desfagoara miscarea, vom considera ca asupra lui M actioneaza si
o forta de rezistenta M R situata pe tangenta la traiectorie, opusa misgcarii, si
proportionala in modul cu viteza

ME — —k27.

In acest caz, migcarea punctului material M este data de ecuatia fundamen-
tala a dinamicii, numita si legea a doua a lut Newton:

md= MG+ MR+ ML.
Proiectam aceasta relatie vectoriala pe tangenta la cerc in punctul M si obtinem

ma, = —|MT| + |ME|



Pp=T

Figura 1: Pendulul amortizat

unde acceleratia tangentiala a, este data de relatia
a, =0 =,

iar proiectia fortei de greutate pe directia tangentei este
\MT| = |M(§| sin ¢ = mgsin .

Din toate aceste relatii deducem pentru functia ¢ = () urmatoarea ecuatie
diferentiala de ordinul al doilea

mlp + k* + mgsin = 0,
pe care o scriem sub forma
G+ 279 + w?sinp = 0, (1)

unde v = k?/2ml > 0 si w?> = g/l > 0. Aceastd ecuatie neliniard este nu-
mita ecuatia pendulului matematic amortizat sau ecuatia pendulului gravitational
amortizat.

Vom studia stabilitatea solutiilor stationare ale ecuatiei (1) prin metoda
primei aproximatii. Functia constanta ¢(t) = ¢, pentru orice ¢ > 0, este solutie
daca gi numai daca

sing=0 & o€ {pp=km keZ}.
Transformam ecuatia (1) intr-un sistem. Notam x = ¢ i y = ¢ si obtinem
sistemul /
=y
{ Yy = —w?sinx — 27y. (2)

Observatie. Orice solutie ¢ = ¢(t) a ecuatiei (1) descrie, dupa cum am vazut,
miscarea punctului M in spatiul fizic format de planul vertical considerat initial



si in care pozitia lui M a fost precizata, in acest caz, prin coordonatele sale polare
|OM| = ¢ st <AOM = ¢. Pe de alta parte, solutiei ¢ = ¢(t) ii corespunde o
solutie a sistemului (2), solutie care poate fi interpretata ca descrierea migcarii
unui punct in spatiul R?, care este tot un plan.

Pentru a evita confuziile, spunem ca punctul (z(t),y(t)) = (o(t), (1)) se
misca in spatiul starilor sau in spatiul fazelor sistemului fizic modelat. Denu-
mirea este justificata de faptul ca precizarea valorilor parametrilor de stare la
un moment dat, ¢ si ¢ in acest caz, determina complet evolutia sistemului fizic
modelat.

In general, traiectoria punctului (z(t), y(t)) este o curba in spatiul fazelor, in
cazul unei solutii stationare, cand (x(t),y(t) = (zo,yo) pentru orice t, traiecto-
ria se reduce la un singur punct, (zg,yo), numit punct stationar, sau punct de
echilibru in spatiul fazelor.

Revenind la problema noastra, observam ca (2) este un sistem diferential
autonom de forma /
{ v = f(z,y)

y = g(z,y),

cu f(z,y) = y si g(r,y) = —w?sinx — 2yy, prin urmare matricea jacobiana
atagata este

o i 0 1
e =% &)= (_, )
52 8_Z —w“cosxr —2vy
Studiem pentru inceput stabilitatea solutiei stationare p(t) = ¢y = 0 a
ecuatiei (1), corespunzatoare punctului stationar (zg,yo) = (0,0) in spatiul
fazelor. Avem
0 1
A_J(an)_ ( _w2 _27 )7
A 1

Pa(X\) =det(N — A) = ‘ 2 ’ =224 292 + Wi

A+ 2y
Radacinile caracteristice sunt

AMo=—7Eiv/wr—v2cuRe)=—7 <0,

daca 0 < v < w, sau
Alg = =7 £ V/7? —w? <0,

daca w < 7. In ambele cazuri matricea A este hurwitziana, deci solutia nula a
sistemului (2) este asimptotic stabila si o data cu ea si solutia nula a ecuatiei (1)
are aceeasi proprietate.

Studiem acum solutia ¢(t) = ¢; = 7, corespunzatoare punctului stationar
(x1,y1) = (m,0) al sistemului (2). Avem

0 1
A:J(ﬂ-70) = ( +w2 _2,}/ )7

Pa()) = det(A] — A) = ‘ A

_ )2 2
w )\+27'—)\ + 29\ —w”.



Radacinile caracteristice sunt
AM=—7— V7V +w?<0,

si

)\2 =—7+ \/m > O,
de unde rezulta ca solutia stationara xz(t) = 7, y(t) = 0 este instabila, deci si
©(t) = 7 este instabila.

Considerand acum cazul general ¢(t) = km, k € Z, se constata imediat
ca solutiile p(t) = 2km, cele care corespund pozitiei de echilibru a pendulului
cu M sub punctul de sprijin O, sunt asimptotic stabile, in timp ce celelalte,
o(t) = (2k+1)7, care corespund pozitiei de echilibru cu M situat exact deasupra
punctului de sprijin, sunt instabile, agsa cum era de asteptat.

Figura 2: Pendulul neamortizat

§2. Pendulul matematic neamortizat.

Studiem acum pendulul in cazul in care vascozitatea mediului este neglijabila,
mai precis atunci cand coeficientul de amortizare v este nul.

Reluand calculele de mai sus, observam imediat ca metoda primei aproxima-
tii da rezultate numai pentru cazul de instabilitate, cand A, » = £w, fiind in caz
de dubiu pentru solutia nula, cand A 3 = Fiw.

Vom studia aici, direct cu definitia, stabilitatea solutiei nule pentru ecuatia

¢+ w?sing = 0. (3)

Metoda folosita in continuare provine din mecanica: in lipsa amortizarii, e-
nergia totala a pendulului este constanta. Daca la momentul initial pendulul

4



primeste o cantitate mica de energie, aceasta se va pastra de-a lungul migcarii si,
in consecinta, punctul M se va indeparta de punctul de inatime minima numai
pana cand cregterea energiei potentiale va determina anularea energiei cinetice,
atunci pendulul se va opri si punctul M va incepe sa coboare, miscandu-se astfel,
cu viteza mica, in vecinatatea punctului de inaltime minima.

Energia cinetica a punctului material M este

1 1
E. = §mv2 = §m€2 52,

iar energia sa potentiala, raportata la inaltimea minima, este
E = _ _ 2 2
» = mgh = mg({ — { cos ) = 2mglsin 9

vezi Figura 2. Obtinem expresia energiei totale

1
B = E.+ B, = m(*3* + 2mg(sin’ g

1 2
= —m/l? ( 5% + 4w? sin? —)
e\ 2
si, prin urmare, am gasit pentru pendulul neamortizat urmatorul invariant al
miscarii:
t
O (t) + 4w? sin? % = const. (4)

Deoarece prin schimbarea de argument ¢ = w7 ecuatia (3) devine

d2
d—Tf—{—singp:O,

vom considera, fara a restringe generalitatea, w = 1 chiar in ecuatia initiala, pe
care o transformam cu notatiile x = ¢ si y = ¢ in sistemul echivalent

o2 5

Yy = —sinz.

Relatia (4) poate fi stabilita usor direct din acest sistem. Inmultim membru
cu membru cele doua ecuatii si obtinem

yy = —a'sinw,

d (1,
E(éy —QCosx) =0.

y* —2cosx = C,

de unde deducem ca

De aici urmeaza

cu C' o constanta oarecare, de unde, trecand in functia cosinus la unghiul pe
jumatate, obtinem relatia (4) sub forma

e —|—4sin2§ = C,



unde am renotat C' + 2w? cu C.
In continuare fixam in mod arbitrar momentul initial « > 0 si, pentru orice
solutie saturata (z(t), y(t)) definita pe un interval maximal | a, T"), vom nota data

initiala (z(a),y(a)) cu (o, yo)-

Definim
V(z,y) = 4/4sin? g + y2,

pentru orice (z,y) € R? si retinem ca V(z(t),y(t)) = V(xo,%0), pentru orice
t>a.
Utilizand inegalitatea conoscuta

|sint| < |¢],
pentru orice ¢, obtinem imediat majorarea
Viz,y) < Va2 +y?, (6)
valabila pentru orice (z,y) € R2.

t
Analizand, de exemplu, graficul functiei f(¢) = sint — 2’ obtinem imediat ca

i

int| > —
[sint] > =,

pentru orice t € [—%, | de unde obtinem estimarea

2 1
V(:C,y)Z\/%+y2Z§\/:v2+y2, (7)

valabild pentru orice (z,y) € [—%, %] x R.
Fie acum (zg,7) € R? cu [|(xg, vo)|| = max{|zo|, [yo|} < do = 0,01. Din (6)
deducem ca

V(x(t),y(t) = V(zo,y0) < /22 + 2 < V28 < 1,

de unde urmeaza ca |y(t)| <1 si

. x(t) 1
smT‘ < 5 (8)

pentru orice t € [a,T). Inecuatia (8) in necunoscuta o = x(t) are ca solutie o
reuniune de intervale disjuncte, si deoarece z(t) este o functie continua, valorile
sale vor ramane in intervalul in care se afla data initiala x(a) = x¢, si anume in
intervalul | Z]. Am aratat astfel ca

s

-3

(o, %o)ll < 0o = 0,01 = |z()] < % si [y(H)] <1,

w|

pentru orice t € [a,T'), de unde deducem ca T = +oo.
Este evident ca

lim  V{(x, =0,
(20.50)—(0,0) (20, 40)



deci, pentru orice ¢ > 0, exista d;(g) > 0 astfel incat, din ||(xo,v0)|| < 91(¢)
rezulta [V (zo, yo)| < €.
In sfargit definim, pentru orice € > 0,

d(e) = min{dp, d1(¢)} >0

si atunci, din |[(xg, y0)|| < () urmeaza ca solutia corespunzatoare exista pentru
s

orice t € [a,+00), cu |z(t)] < § s |y(t)] < 1, prin urmare este aplicabila
estimarea (7) si obtinem

e > [V(zo, )| = [V (2(1),y(1))] = % w2(t) + 2 (1) = %Il(iv(t),y(t))II,

adica
[(z(2), y()[| < 2e,

pentru orice t > a.
Am aratat astfel ca solutia nula a sistemului (5) este uniform stabila.
Sa observam in final ca aceasta nu este asimptotic stabila, deoarece din

lim (z(t), y(t)) = (0,0), (9)

t—+00

rezultd ci ((t), y(t)) este solutia nuli. Intr-adevir, din (9), tinand cont de con-
tinuitatea functiei V' si de faptul ca ea este constanta pe traiectoriile sistemului,
avem

V(x(t),y(t)) = lim V(xz(r),y(1)) = V(0,0) =0,

T—+00

pentru orice ¢ > 0. De aici urmeaza ca y(t) = 0 si sin@ = 0 pentru orice

t > 0. Din ultima ecuatie rezulta x(t) € {2kw, k € Z} pentru orice t > 0, iar din
continuitatea functiei z(¢) urmeaza z(t) = const. = lim, ., z(7) = 0, pentru
orice t > 0.



