Tutorial 12. Ecuatii functionale

Am vazut, intr-un tutorial anterior, ca pentru orice numar real a > 0 fixat,
functia exponentiald x = a' poate fi definita ca fiind unica solutie analitica a
ecuatiei functionale

z(t+s) = x(t)x(s), Vi,s € R,

care satisface conditia initiala
z(1) = a.

Ne propunem sa analizam aici, cu titlu de exercitiu, ecuatia functionala
z(t+8)x(t — s) = 2%(t) — 2%(s), Vt,s € R. (1)
Problema 1. Sa se verifice ca urmatoarele trei functii
(1) o1(t) =t,Vt € R,
(71) @o(t) =sint,Vt € R,
(131) @3(t) =sht,Vt € R,

sunt solutii ale ecuatiei (1).

Rezolvare. (7). Functia identitate este in mod evident o solutie a ecuatiei
studiate.

(7). Folosind formulele trigonometrice

1
sinasin § = 3 [cos(a — B) — cos(a + B)]
si
cos2a = 1 — 2sin? a,

obtinem

1
sin(t—l—s)sin(t—s):5[cos(t—l—s—t—i—s)—cos(t+s+t—s)]:

1 1
=3 [cos 2s — cos 2t] = 5 [1—2sin*s — 1+ 2sin’¢] =
= sin?t — sin? s,

pentru orice t, s € R.
(73i). Utilizand definitia sinusului hiperbolic

1
ht= (e —e*
S 2(6 e")
obtinem, pe de o parte

1
sh(t 4 s)sh(t — s) = Z(6t+s C et (e — ) =



iar pe cealalta parte

1
sh’t — sh’s = Z(et —e P ——(ef—e %) =

1 1 1
— 1(6275 o 2+€—2t> o Z(625 - 2—|—6_28) — Z(621t —|—6_2t - 628 o 6_28),

ceea ce trebuia aratat.

Problema 2. Sa se arate ca, daca functia x = (t) este o solutie a ecuatiei
(1), atunci si x = 1(t) cu ¥(t) = ap(At) este o solutie, pentru orice a, A € R.
Rezolvare. Avem:

Yt + )Yt —s) = oAt + 8)) (At — 5)) = a®p(At + As)) (At — \s) =
=ao? ((pz()\t) — g02(/\5)) =% (t) — Y*(s), Vt,s € R,

Problema 3. Si se arate ci orice solutie de clasa C? a ecuatiei functionale
(1) este de forma = = ag;(At), i = 1,2,3, cu ¢; una dintre functiile indicate la
Problema 1.

Rezolvare. Fie x = z(t) o solutie de clasi C?, z : R — R, diferitd de
solutia nula. Pentru fiecare s € R fixat are loc identitatea

z(t+s)r(t —s) = 2%(t) — 2°(s), Vt € R,
din care, prin derivare in raport cu ¢, obtinem
't + s)x(t —s) + x(t + s)a'(t — s) = 2x(t)2'(t), Vt,s € R.
Derivam acum in raport cu s si avem
2 (t+s)x(t—s)—a' (t+8) 2’ (t—s)+a2' (t+s)2' (t—s)—z(t+s)2" (t—s) = 0, Vi, s € R,

adica
' (t+ s)x(t —s)=x(t +s)2"(t —s), Vi,s € R,

de unde, notand t + s = u si t — s = v, urmeaza identitatea
2" (u)z(v) = 2" (v)x(u), Yu,v € R.

Fixam un v = vy pentru care z(vy) # 0 i notam a = i’(%) Rezulta ca

"(u) = ax(u), Yu € R,

altfel spus, * = z(t) este o solutie a ecuatiei diferentiale liniare cu coeficienti
constanti
2" —ax = 0.

Sa observam ca, in plus, z(0) = 0, valoare obtinuta din (1) fixand s = 0.
Analizand pe rand cazurile a = 0, a < 0 §i @ > 0, deducem ca solutia x = ()
are una din formele indicate in enuntul problemei.

Problema 4. Sa se arate ca singura solutie a ecuatiei functionale

ot +8)x(t — s) = 22(t) + 2%(s), Vt,s € R. (2)

2



este functia nula.
Rezolvare. Fie © = z(t) o solutie, z : R — R. Fixdnd s = 0 in (2),
deducem ca z(0) = 0, si apoi, pentru s = ¢, rezulta ca

0 =22%(t),Vt € R,

de unde urmeaza concluzia.

Observatie. Daca pentru ecuatia (2) urmam exact procedeul din rezolvarea
Problemei 3, adica o derivam in raport cu s gi apoi in raport cu ¢, obtinem iarasi
ca orice solutie nenuld de clasd C? verifica ecuatia

2 —ar =0,

cu a o constanta oarecare, dar nici una dintre solutiile nenule ale acestei ecuatii
diferentiale nu verifica ecuatia functionala initiala, agsa cum am aratat.

Acest exemplu ilustreaza faptul ca derivarea unei ecuatii functionale introduce
aproape intotdeauna solutii false.

Problema 5. Sa se studieze ecuatia
ot +s)r(t —s) = 2%(t) + 2°(s) — 1, Vt,s € R. (3)

Indicatie. Mai intai aratati ca z(0) = £1 si 2’(0) = 0, apoi derivati in raport
cu s si t. Nu uitati sa verificati solutiile gasite!



