Tutorial 13. Ecuatia legii de conservare

Consideram ca miscarea unidimesionala de-a lungul unui tub subtire a unor
particule materiale de masa egala are loc astfel incat, pentru orice z si t € R,
prin punctul de abscisa x trece la momentul ¢ o singura particula, si aceasta are
viteza v(t, x). Altfel spus, presupunem ca migcarea acestor particule este descrisa
de ecuatia diferentiala

¥ =t z), (1)

cuv:R xR — R o functie de clasa C*.

Fie ap < by fixati arbitrar. Notam cu A si B particulele care la momentul
initial ¢ = ¢, aveau abscisele aq si, respectiv, by. Consideram ca migcarea lui
A este data de solutia x = a(t) a ecuatiei (1) care satisface conditia initiala
a(ty) = ap, iar migcarea lui B este descrisa de solutia z = b(t) pentru care
b(ty) = bo.

Deoarece ipotezele rezultatelor de existenta si unicitate globala sunt indepli-
nite, aceste doua solutii nu se pot intersecta, si, prin urmare, a(t) < b(t) pentru
orice t € I = I, N I,, unde I, si I, sunt intervalele de definitie ale solutiilor
saturate. Particula A va ramane in urma lui B pe tot timpul miscarii, iar par-
ticulele situate initial intre A si B vor ramane tot timpul intre A si B, numarul
lor conservandu-se de-a lungul miscarii.

Notam densitatea numarului de particule cu p(t, z), definita ca fiind o functie
integrabila p = p(t, ) astfel incat numarul de particule situate la momentul ¢
intre punctele de abscise zy < 7 (sau, echivalent, masa acestora) sa fie dat de
integrala

T
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Scopul nostru este sa vedem ce conditii suplimentare trebuie sa indeplineasca
functia p = p(t, x) > 0 astfel incat, pentru oricare doua particule A gi B, numarul
(sau masa) particulelor situate intre ele sa se conserve pe timpul migcarii.

Cu notatiile de mai sus, pentru orice t € I, numarul de particule cautat este

b(t)
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si, prin urmare, cerem ca, pentru orice ag < by si orice t € I sa avem
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pentru orice ¢t € I. Presupunem acum ci p = p(t, ) este de clasd C' si derivdm
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Deoarece relatia (3) trebuie sa aiba loc pentru oricare doua solutii z = a(t)
si z = b(t) cu ag < by, pentru orice moment initial ¢y, deducem ca functia de
densitate trebuie sa satisfaca urmatoarea ecuatie cu derivate partiale de ordinul

intai
%(t, r) + E% (p(t, z)v(t, z)) =0, (4)

numita ecuatia legii de conservare in cazul unidimensional. Se observa ca, scrisa

sub forma
dp

E(t, 1}) + U(t, x)@(t, l’) = w(t, l’)p(t, l‘),

ox
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cuw(t,z) = ——(t,x), este o ecuatie cvasi-liniara cu derivate partiale de ordinul
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intai, cu functia necunoscuta p = p(t, x).

In continuare vom considera cd viteza este o functie de densitate, v = p(p),
caz in care ecuatia (4) capata forma

P rap) P =0, )

cu a(p) = p(p) + p¥'(p). Aceasta ecuatie este des intalnita in modelarea mate-
matica, de exemplu in modelarea traficului pe o autostrada sau a valurilor lungi
formate intr-un canal cu sectiune constanta.

Ne propunem sa rezolvam urmatoarea problema Cauchy atagata ecuatiei stu-
diate: sa se afle functia de densitate p = p(t, z) in cazul in care densitéatile initiale
sunt cunoscute, mai precis sunt date de relatia

p(O,LL') = ¢(x)7 r € R, (6)

cu 1 o functie de clasa C!.
Vom rezolva ecuatia cvasi-liniara (5) aflind doua integrale prime indepen-
dente pentru sistemul caracteristic atasat, care scris sub forma simetrica arata

astfel:
d_ do_dp

1 alp) 0
Din dp = 0 rezulta p = ¢y, iar din

dt dx

1 ale)

urmeaza © — a(cy)t = co, am gasit astfel integralele prime Ui(t,z,p) = p si
Us(t,x,p) = = — a(p)t, prin urmare solutia generala a ecuatiei (5) este de forma

F(p,x - a(p)t) = 0,

cu F o functie oarecare de clasa C'. Explicitand in raport cu prima variabili,
obtinem solutia generala sub forma

p =@z —alp)t), (7)
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cu @ de clasa C*.
Vom determina functia necunoscuta ® cerand sa fie satisfacuta conditia initiala
(6). Obtinem
p(0,2) = ®(x) = (x)
si, din (7), gasim solutia p = p(t,z) a problemei Cauchy studiate sub forma
implicita

p= vz — alp)t).



