Evaluarea polinoamelor: schema lui Horner
Fiind dat un polinom cu coeficienti reali, de exemplu
f=14+4X+3X%-7X3+3X*4,

ne propunem sa aflam valoarea acestuia intr-un a € R dat, altfel spus sa evaluam
expresia aritmetica obtinuta prin inlocuirea nedeterminatei’ X cu numsirul a, in cazul
nostru

fla) =1+ 4a+ 3a* — 7a® + 3a*. (1)

Rezolvarea este simpla: evaluam expresia de la stanga la drepta, acumuland pe rand
termenii sumei intr-o variabila s initializata zero si calculand la fiecare pas puterile lui
a prin amplificarea cu a a unei variabile p initializata cu unu.

Aceasta rezolvare este implementata in functia eval din programul urmator:

#include<iostream>
using namespace std;
const int dim = 100;
double eval(double f[dim], double a) {
double s = 0;
double p = 1;
for (int i = 0; i < dim; i++) {
s += f[i] * p;
p *= a;
}
return s;
}
int main(void) {
double f[dim] = { 1, 4, 3,-7, 3 };

double a = 2;
cout << eval(f, a) << endl;
return O;

Alici polinomul f este dat prin coeficientii sai memorati intr-un tablou alocat static,
de dimensiune constanta dim=100, initializat cu valorile

f=11,4,3,-7.3,0,0,...,0],

! Amintim c& multimea polinoamelor cu coeficienti reali, R[X], se defineste in mod riguros ca fiind
multimea girurilor de numere reale care au toti termenii egali cu zero de la un loc incolo

R[X] :{f: [anflaafna070707]afl ER}

Adunarea polinoamelor se defineste pe componente, (f + g)x = fr + gk, iar inmultirea in stil “fiecare
cu fiecare”, (fg)r = 321 j—x fi9;- Cu aceste operatii (R[X], +,-) devine un inel comutativ cu unitate,
in care are loc incluziunea R C R[X] prin identificarea oricarui numar a cu polinomul [a,0,0,0,...].

“Nedeterminata” X este prin definitie polinomul X = [0,1,0,0,0,...] si se arata cd orice polinom
f=1fo, f1,f2,-- -1 fn,0,0,0,...] verifici egalitatea

f=fot AiX + X2+ + fu X"



iar apelul eval(f,a) calculeaza suma
l+4-a+3-a>-7-a*+3-a"+0-a°+---+0-a”,

care este evident egala cu f(a). In aceastd implementare, pentru a nu complica ex-
punerea, nu utilizam gradul polinomului evaluat, atragem numai atentia ca functia
eval poate fi folosita doar pentru polinoame cu gradul strict mai mic decat constanta
dim.

Prezentam acum o alta rezolvare, la fel de simpla ca prima, dar mai eficienta. Mai
precis, vom aplica metoda lui Horner?, metoda care consta, in esentd, in evaluarea
expresiei (1) in ordinea inversa, de la dreapta la stanga, adica in ordinea data de
urmatoarele paranteze:

fla)=1+a-4d+a-B+a-(=7T+a-3))).

Pentru a stabili algoritmul avut in vedere, avem nevoie de operatorul de siftare la
stanga® pe R[X], operator notat in continuare cu’. Pentru orice polinom f vom nota
cu f’ polinomul obtinut prin siftarea la stanga cu o pozitie a coeficientilor lui f, vom
nota cu f” si f” siftatul lui f de dous, respectiv de trei ori, si, in general, cu f*)
siftatul lui f de k ori?.

In exemplu nostru, avem:

f

f'=14,3,-7,3,0,0,0,0,...],

f"=13,-1,3,0,0,0,0,0,...],

f"=1[-17,3,0,0,0,0,0,0,...],
% =13,0,0,0,0,0,0,...],
f® =10,0,0,0,0,0,0,...].

[1,4,3,-7,3,0,0,0,...],

Observam ca giftarea la stanga micsoreaza gradul polinomului cu o unitate, astfel
ca, de la un loc incolo, repetarea operatiei produce numai polinomul nul.

Revenind la calculul lui f(a), evaluarea expresiei o vom efectua scotand factor
comun pe a din toti termenii care il contin:

f(a):1+4a+3a2—7a3—|—3a4:1+a(4+3a—7a2+3a3):1+af/(a)'

Avem aici ideea de baza a metodei: pentru a evalua un polinom in X = a avem
nevoie de valoarea siftatului sau in a. Pentru a o afla, repetam procedura asupra
siftatului. Daca repetam procedura de un numar suficient de ori vom ajunge sa evaluam
polinomul nul, care ne va furniza astfel valoarea de start: zero.

In exemplul nostru, avem in contiunare:

f'(a) =4+ af"(a)
f'(a) =3+ af"(a)

2William George Horner (1786 — 1837), matematician englez.
3 Adaptarea expresiei left shift operator, adica operatorul de deplasare la stdnga.
4 Atentie, utilizam notatia de la derivare doar pentru comoditate, nu derivim nimic!




f"(a) = =7+ afY(a)
fW(a) =3+ af(a))
f(5)(a) =0.
Prin urmare: plecam de la f®)(a) = 0, aflam pe f*¥(a), apoi pe f"(a) si tot asa,
pana ajungem la f(a).

Daca organizam calculele ca in tabelul urmator, in care consideram a = 2, obtinem
binecunoscuta schema a lui Horner:
X5 X4 X3 X2 X1 X0
0 3 —7 3 4 1
X=2| 0 |[2043=3|23+(-7)=-1]2 (-1)+3=1]2-1+4=6]2-6+1=13

De fapt, in schema lui Horner clasicd nu apare coeficientul lui X?, deoarece polino-
mul dat are gradul 4 se coboara direct coeficientul lui X*, dar la fel de bine se poate

coborl intotdeauna zero, plecand de la un indice suficient de mare.
Observam c&, in general, pentru un polinom f = fo+ f1X + foX2+--- £, X" tabelul
are forma

Xntl X" X2 X1 X0
0 fn f2 f1 fo
X=a| fOF@=0] f™@) | ... | f7(a) ] f(a) | fla)

si retinem c& pe ultimul rand sunt calculate valorile in a ale iteratelor f*) | pentru
k=nn—1,...,0.

Pentru a stabili relatia de recurenta necesara in calcule, sa observam mai intai ca
pentru orice polinom

h=nhy+hX+hX? 4 +h, X"
avem egalitatile
ho = h(0), hy = 1'(0), hy = K"(0),..., by = K¥(0), ...,
altfel spus orice polinom h poate fi scris sub forma
h = h(0) + K (0)X + K" (0) X2+ --- + R (0) X" (2)
Sa mai stabilim si relatia
h=ho+X(hi+hoX+-+h, X"") = ho+ XI, (3)

care arata ca inmultirea cu X este operatia inversa siftarii la stanga. Aceasta egalitate
polinomiala, evaluata in X = a, devine

h(a) = ho + ah/(a)
si capata forma
h(a) = h(0) 4+ ah’(a),
iar aceasta, scrisa pentru h = f*), devine

F®(a) = fO(0) + af*(a) (4)

si conduce la
FP(a) = fi + af*(a),

pentru orice k > 0.
Am stabilit astfel relatia de recurenta utilizata in schema lui Horner:
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xn+l Xn . Xk+1 Xk Xkrfl
0 fn frt1 f& fr—1
X =aqa f(”+1)(a) -0 f(n>(a) f(k‘H)(a) f®(a) = fr + af<"‘+1>(a)

Evaluarea unui polinom cu schema lui Horner este implementata in functia ur-
matoare, in care valorile sirului f*)(a), k = n,n —1,...,0, sunt calculate pe loc in
variabila val, pornind de la f™+(a) = 0.

double horner(double f[dim], double a) {
double val = 0;
for (int k = dim - 1; k >= 0; k--) {
val = f[k] + a * val;
}

return val;

Inainte de a incheia, vom arata ca prin schema lui Horner se calculeaza de fapt
catul si restul impartirii polinomului f la X — a.
Notam cu ¢ polinomul cu coeficientii dati de ultimul rand al tabelului:

¢ = fla) + f(@)X + f"(a)X* + -
si calculam produsul (X —a)¢ = X¢' — aq'.
Din relatia (3), scrisa pentru h = ¢, avem g = qo + X¢' = ¢(0) + X¢' = f(a) + X/,
deci
Xq' =q— f(a).
Calculam acum produsul aq’ si, utilizand relatiile (4) i (2), obtinem
ag' = a(f'(a) + f"(a)X + f"(@)X* +---)
=af'(a) +af'(@)X +af”"(a)X*+ - =
= (f(a) = £(0) + (f'(a) = fO)NX + (f"(a) = f'(0)X* +--- =
= (f(a) + f(@)X + f"(@)X* + ) = (f(0) + f(O)X + (f(0)X* +---) =
=q—

Prin urmare,

(X —a)d =Xq —aqd = (q— f(a)) = (¢ — f) = f = fla),
de unde obtinem
f=X=a)d + f(a).

Am demonstrat ca la impartirea lui f la X — a catul este polinomul
d = Fa) + @)X + fa) X 4

iar restul este f(a).
Revenind la exemplul nostru cu f = 144X + 3X? — 7X3 + 3X? si a = 2, din
tabelul schemei lui Horner
X5 x4 x? ] x? | x| X0
0 | 3| 7|3 | 41
X=2] 0| 3 -1 1] 6|13

aflam agadar ca f = (X —2)(3X? — X2+ X +6) + 13.
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